为 了 数学 解 题 学 的 诞生 一 一 写 在 前 面 


无 论 是 数学 家 还 是 中 学 生 , 天 天 都 在 解数 学 题 ,这 种 惊心动魄 的 
实践 活动 已 经 产生 了 惊天 动 地 的 数学 成 果 与 流芳 千古 的 教育 成 果 . 
有 趣 的 是 ,活动 本 身 还 没有 来 得 及 提炼 出 自身 的 完善 理论 一 一 数学 
解 题 学 ,是 根本 不 存在 抑或 完全 用 不 着 吗 ? 可 能 是 数学 太 迷 人 了 , 数 
学 家 马不停蹄 地 攻克 一 个 又 一 个 数学 堡 鱼 , 既 运 用 又 创造 各 种 解 题 
理论 ,但 无 上 概 把 它们 独立 整理 出 来 . 

也 可 能 ,这 应 该 是 数学 教育 家 的 使 命 . 

如 果 把 解 题 比 做 打仗 ,那么 解 题 者 的 “兵力 ”就 是 数学 基础 知识 ， 
解 题 者 的 “兵器 "就 是 数学 基本 方法 ,而 调动 数学 基础 知识 .运用 数学 
基本 方法 的 数学 解 题 学 正 是 “兵法 ”. 因此 ,数学 解 题 学 与 数学 方法 
论 是 婚 有 联系 又 有 区 别 . 

研究 解 题 “ 兵 法 ”、 讲 授 解 题 “ 兵 法 ”的 开拓 者 是 波 利 亚 , 他 那 风 靡 
世界 的 名 著 一 开 “ 怎 样 解 题 " 规 律 研究 之 先河 . 经 过 几 十 年 的 积累 , 历 
史 要 求 我 们 从 数学 与 教学 相 结合 的 角度 ,对 数学 解 题 作 一 些 理论 性 
的 总 结 , 正 面 回答 多 少年 来 人 们 疙 首 以 望 的 问题 :怎样 学 会 解 题 ? 怎 
样 调动 乃至 创造 解 题 方 法 ? 

笔者 的 基本 观点 认为 ; 分 析 典 型 例题 的 解 题 过 程 是 学 会 解 题 的 
有 效 途 径 .至 少 在 没有 找到 更 好 的 途径 之 前 ,这 是 一 个 无 以 替代 的 好 
主意 .以 这 一 思想 为 核心 ,本 书 收集 了 建立 理论 体系 的 一 些 素材 ,也 
进行 了 理论 体系 建立 的 初步 崇 试 ,其 中 有 经 典 著作 的 客观 介绍 (主要 
在 第 二 章 ), 有 报刊 资料 的 丰富 集锦 (分 布 在 各 章 、 包 括 正 反 两 方面 的 
材料 ) ,也 有 个 人 经 验 的 长 期 积累 (如 解 题 过 程 的 各 种 分 析 、 解 是 坐标 
系 的 建立 等 ). 
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第 一 章 提 供 了 解 题 理论 研究 的 必要 准备 ,包括 解 题 理论 的 概念 
介绍 , 解 题 研究 的 现状 分 析 , 解 题 资料 的 初步 整理 , 解 题 基本 功 的 要 
第 二 章 介 绍 了 3 本 解 题 著作 的 解 题 观点 ,突出 原作 者 的 本 质 思 
想 并 强调 “客观 性 ” ,尽量 避免 个 人 倾向 的 渗入 ,也 不 回避 各 家 观点 的 
差异 ,并 有 意 引 用 原文 .到 第 四 章 继 续 介绍 两 个 解 题 观 点 : 系统 论 的 
观点 、 解 题 坐 标 系 的 观点 .与 第 二 章 相反 ,第 四 章 大 多 是 笔者 个 人 的 

第 三 章 首先 研究 解 题 程序 ,然后 对 解 题 过 程 进行 思维 分 析 、 结 构 
分 析 和 长 度 分 析 . 

第 五 章 讨论 解 题 方 法 ,但 不 重复 一 般 数 学 方法 论著 作 的 “ 解 题 方 
法 研究 ”, 而 是 进行 数学 方法 的 文化 审视 ,提出 解 题 方法 的 研究 课题 
(方法 的 实质 、 方 法 的 功能 方法 的 还 辑 基础 .方法 的 变化 形式 、 方 法 
的 应 用 层次 、 方 法 的 正确 使 用 ) ,探讨 反例 的 作用 与 构造 .作为 示范 ， 
对 配方 法 进行 了 较为 完整 的 理论 分 析 . 

第 六 章 是 实践 上 升 为 理论 又 理论 指导 实践 的 重要 课题 ,首先 分 
析 了 解 题 策略 的 特征 ,然后 总 结 出 10 条 解 题 策略 ,并 从 解 题 策略 的 
角度 ,推出 了 求解 选择 题 的 完整 体系 . 

第 七 章 是 习题 理论 ,讨论 了 数学 习题 的 分 类 ,数学 题解 的 检验 ， 
解 题 错误 的 分 析 、 最 后 研究 数学 习题 的 科学 性 要 求 与 编 拟 方法 . 

书 末 附 有 30 道 供 研究 的 初等 数学 问题 ,大 多 尚 无 现成 答案 .各 
章 的 最 后 也 配 有 充足 的 练习 题 ,并 且 有 意 将 后 面 的 例题 作为 前 面 的 
习题 . 类似 地 ,前 后 章节 之 间 的 联系 相互 参 见 也 是 很 多 的 ,毕竟 全 书 
都 协 帮 着 “分 析 解 题 过 程 ”“ 开 发 解 题 智慧 "的 同一 个 主旋律 . 

这 就 是 本 书 的 基本 情况 .需要 指出 的 是 ,虽然 笔者 的 个 人 思考 很 
早 就 开始 了 ,并 且 自 1987 年 以 来 已 向 学 生 连 续 作 过 多 年 讲授 ,但 其 
理论 性 、 系 统 性 都 还 极为 粗糙 .至 于 个 人 的 解 题 心得 ,与 其 说 是 记录 
了 一 些 研 究 的 成 果 , 不 如 说 是 提出 了 一 些 思考 的 课题 .笔者 提醒 自 
己 : 叙述 是 商讨 性 的 名 词 是 描述 性 的 , 画 一 个 问号 作为 丑陋 的 开 
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头 , 把 完善 完整 .完美 的 句号 留 给 读者 . 

我 们 考虑 ,数学 解 题 学 的 建设 是 一 件 理论 性 和 实践 性 都 很 强 的 
工作 ,恐怕 要 反复 经 过 这 样 两 个 阶段 : 

1. 广泛 了 解 各 种 解 题 观 点 、 解 题 方法 和 解 题 技 巧 , 并 且 亲 身 解 
出 很 多 题 (每 一 个 企 望 成 为 解 题 专 家 的 人 都 应 该 到 题 海里 去 游泳 , 教 
师 进 题 海 , 正 是 避免 学 生 被 题 海 海 没 的 一 个 途径 ). 在 这 个 基础 上 ,机 
象 出 一 些 规律 性 的 结论 ,这 些 结论 不 是 也 不 应 是 点 石 成 金 的 魔杖 ,不 
是 也 不 会 是 “无 题 不 解 ”的 万 能 钥匙 ,但 应 有 一 般 性 的 指导 意义 ,具体 
应 用 中 还 很 灵验 .比如 说 ,应 用 这 些 规 律 去 指导 解 题 与 解 题 教学 , 确 
实 能 解决 一 些 见 所 未 见 的 新 题 ,确实 能 改进 一 些 千 锤 百 炼 的 成 题 , 有 
时 还 能 突破 一 些 长 期 猜想 的 悬 题 . 

这 是 一 个 总 结 和 检验 的 阶段 . 

2. 将 经 过 验证 的 规律 进行 系统 性 的 整理 与 数学 化 的 加 工 ,使 之 
成 为 一 个 兼 有 逐 辑 结构 和 数学 特征 的 理论 体系 ,我 们 强调 应 当 有 数 
学 特征 ,而 不 是 生硬 的 “逻辑 学 + 数学 例子 "或 “教育 学 + 数学 例子 "; 
同时 也 区 别 于 现 有 的 数学 方法 论 ， 

这 两 个 阶段 既 不 能 截然 分 开 , 也 不 是 一 次 完成 ,我 们 现在 所 做 的 
基本 上 是 第 一 阶段 的 基础 工作 ,还 很 幼稚 ,重要 的 只 是 ,我 们 已 经 开 
始 了 , 既 情 不 自 禁 又 欲罢不能 ， 

既然 , 解 题 与 数学 同 生 共 长 ,一 样 古老 、 一 样 迷 煌 ;既然 ,数学 早 
已 有 了 系统 完整 的 理论 大 厦 , 那 么 ,“ 数 学 解 题 学 ”的 落成 还 会 远 吗 ? 

多 少年 之 后 ,也 许 人 们 会 发 现 “ 数 学 解 题 学 "的 白天 癌 与 “数学 解 
题 学 引 论 ”的 丑小鸭 之 闻 没 有 多 少 共 同 的 地 方 , 但 这 并 不 要 紧 , 重 要 
的 是 ,白天 鸟 的 存在 美丽、 高 雅 与 楚楚 动人 . 
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第 -- 章 绪 论 


本 章 提供 解 题 理 论 研 究 的 必要 准备 ,包括 解 题 理 论 的 概念 介绍 ， 
解 题 研究 的 现状 分 析 , 解 题 资 料 的 初步 整理 , 解 题 基 本 功 的 要 素 
剖析 . 


1 一 1 解 题 与 解 题 理论 


1 一 1 一 1 题 


美国 数学 家 哈 尔 英 斯 (P.R*Halmos) 认 为 ,问题 是 数学 的 心脏 . 
他 说 :“ 数 学 究竟 是 由 什么 组 成 的 ?公理 吗 ? 定理 吗 ? 证 明 吗 ? 概 
念 ? 定义 ?理论 ?公式 ? 方法 ? 诚然 ,没有 这 些 组 成 部 分 ,数学 就 不 
存在 ,这 些 都 是 数学 的 必要 组 成 部 分 ,但 是 ,它们 中 的 任何 一 个 都 不 
是 数学 的 心脏 ,这 个 观点 是 站 得 住 脚 的 ,数学 家 存在 的 主要 理由 就 是 
解 问题 . 因此 ,数学 的 真正 的 组 成 部 分 是 问题 和 解 . ”中 

数学 的 历史 发 展 一 再 印证 了 “问题 是 数学 的 心脏 ”. 尤其 是 
1900 年 , 当 希 尔 伯 特 (DHilbert) 在 巴黎 国际 数学 家 代表 大 会 上 发 表 
《数学 问题 的 著名 演讲 之 后 ,数学 问题 更 加 成 为 激励 数学 家 推进 数 
学 发 展 的 一 种 原动力 . 希 尔 伯 特 在 他 的 演讲 中 说 :只 要 一 门 科学 分 支 
能 提出 大 量 的 问题 , 它 就 充满 着 生命 力 ;而 问题 缺乏 则 预示 着 独立 发 
展 的 衰亡 或 中 止 .正如 人 类 的 每 项 事业 都 追求 着 确定 的 目标 一 样 , 数 


@ ”P:R'Halmos. 数学 的 心脏 .数学 通报 ,1982 ,4,P.27. 
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学 研究 也 需要 自己 的 问题 9. 

有 一 个 传说 ,虽然 难以 辨 明 真 假 ,但 却 深 深 体现 了 数学 家 对 “ 问 
题 "的 偏爱 . 据说 , 希 尔 伯 特 曾经 找到 了 证 明 “ 费 马 猜想 "四 的 方法 ,但 
为 了 让 它 继续 激励 人 们 去 开拓 新 的 数学 分 支 和 创造 新 的 数学 方法 ， 
他 守 口 如 撼 , 秘 而 不 宣 . 当 他 周围 的 挚友 敦促 他 发 表 这 个 证 明 时 , 希 
尔 伯 特 深情 地 说 :… 我 们 应 当 更 加 注意 ,不 要 轻易 杀 掉 这 只 能 为 人 类 
生出 金 蛋 的 母 鸡 !” 

不 仅 对 于 数学 科学 ,而 且 对 于 学 校 数学 来 说 ,问题 也 是 它 的 心 
脏 . 波 利 亚 强 调 指 出 :“ 中 学 数学 教学 首要 的 任务 就 是 加 强 解 题 训 
练 . ”他 有 一 句 名 言 :“ 掌 所 数学 就 是 意味 着 善于 解 题 .” 

本 世纪 70 年 代 , 美 国 数学 指导 委员 会 也 曾 提出 过 :“ 学 习 数 学 的 
主要 目的 在 于 解 题 .”1980 年 4 月 ,美国 数学 教师 协会 公布 了 一 份 文 
件 ,叫做 《关于 行动 的 议程 》, 明 确 提出 “必须 把 问题 解决 作为 80 年 代 
中 学 数学 的 核心 ”“ 数 学 课程 应 当 围绕 着 问题 解决 来 组 织 ”,“ 数 学 教 
师 应 当 创造 一 种 使 问题 解决 得 以 莲 勃 发 展 的 课堂 环境 ”90 年 代 以 
来 ,问题 解决 仍然 是 美国 数学 教育 的 中 心 . 

力求 提高 解 题 教学 在 数学 教学 中 的 作用 已 经 是 现代 数学 教学 理 
论 的 一 个 特点 .现代 兴起 的 “问题 教学 法 ”“ 研 究 法 “发现 法 ”“ 试 
错 法 "等 教学 法 ,都 明显 地 突出 了 解 题 教 学 在 数学 教学 中 的 地 位 . 

那么 ,什么 是 数学 中 的 问题 呢 ? 

波 利 亚 在 《数学 的 发 现 ) 中 将 问题 理解 为 : 有 意识 地 寻求 某 一 适 
当 的 行动 ,以 便 达到 一 个 被 清楚 地 意识 到 但 又 不 能 立即 达到 的 目的 . 


@@ 转 引 自 邓 东 拒 等 .数学 与 文化 ,北京 大 学 出 版 社 .1990 年 5 月 第 1 版 ， 
P*191, 李 文 林 、 圳 向 东 译 . 

@ 费 马 猜想 是 ;n>>2 时 ,方程 xz” + y' = zr" 无 正 整 数 解 .历经 300 多 年 后 
已 为 美国 普林斯顿 大 学 威 尔 斯 (A*Wiles) 教 授 于 最 近 解 决 . 

图 见 参考 文献 [28] 第 利 亚 .数学 的 发 现 ,序言 . 
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解决 问题 指 的 是 寻找 这 种 活动 中. 

威 克 尔格 伦 在 《怎样 解 题 》 中 说 :我 们 考虑 的 所 有 形式 的 问题 都 
可 以 认为 由 三 类 信息 组 成 : 关于 已 知 条 件 的 信息 (已 知 表 达 式 ); 关 
于 运算 的 信息 ,这 些 运算 从 一 个 或 多 个 表达 式 推 导出 一 个 或 多 个 新 
的 表达 式 ; 以 及 关于 目标 的 信息 (目标 表达 式 )@. 

三 轮 辰 郎 在 “问题 解决 能 力 的 育成 "中 认为 : 问题 是 指 那些 对 于 
解答 者 来 说 还 没有 具备 直接 的 解决 办 法 ,对 于 解答 者 构成 认 知 上 的 
挑战 这 样 一 种 局 面 @. 

1988 年 召开 的 第 六 届 国 际 数 学 教育 大 会 的 一 份 报告 指出 :“-- 
个 (数学 ) 问 题 是 一 个 对 人 具有 智力 挑战 特征 的 ,没有 现成 的 直接 方 
法 .程序 或 算法 的 未 解决 的 情境 .” 

还 可 以 列 出 一 些 提 法 @@@ ,但 是 ,不 管 有 多 少 种 不 同 的 灸 述 ,都 
离 不 开 这 样 一 个 本 质 : 问题 反映 了 现 有 水 平 与 客观 需要 的 矛盾 , 问 
题 就 是 矛盾 . 对 于 学 生 而 言 ,问题 有 三 个 特征 ; 

(1) 接受 性 : 学 生 愿意 解决 并 且 具 有 解决 它 的 知识 基础 和 能 力 
基础 . 

(2) 障碍 性 : 学 生 不 能 直接 看 出 它 的 解法 和 答案 ,而 必须 经 过 
思考 才能 解决 . 

(3) 探究 性 : 学 生 不 能 按照 现成 的 公式 或 常规 的 套路 去 解 , 需 
要 进行 探索 和 研究 ,寻找 新 的 处 理 方法 ， 

例如 , 解 方程 : 

zz2-3z+2=0; 中 


见 第 一 卷 第 二 部 分 第 五 章 ,问题 ,P.164. 

见 参考 文献 [31] 威 克 尔 格 伦 .怎样 解 题 ,P.10, 什 么 是 问题 . 

转 引 自 刘 学 质 .问题 解决 在 美国 和 日 本 .数学 教学 ,1993,2,P.17. 
余 致 甫 主编 . 数学 教育 学 概论 ,P.219. 

参考 文献 [19] 张 莫 宙 等 .数学 教育 学 ,P.225. 

本 书 $84-1-1， 
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xz3 -3zz+2z= 0; 四 
zZ3 一 3z2+2zr = 1 全 

对 于 初 一 学 生来 说 ,这 三 个 方程 都 是 问题 ,因为 他 们 只 学 过 一 -元 
一 次 方程 的 解法 .对 于 初 二 学 生来 说 ,他 们 已 经 学 了 一 元 二 次 方程 的 
解法 ,方程 中 不 成 为 问题 ;方程 人 由 于 提取 出 z 之 后 才能 化 为 常规 
的 一 元 二 次 方程 ,因而 对 一 部 分 学 生 将 成 为 问题 , 而 对 另 一 部 分 学 生 
并 不 成 为 问题 ;但 一 元 三 次 方程 四 对 所 有 初中 生 都 是 问题 . 

数学 教学 中 的 问题 也 叫做 题 ,可 以 分 为 练习 型 与 研究 型 两 类 . 
(习题 的 分 类 见 第 七 章 ) 

练习 型 的 题 具 有 教学 性 , 它 的 结论 为 数学 家 或 教师 所 已 知 ,其 之 
所 以 成 为 间 题 仅 相 对 于 教学 或 学 生 而 言 ,包括 一 个 待 计算 的 管 案 、 一 
个 待 证 明 的 结论 .一 个 待 作出 的 图 形 一 个 待 判断 的 命题 、 一 个 待 解 
决 的 实际 问题 等 . 其 中 既 有 学 生 所 做 的 作业 ,又 有 教师 所 讲 的 概念 
和 定理 .本 书 中 近 600 道 例题 习题 均 属 此 列 . 

研究 型 的 题 具 有 学 术 性 , 它 的 结论 对 于 数学 和 数学 家 都 是 未 知 
的 ,其 中 既 有 数学 自身 理论 发 展 的 认 知 题 , 又 有 应 用 数学 理论 解决 实 
际 问题 的 应 用 题 .本 书 末 附 有 30 道 供 研究 的 初等 数学 问题 . 

把 两 种 类 型 都 包括 进去 ,是 “ 题 " 的 广义 含义 ;只 考虑 其 中 一 种 类 
型 ,是 “ 题 " 的 狭义 理解 . 在 教学 中 基本 上 都 是 练习 型 的 题 ,而 在 科研 
中 则 不 承认 已 经 解决 的 课题 仍 为 问题 .本 书 的 讨论 出 于 教学 目的 , 当 
然 主要 考虑 练习 型 的 题目 , 且 常 限于 初等 数学 的 范围 .但 是 ,由 于 学 
生 解 决 练习 型 题目 的 过 程 与 数学 家 解决 研究 型 题目 的 过 程 是 类 似 的 
(当然 在 创造 与 发 现 的 层次 上 有 区 别 ) ,所 以 ,我 们 的 研究 有 时 也 不 拘 
泥 于 “ 题 "的 狭义 理解 .事实 上 ,我 们 的 初衷 正 是 : 通过 练习 型 例题 的 
过 程 分 析 ,去 探索 研究 型 课题 的 解决 规律 ,去 获得 解决 研究 型 课题 的 
能 力 . 

无 论 对 题 作 何 种 意义 的 认识 ,都 应 该 把 概念 的 抽象 概括 .定理 的 
发 现 证 明 、 数 学 的 实际 应 用 等 ,纳入 “ 题 "的 固有 范围 . 
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1 一 1 一 2 解 题 


解 题 就 是 "解决 问题 ", 即 求 出 问题 的 答案 . 这 个 答案 在 数学 上 也 
叫做 “ 解 " ,所 以 , 解 题 也 就 是 求 出 题 的 解 . 小 至 一 个 学 生 算出 作业 的 
答案 一 个 教师 讲 完 定理 的 证 明 , 大 至 一 个 数学 课题 得 出 肯定 或 否定 
的 结论 .一 个 数学 技术 用 于 工农 业 实际 部 门 产 生 良 好 效益 ,都 叫做 
解 题 . 

我 们 说 过 , 波 利 亚 有 一 句 脸 炙 人 口 的 名 言 :“ 掌 握 数 学 就 是 意味 
着 善于 解 题 " ,在 这 里 ,“ 解 题 " 近 于 “掌握 数 学 ”的 同 义 语 了 .确实 , 数 
学 工作 者 每 日 每 时 都 离 不 开 解 题 . 

解 题 是 数学 工作 者 数学 活动 的 基本 形式 ; 

解 题 是 数学 工作 者 数学 活动 的 主要 内 容 ; 

解 题 是 数学 工作 者 的 一 个 存在 目的 ; 

解 题 是 数学 工作 者 的 一 个 兴奋 中 心 . 

需要 提出 的 是 ,现代 兴起 的 “问题 解决 "(Problem solving) 比 传统 
意义 上 的 " 解 题 " 有 了 很 大 的 发 展 .传统 意义 的 “ 解 题 "注重 结果 注重 
答案 ,而 现代 意义 的 “问题 解决 " 则 更 注重 解决 问题 的 过 程 .策略 以 及 
思维 的 方法 . 

一 个 学 生 拿 到 一 道 习 题 之 后 ,通过 翻 看 习题 集 的 答案 得 到 了 解 
决 ,当然 这 个 答案 是 正确 的 ,但 能 否认 为 他 解决 了 问题 呢 ?” 从 “问题 
解决 "的 观点 看 来 ,回答 是 否定 的 .同样 ,一 个 教师 讲解 一 条 几何 定理 
时 ,没有 任何 知识 的 发 生 过 程 ,小 黑板 一 挂 ,辅助 线 作 好 了 ,证 明和 盘 
托 出 了 ,也 是 一 个 不 成 功 的 “ 解 题 ”. 

“问题 解决 有 不 同 的 解释 ,比较 典型 的 观点 可 归纳 为 4 种 ， 

1. 问题 解决 是 心理 活动 

指 的 是 人 们 在 日 常生 活 和 社会 实践 中 ,面临 新 情境 .新 课题 ,发 
现 它 与 主客 观 需 要 的 矛盾 而 自己 却 没有 现成 对 策 时 ,所 引起 的 寻求 
处 理 办 法 的 一 种 活动 . 

2. 问题 解决 是 一 个 过 程 
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美国 全 国 数学 管理 者 大 会 (NCSM) 在 《21 世纪 的 数学 基础 》 
(1988) 中 ,把 “问题 解决 "定义 为 “将 先前 已 获得 的 知识 用 于 新 的 不 
熟悉 的 情境 的 过 程 ”. 这 就 是 说 ,问题 解决 是 一 个 发 现 的 过 程 .探索 的 
过 程 .创新 的 过 程 . 

3. 问题 解决 是 一 个 目的 

美国 全 国 数学 管理 者 大 会 (NCSM) 在 《21 世纪 的 数学 基础 》 中 
认为 ;学 习 数学 的 主要 目的 在 于 问题 解决 因而, 学习 怎 样 解决 问 
题 就 成 为 学 习 数 学 的 根本 原因 . 此 时 ,问题 解决 就 独立 于 特殊 的 问 
题 ,独立 于 一 般 过 程 或 方法 ,也 独立 于 数学 的 具体 内 容 . 

4. 问题 解决 是 一 种 能 力 

即 那 种 把 数学 用 之 于 各 种 情况 的 能 力 . 美国 全 国 数学 管理 者 大 
会 (NCSM) 把 解决 问题 的 能 力 列 为 10 项 基本 技能 之 首 .重视 问题 解 
决 能 力 的 培养 .发 展 问题 解决 的 能 力 , 其 自 的 之 一 是 ,在 这 个 充满 疑 
问 、 有 时 连 问 题 和 答案 都 是 不 确定 的 世界 里 ,学 习 生 存 的 本 领 ， 

上 述 各 种 看 法 ,在 形式 上 似乎 并 不 一 致 ,但 它们 有 本 质 上 的 共同 
点 , 即 在 教学 中 为 学 生 提供 了 一 个 发 现 、 创 新 的 环境 与 机 会 ,为 教师 
提供 了 一 条 培养 学 生 解 题 能 力 .自控 能 力 和 应 用 数学 知识 能 力 的 有 
效 途径 . 


1 一 1 一 3 ”和解 题 理论 


传统 意义 上 的 解 题 ,把 “ 题 "作为 考察 的 对 象 ,把 “ 解 " 作 为 研究 的 
目的 .在 很 多 情况 下 ,对 “ 题 "的 关心 ,对 “ 解 ”的 追求 ,超过 对 “ 解 题 "本 
身 的 注意 . 那些 精明 的 数学 成 果 所 告诉 我 们 的 只 是 :“ 应 用 了 什么 数 
学 方法 ”, “得 到 了 什么 数学 结论 ”. 而 我 们 困惑 的 却 是 : “怎样 应 用 数 
学 方法 ”, “如何 发 现 数学 结论 ” 

本 书 认为 , 解 题 理论 研究 的 对 象 是 “ 解 题 ”, 它 的 基本 任务 是 研究 
解 题 规律 ,回答 “怎样 学 会 解 题 ”, 基本 方法 是 “分 析 解 题 过 程 ”. 所 以 ， 
本 书 所 理解 的 数学 解 题 学 是 ,通过 解 题 过 程 的 分 析 去 探索 怎样 学 会 
解 题 的 一 门 学 问 . 本 书 将 讨论 解 题 观点 、 解 题 过 程 , 解 题 方法 , 解 题 策 
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赂 .习题 理论 等 专题 .其 中 ,将 体现 系统 方法 论 的 思想 ,并 进行 解 题 坐 
标 系 的 探索 . 

为 了 方便 ,我 们 先 对 本 书 的 基本 名 词 予 以 集中 描述 . 

1. 解 题 思想 

指 解 题 者 意识 里 的 解 题 根据 和 解 题 方法 .作为 方法 , 它 是 最 高 层 
次 的 解 题 方法 . 解 题 思想 与 知识 的 不 同 之 处 在 于 : 解 题 思想 是 解 题 
开始 的 思想 ,知识 则 是 解 题 终端 的 思想 . 

2. 解 题 观 点 

是 指 对 “怎样 解 题 "“ 为 什么 这 样 解 题 ” 的 整体 认识 . 它 既 是 数学 
思想 在 解 题 实践 中 的 应 用 ,又 是 教学 思想 在 解 题 教学 中 的 体现 . 

3. 解 题目 的 

本 书 指 解 题 教学 的 目的 (参见 $2-4). 

4. 解 题 过 程 

指 入 们 寻找 问题 解答 的 活动 . 它 通常 包括 从 拿 到 题目 到 完全 解 
出 的 所 有 环节 与 每 一 步骤 (参见 第 三 章 ). 

5. 解 题 程序 

经 过 规范 化 而 成 为 可 操作 的 解 题 过 程 , 称 为 解 题 程序 . 它 是 解 题 
思想 的 最 终 形式 ,也 是 思想 与 动作 的 连接 点 (参见 第 三 章 ). 

6. 解 题 坐 标 系 

这 是 建立 数学 解 题 理论 的 一 个 模型 ,反映 了 数学 化 研究 解 题 的 
一 个 愿望 (参见 $4 一 2). 

7. 解 题 技巧 

解决 个 别 具 体 数学 问题 的 手段 ,途径 叫做 解 题 技巧 . 

8. 解 题 方法 

解 题 适应 面 较 宽 ,可 反复 运用 的 解 题 技巧 叫做 解 题 方法 . 

9. 解 题 原则 

几乎 对 一 切 问题 都 适用 的 解 题 方法 叫做 解 题 原则 .就 整个 解 题 
过 程 来 说 , 它 介 于 解 题 思想 与 解 题 方法 之 间 ( 参 见 $2-2-3, $4-1 
-2,84-2—2). 
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10. 解 题 策略 

为 了 实现 解 题目 标 而 采取 的 指导 方针 , 它 体现 了 选择 的 机 智 与 
组 合 的 艺术 ,与 解 题 原则 属于 同一 层次 (参见 第 六 章 )， 

有 了 这 些 基本 名 词 ,我 们 可 以 描绘 出 本 书 解 题 理 论 的 初步 框架 
与 核心 内 容 . 


我 们 的 解 题 理论 ,就 是 要 和 弄 清 解 题 过 程 ,使 得 整个 流程 成 为 一 个 
有 序 并 尽量 可 控 的 系统 . 


1 一 2 解 题 研究 的 现状 分 析 


解 题 是 初等 数学 中 一 个 极 有 生命 力 、 极 富 独 创 性 和 充满 诗 情 画 
意 的 工作 .因此 ,数学 解 题 的 研究 从 来 就 是 一 个 十 分 激动 人 心 的 课 
题 .从 基层 工作 者 到 前 沿 数学 家 都 情不自禁 地 参与 其 中 .尽管 许多 育 
目的 、 重 复 性 的 工作 能 否 称 为 研究 很 值得 怀疑 ,但 依然 表现 出 健康 的 
主流 . 
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- 1-2-1 解 题 研究 的 健康 主流 


主要 表现 为 7 个 方面 : 

1. 数学 方法 论 的 理论 研究 受到 了 重视 ,得 到 了 发 展 

1980 年 出 版 的 《中 学 数学 教材 教 法 了 总 论 ) 在 指出 “一 些 基 本 的 
数学 思想 和 数学 方法 "也 是 “基本 知识 "时 ,批评 说 :“ 中 学 数学 内 容 中 
的 这 些 基 本 方法 历来 没有 受到 足够 的 重视 ,甚至 连 基本 的 总 结 也 做 
得 很 不 够 ……" 中 这 些 权威 教学 法 专家 们 的 意见 ,基本 上 反映 了 1980 
年 以 前 的 情况 . 

但 是 ,进入 80 年 代 之 后 ,情况 有 了 很 大 的 改变 .特别 是 在 徐 利 治 
教授 的 倡导 下 ,数学 方法 论 的 研究 已 经 形成 了 一 个 影响 全 国 的 气候 . 
郑 笋 信教 授 在 《数学 方法 论 ) 一 书 中 有 一 段 意味 深长 的 开头 :“ 数 学 方 
法 论 " 现 今 对 于 我 国 数学 界 特别 是 数学 教育 界 已 不 是 一 个 陌生 的 名 
称 ;然而 ,大 多 数 人 却 未 必 知 道 ,这 只 是 一 个 在 中 国学 术 界 得 到 广泛 
应 用 的 名 词 , 或 者 说 ,这 在 很 大 程度 上 即 是 一 个 由 我 国学 者 首先 加 以 
应 用 的 名 词 .从 有 关 材 料 看 , 徐 利 治 教 授 在 1980 年 出 版 的 《 浅 谈 数学 
方法 论 》 中 首先 采用 了 这 样 一 个 名 词 …… 外 

如 今 , 数 学 方法 论 的 研究 已 经 得 到 了 很 大 的 发 展 , 既 诞生 有 高 层 
次 的 专著 ,更 出 现 大 批 普及 型 的 书籍 与 文章 .数学 方法 论 或 中 学 数学 
方法 论 已 经 成 为 师范 院 校 研究 生 、 本 科 生 、 专 科 生 和 教师 进修 的 一 门 
时 器 课程 ,同时 也 成 为 中 国学 者 在 世界 同行 中 引 以 自豪 的 一 个 学 术 
特色 . 

2. 波 利 亚 学 说 的 研究 和 传播 

波 利 亚 的 《怎样 解 题 》, 早 在 40 年 代 就 曾 有 过 中 译本 ( 周 佐 严 译 ， 
中 华 书局 出 版 ). 60 年 代 初 叶 , 我 国 曾 有 人 翻译 《数学 的 发 现 》, 但 由 


参考 文献 [17]P.16. 
参 


@@ 见 
@， 见 参考 文献 [2]P.1. 
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于 种 种 原因 未 能 完成 中 . 现在, 波 利 亚 的 名 著 《 怎 样 解 题 》(1945 年 )、 
《数学 与 似 真 推理 》(1954 年 ) 《数学 的 发 现 》(1962 年 ) 等 已 经 翻译 发 
行 @. 其 中 的 解 题 观点 正在 成 为 许多 同行 研究 解 题 的 指导 思想 ;国内 
一 些 学 者 还 召开 了 波 利 亚 数学 思想 的 讨论 会 ;关于 波 利 亚 解 题 观 的 
研究 正在 深 和 人 ;一 批 波 利 亚 型 的 数学 工作 者 在 成 长 .所 有 这 一 切 ,使 
得 数学 解 题 的 研究 ,摆脱 了 就 题 论题 的 狭窄 天 地 ,进入 到 规律 探索 的 
较 高 层次 . 

3. 数学 奥林匹克 的 异军突起 

数学 竞赛 也 是 一 种 解 题 竞赛 . 这 种 活动 的 开展 -一 方面 为 初等 数 
学 源源 输入 具有 大 学 性 质 的 .体现 现代 数学 的 思维 方式 , 另 一 方面 又 
调动 和 活化 了 初等 数学 潜在 的 方法 与 技巧 . 这 两 方面 的 结合 ,就 为 解 
题 研 究 输 入 了 新 鲜 的 血液 . 

数学 竞赛 里 充满 着 眼花 纺 乱 的 “技巧 :构造 .映射 . 递 推 . 区 分 、 
染色 极端 对称 、 配 对、 特殊 化 一般 化 数字 化 、 有 序 化 ,不 变量 、 整 
体 处 理 .变换 还 原 .逐步 调整 .奇偶 分 析 .优化 假设 .计算 两 次 .辅助 图 
表 …… 值 得 注意 的 是 ,这 些 “ 技 巧 " 不 是 各 别 孤 立 的 一 招 一 式 或 妙 
手 偶 得 的 雕 虫 小 技 , 而 是 一 种 高 思维 层次 、 高 智力 水 平 的 策略 思想 . 
这 一 切 , 又 为 解 题 研究 提供 了 新 鲜 而 丰富 的 素材 . 

数学 竞赛 所 造就 的 教练 员 队 伍 , 除 个 别 为 徒 有 叫 名 之 外 ,其 主力 
全 是 出 类 拔 茶 的 解 题 专 家 或 炉火纯青 的 技巧 大 师 ,这 是 解 题 研 究 的 
一 支 生 力 军 . 

就 是 说 ,数学 竞赛 的 内 容 、 方 法 和 队伍 正 以 排山倒海 之 势 推动 解 
题 研究 的 发 展 (也 推动 初等 数学 研究 的 发 展 ). 中 国 中 学 生 在 国际 数 
学 奥林匹克 (IMO) 中 的 成 绩 与 优势 ,从 一 个 侧面 反映 了 我 国 解 题 研 


Q” 江 泽 涵 .关于 波 利 亚 的 《怎样 解 题 》 和 《数学 的 发 展 ) 的 … 些 往事 . 中 学 
数学 教学 ( 皖 ),1983,2,P.4. 

@ 见 参考 文献 [27]、[28]、[29]. 

@ 见 参 考 文献 [45] 罗 增 侨 等 .数学 竞赛 教程 , $26,P.197. 
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究 的 兴旺 发 达 . 

4. 数学 解 题 的 研究 正 与 思维 科学 的 成 果 相 结合 

数学 思维 问题 是 数学 教育 的 核心 问题 .斯 托 利 亚 尔 在 《数学 教育 
学 》 一 书 中 指出 : 数学 教学 是 数学 (思维 ) 活 动 的 教学 . 他 在 列举 数学 
教育 目的 时 ,把 发 展 学 生 的 数学 思维 放 在 第 一 位 中 . 

由 于 钱学森 教授 的 大 力 倡导 ， 思 维 科学 "在 我 国 已 经 发 展 为 一 
门 独立 的 学 科 , 它 给 数学 思维 的 研究 提供 了 方向 性 的 启示 . 近年 来 ， 
关于 数学 思维 的 模式 数学 非 逻 辑 思 维 (包括 形象 思维 、 直 沉思 维 )， 
数学 思维 的 指向 性 (如 定向 思维 、 逆 向 思维 、 收 敛 思 维 \ 发 散 思 维 等 )， 
数学 思维 品质 的 培养 (如 广阔 性 ,深刻 性 、 灵 活性 、 敏 捷 性 ,批判 性 . 创 
造 性 等 ) 等 方面 的 研究 ,正在 揭示 数学 发 现 的 秘密 ,同时 ,也 为 解 题 能 
力 的 提高 指明 了 途径 .这 不 仅 深化 了 数学 解 题 的 研究 ,而 且 也 促进 了 
解 题 教 学 的 发 展 . 

5. 解 题 研究 的 层次 已 经 深入 到 策略 思想 的 高 度 

我 国 的 数学 解 题 研究 终于 从 一 招 一 式 的 归 类 中 摆脱 出 来 , 解 题 
教学 中 的 策略 意识 已 经 受到 了 重视 ,也 提出 了 许多 解 题 策略 . 在 戴 再 
平 著 《 数 学 习题 理论 》@ 中 列举 了 8 条 ,在 任 樟 辉 的 《数学 思维 论 》@ 里 
又 列举 了 10 条 .有 些 策略 思想 ,如 化 归 、RMI 原理 .以 退 求 进 、. 正 难 
则 反 等 还 讨论 得 很 深入 、 很 细致 ,也 很 有 数学 特征 , 而 不 仅仅 是 “逻辑 
+ 数学 例子 ”. 

6. 初等 数学 学 术 研 究 形成 高 潮 

以 初等 数学 为 基本 内 容 的 中 国 解 题 研究 ,从 80 年 代 起 ,逐渐 把 
初等 数学 的 学 术 研 究 推 向 高 潮 ,1991 年 8 月 在 天 津 召 开 了 首届 全 国 
初等 数学 学 术 交 流 会 是 一 个 重要 的 标志 .之 后 ,若干 省 市 相继 成 立 了 
初等 数学 研究 会 ,多 家 刊物 开辟 了 初等 数学 研究 新 成 果 专 栏 , 多 本 初 


@ 见 参考 文献 [18]P.28. 
@@ 参考 文献 [11]. 
@ ”参考 文献 [26]. 
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等 数学 研究 著作 陆续 出 版 由 . 研究 初等 数学 已 经 成 为 许多 数学 家 和 
数学 教育 家 共同 关心 的 一 大 课题 . 目前 这 种 研究 主要 集中 在 3 个 方 
面 .其 一 是 继续 搜寻 初等 数学 的 新 结论 ,为 初等 数学 的 理论 宝库 增添 
新 的 财富 ;其 二 是 阐发 现代 数学 与 初等 数学 的 联系 ,为 现代 数学 的 发 
展 提供 深刻 的 背景 ;其 三 是 既 作为 解 题 理 论 提炼 的 基本 素材 ,又 作为 
解 题 理论 检测 的 实验 园地 . 这 三 方面 的 工作 ,使 得 解 题 理 论 研 究 不 再 
是 一 株 只 开花 不 结果 的 绿 树 . 

7. 解 题 学 派 初步 形成 

方法 研究 .竞赛 研究 .高考 研究 .思维 研究 . 教 法 研究 等 各 路 大 军 
都 在 ` 解 题 的 结合 点 上 汇聚 ,组 成 一 支 浩 洗 葛 苏 的 解 题 研究 实干 家 
群体 ,这 是 解 题 研究 的 一 个 极为 壮观 的 成 果 . 各 路 大 军 各 有 自己 的 目 
的 和 方向 ,但 都 离 不 开 解 题 活动 . 这 就 为 解 题 研究 带 来 了 多 角度 、 多 
层次 的 贡献 ,同时 也 为 解 题 研究 带 去 了 多 角度 多 层次 的 应 用 ,使 得 
解 题 研究 更 加 五 彩 缤纷 ,充满 朝气 与 活力 . 


1-2-2 解 题 研究 的 存在 问题 


解 题 研究 中 的 主要 问题 是 还 存在 着 一 些 片面 的 认识 与 盲目 的 实 
践 .我 们 指出 4 点 . 

1. 取消 论 

认为 随 着 数学 内 容 的 学 习 , 数 学 知识 的 丰富 , 解 题 方法 可 以 自然 
而 然 地 掌握 , 解 题 能 力 可 以 自然 而 然 地 产生 . 解 题 的 理论 研究 纯 属 多 


@ ”比较 重要 的 有 下 述 5 种 : 

[ 菇 杨 世 明 主 编 .中 国 初 等 数学 研究 文集 .河南 教育 出 版 社 ,1992 年 . 

2j 李 炯 生 、 黄 国 勋 主编 . 中 国 初等 数学 研究 . 科学 技术 文献 出 版 社 ， 
1991 年 . 

[3] 杨 学 枝 、 林 章 衍 主 编 . 福建 省 初等 数学 研究 文集 .福建 教育 出 版 社 , 1993 
年 . 

[4] 杨 之 .初等 数学 研究 的 问题 与 课题 . 湖南 教育 出 版 社 ,1993 年 . 

[51 陈 计 、 叶 中 豪 主 编 .初等 数学 前 沿 .江苏 教育 出 版 社 ,1996 年 . 
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余 的 标新立异 . 一些 连 中 学 教材 的 习题 都 不 能 独立 完成 的 空头 理论 
家 ,更 为 这 种 观点 提供 了 口 实 .而 来 自学 生 的 情况 却 是 ,许多 人 学 了 
课本 内 容 不 会 解 题 ,还 有 的 人 解 了 许多 题 却说 不 清 思路 .教师 中 也 有 
类 似 情况 . 

解 题 理论 须 以 解 题 实践 为 基础 ,但 是 ,再 丰富 的 经 验 也 无 法 代替 
理论 ,并 且 ,缺乏 正确 理论 指导 的 实践 常会 流 于 盲目 . 

2. 研究 的 误区 

解 题 研究 存在 一 些 误区 ,首先 一 个 表现 是 ,用 现成 的 例子 说 明 现 
成 的 观点 ,或 用 现成 的 观点 解释 现成 的 例子 .其 次 一 个 表现 是 ,长 其 
徘徊 在 一 招 一 式 的 归 类 上 ,缺少 观点 上 的 提高 或 实质 性 的 突破 .第 三 
个 表现 是 ,多 研究 “怎样 解 ”, 较 少 问 “为 什么 这 样 解 ”. 因 此 ,尽管 有 丰 
富 的 解 题 资 料 , 却 始终 未 上 升 为 系统 的 解 题 理论 . 

在 这 些 误 区 里 ， 著 书 而 不 立 说 撰文 而 不 立论 ”我 们 还 看 到 ,有 
些 传统 题目 十 几 年 乃至 几 十 年 无 任何 改进 ,从 这 本 杂志 抄 到 那 本 杂 
志 , 从 老 的 资料 抄 到 新 的 “编著 ”. 在 局 部 上 , 既 有 流行 的 错误 变 成 了 
“ 佳 题 巧 解 ”《 如 例 1 一 1, 例 1 一 2), 又 有 正确 的 解法 屡 遭 更正”( 如 例 
1 一 3). 至 于 “ 凡 偶 函数 都 没有 反 函 数 "“ 方 程 存在 域 扩大 是 方程 增 根 
的 必要 条 件 “空间 中 ,一 个 角 的 度数 大 于 它 在 任 一 平面 上 的 垂直 投 
影 角 的 度数 等 错误 ,在 中 学 校园 里 更 像 瘤 症 一 样 顽 固 . 


例 1-1 已 知 (>-z)-4(z-y)(y->z)=0, 求 证 zy,z 成 
等 差 数列 . 
[1979 年 数学 高 考题 ] 


讲解 ” 自 1979 年 以 来 ,有 10 年 的 时 间 , 人 们 一 直 认 为 构造 方程 
(x—y)t +(z—- x)t+(y~z)=0 
是 好 主意 ,可 就 不 知道 构造 方程 0 


OD ”其 心理 障碍 是 潜在 假设 判别 式 6? 一 4ac 对 应 惟一 的 方程 axr?+ br + c 
=0. 其实 二 次 方程 zz + bx + ac=0, Sx?+ bx + nc=0 的 判别 式 均 为 65? -4ac. 
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tf?+(z—-r)t+(r-y)(y-z)=0 
更 好 .1989 年 我 们 指出 了 后 一 解法 中 ,可 至 今 仍 有 报刊 把 麻烦 的 前 一 
处 理 称 为 “ 巧 解 ”参见 例 3 一 10,P.131). 
例 1-2 在 实数 范围 内 解 方程 


11z2-6 /7xr+6 
7-12z2 VN 12zr+1l 
[数学 通报 》1979 年 12 月 号 问题 26] 
讲解 ”有 的 解法 认为 “方程 两 边 的 函数 互 为 反 函 数 ,因而 交点 在 
y= 二 7 上 ”. 其实, 这 是 一 个 流行 的 误解 ,虽然 早 有 文章 指出 原理 的 错 
误 , 而 至 今 仍 有 报刊 不 断 重 复 同样 的 玖 忽 ( 参 见 例 6 一 55,P.397). 
例 1-3 求 7? -27sin 3 +1=0 的 所 有 实数 根 . 
[1956 年 北京 数学 竞赛 题 ] 
讲解 ” 有 这 样 的 解法 : 设 z 为 实数 , 则 所 给 二 次 方程 之 判别 式 
应 大 于 或 等 于 0 


2 
(2sin 俊 ) -4>0， 


即 (sn 至 ) =1. 
因为 x 为 实数 , 故 
(am 至 ) <1. 
比较 以 上 两 式 , 即 知 


2 
从 而 sin 3 = 士 1， 
分 别 代 人 原 式 ,有 


中 写 进 《高 三 数学 解 题 能 力 强化 训练 陕西 师范 大 学 数学 教育 研究 室 主 
编 ) ,陕西 教育 出 版 社 ,1990 年 12 月 第 1 版 ,P.124. 
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sin > 一 一 |. 


Tz*-2r+1=0, x+2z+1=0， 
| 
sin 3 = 1, 

得 ri=1l,zz= 一 1 为 所 求 的 实数 根 . 口 D 

本 来 ,这 种 解法 既 精 巧 又 合理 ,但 是 ,40 年 来 ,已 经 反 反 复 复 有 
大 批 “读者 来 信 ”, 在 多 家 刊物 上 提出 “更 正 ”. 理由 是 “ 原 方程 根本 就 
不 是 二 次 方程 ”, 不 能 用 判别 式 .更 有 其 者 ,认为 只 能 用 配方 法 求解 ， 
这 就 把 判别 式 与 配方 法 对 立 了 起 来 ,不 知道 或 不 承认 “判别 式 " 是 “ 配 
方法 的 结果 "四 (参见 8$5-2 一 1). 

对 例 6 一 26(P.370) 千 篇 一 律 的 “ 退 ”, 其 实 也 是 误区 , 进 比 退 好 ! 

3. 考试 目的 

将 解 题 的 研究 归结 为 应 付 升 学 的 考查 , 解 题 的 规律 被 简单 化 为 
“对 题 型 套 解法 ” ,由 此 产生 育 目 的 “ 题 海 战术 ”、“ 习 题 效应 ”和 人 解 题 
教学 新 八股 (图 1 -2): 


| 


做 模拟 试题 
教 得 分 方法 | 


! 汉 渗 营 壬 | 


[ER 


由。 本 书 用 口 表 示 证 毕 . 解 完 ,但 不 表明 对 整个 题目 的 分 析 、 解 释 .评析 也 
结束 . 比如 本 例 中 的 讲解 还 在 继续 进行 . 

@ 拙 著 《 高 中 数学 奥林匹克 系列 教材 }( 第 一 册 )P.8 例 11 有 例 1- 3 解法 
正确 性 的 浅显 说 明 . 要 害 是 须 明白 ,此 处 的 判别 式 用 了 必要 性 ,还 要 再 验证 充分 
性 .充分 性 .必要 性 都 做 了 就 是 正确 的 . 
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这 种 模式 ,将 智力 开发 等 同 于 技艺 训练 ,以 考试 为 瞄准 目标 , 以 
猜 题 . 押 题 为 主要 手段 ,以 做 模拟 题 所 带 来 的 偶然 因素 去 代替 数学 素 
质 的 提高 ,即使 获得 了 高 分 也 扼杀 了 能 力 . 其 大 运动 量 强 化 训练 的 -- 
个 不 幸 后 果 是 ,使 数学 成 为 中 学 课程 中 最 令 人 生 蔷 或 最 不 得 人 心 的 
学 科 之 一 ; 另 一 个 不 幸 后 果 是 ,大 学 新 生 对 数学 学 习 的 热情 消退 ,在 
他 们 的 入 学 成 绩 中 ,强烈 兴趣 的 含量 不 高 ,叫苦 连天 的 成 分 不 低 . 

4. 理论 与 实践 的 脱节 

有 的 同行 很 会 解 题 ,也 解 了 很 多 题 ,但 没有 进行 系统 的 总 结 , 没 
下 上升 为 理论 .请 他 们 谈 谈 如 何 解 题 时 ,他 们 只 会 说 :“ 你 把 题目 拿 
来 . 另 有 的 同行 很 会 总 结 ,可 解 题 能 力 较 差 ,只 会 在 剪刀 加 粮 糊 上 下 
功夫 ,所 举 的 例子 没有 一 个 是 新 的 ,更 没有 一 个 解法 是 他 自己 的 . 方 
史 在 呼唤 实干 家 与 理论 家 的 统一 . 


1-2-3 存在 问题 的 原因 分 析 


主要 有 4 条 原因 : 

1. 解 题 研 究 缺 乏 解 题 理 论 的 指导 

正 因为 看 不 见 理论 的 强 有 力 指导 ,所 以 既 有 取消 论 , 又 有 盲 动 ; 
正 因为 缺少 理论 的 指导 ,所 以 观点 旧 、 层 次 低 . 

2. 初等 数学 解 题 研究 缺乏 高 等 数学 的 指导 

“高 等 数学 的 思想 与 初等 数学 的 技巧 相 结 合 " 已 经 提出 很 多 年 
了 , 波 利 亚 关 于 怎样 解 题 的 书 , 正 因 为 体现 了 “高 等 数学 问题 的 研究 
经 验 ”D, 才 写 得 那么 引人入胜 .但 在 许多 情况 下 (包括 师范 院 校 初等 
数学 研究 课 ) 这 种 结合 仍然 是 貌 合 神 离 的 两 张 皮 . 竞赛 数学 的 崛起 ， 
才 开 始 冲破 这 一 封闭 而 沉 闽 的 局 面 . 

3. 升学 压力 的 干扰 

由 于 升学 压力 ,所 以 有 解 题 研 究 的 考试 目的 ;由 于 升学 压力 , 许 
多 杂志 不 愿 或 不 敢 多 占 篇 幅 发 表 高 水 平 的 真正 理论 研究 的 文章 ;为 


人 @ 参考 文献 [27] 沙 利 亚 .数学 的 发 现 ,序言 . 
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了 保证 发 行 量 ,不 得 不 违心 地 登载 既 无 观点 又 无 新 意 的 重复 资料 . 

4. 缺少 争鸣 气氛 

真理 越 争 越 明 ,没有 争鸣 与 再 争 鸭 ,没有 批评 与 再 批评 ,只 能 导 
致 一 潭 死水 .如 果 在 数学 中 也 有 一 个 类 似 “ 文 学 评论 ”的 数学 批评 学 ， 
经 常 进行 作者 评论 ,文章 (或 书籍 ) 评 论 .动向 评论 ,那么 ,整个 研究 气 
氛 将 大 大 活泼 而 健康 起 来 . 


1 -3 解 题 资 料 的 初步 整理 


涉及 数学 解 题 或 解 题 方法 的 文章 ,书籍 是 研究 解 题 的 原始 素材 . 
这 方面 的 资料 浩如烟海 ,每 年 有 大 批 书籍 出 版 ,每 期 中 学 数学 杂志 都 
以 大 量 版 面 刊登 题解 或 解 题 .我 们 粗略 地 将 这 些 资料 分 成 6 类 . 

1. 理论 性 的 方法 研究 

这 类 著作 主要 是 从 方法 论 的 高 度 研 究 和 讨论 数学 的 发 展 规 律 ， 
数学 的 思想 方法 以 及 数学 中 的 发 现 ,发明 与 创新 法 则 .通常 理论 性 较 
强 , 层 次 也 较 高 (当然 这 一 类 资料 本 身 也 是 有 层次 的 ). 如 参考 文献 
[1]~[16]. 

2. 教学 性 的 解 题 总 结 

这 类 著作 多 从 教育 学 ,心理 学 或 思维 科学 等 角度 ,对 解 题 进行 分 
析 研 究 与 系统 总 结 , 常 带 有 提高 解 题 教学 理论 水 平 ,并 通过 解 题 培养 
能 力 ,发展 思维 的 教育 动机 . 这 类 资料 多 体现 在 教材 教 法 课程 中 解 题 
教学 部 分 ,或 以 培养 能 力 .发展 思维 为 主题 的 解 题 书刊 中 ,如 参考 文 
献 [17] 一 !26]. 

3. 规律 性 的 解 题 探索 

这 类 著作 从 数学 具体 解 题 方法 .具体 解 题 技 巧 中 提炼 出 方法 论 
的 价值 ,勇敢 探索 “怎样 想到 这 个 解法 "“ 是 什么 促使 你 这 样 想 .这 样 
做 ”的 规律 ,努力 摸 清 人 们 发 现 解法 .找到 思路 的 秘密 ,最 杰出 的 代表 
是 波 利 亚 的 世界 名 著 . 如 参考 文献 [27] 一 [36]. 

4. 技巧 性 的 解 题 指 导 
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这 类 书刊 主要 是 结合 题目 介绍 解 题 的 具体 方法 与 具体 技巧 .如 
参考 文献 [37]~[40]. 

5. 竞赛 数学 的 原始 积累 

主要 指 竞赛 题 的 解法 研究 和 辅导 讲座 . 自 1986 年 中 国 数学 会 普 
及 工作 委员 会 第 四 届 年 会 (西安 会 议 ) 之 后 ,这 方面 的 资料 如 雨 后 春 
笋 ,如 参考 文献 [41j 一 [45]. 有 识 之 士 已 经 指出 ,这 些 资料 的 长 期 积 
累 ,将 诞生 一 门 独 具 特 色 的 数学 竞赛 数学 (又 称 奥林匹克 数学 ). 

6. 资料 性 的 习题 类 编 

这 方面 的 书籍 文章 不 计 其 数 , 大 多 只 是 现成 的 例子 和 现成 的 观 
点 (个 别 的 甚至 没有 任何 观点 ). 有 的 是 解 题 集 ,有 的 是 习题 集 , 有 的 
是 专门 为 升学 服务 的 复习 资料 .在 复习 资料 中 ,有 一 部 分 是 以 高 考 为 
素材 的 解 题 研究 ,这 是 具有 中 国 特 色 的 高 考 文化 的 重要 组 成 部 分 ,其 
中 不 乏 珍 品 ; 而 另 有 一 部 分 , 则 体现 了 解 题 教学 新 八股 ,并 为 题 海战 
术 和 应 试 教育 推波助澜 . 


1-4 解 题 基本 功 


解 题 的 成 功 取决 于 多 种 因素 ,其 中 最 基本 的 有 : 解 题 的 知识 因 
素 , 解 题 的 能 力 因素 , 解 题 的 经 验 因 素 和 解 题 的 非 智力 因素 ,我 们 统 
称 为 解 题 基 本 功 . 


1-4-1 知识 结构 


人 的 思维 依赖 于 必要 的 知识 和 经 验 ,数学 知识 正 是 数学 解 题 思 
维 活动 的 出 发 点 与 凭借 . 丰富 的 知识 并 加 以 优化 的 结构 能 为 题 意 的 
本 质 理解 与 思路 的 迅速 寻找 创造 成 功 的 条 件 . 解 题 研究 的 一 代 宗师 
波 利 亚 说 过 :“ 货 源 充 足 和 组 织 良好 的 知识 仓库 是 一 个 解 题 者 的 重要 
资本 . "每 一 个 希望 提高 解 题 效 率 的 人 ,都 必须 下 决心 , 花 大 力气 去 做 
到 下 述 3 个 基本 要 求 . 

1. 熟练 掌握 数学 基础 知识 的 体系 . 对 于 中 学 数学 解 题 来 说 ,应 
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如 数 家 珍 说 出 教材 的 概念 系统 .定理 系统 、 符 号 系统 .还 应 掌握 中 学 
数学 竞赛 涉及 的 基础 理论 . 

2. 深刻 理解 数学 概念 ,准确 掌握 数学 定理 .公式 和 法 则 . 

3. 熟悉 基本 的 逻辑 规则 和 常用 的 解 题 方法 ,积累 不 断 涌现 的 数 
学 技巧 . 

例 1-4 如 图 1-3, 在 人 ABC 的 两 边 AB 和 AC 上 向 外 作 正 方 
形 ABEF 和 ACGH , 则 边 BC 上 的 高 AD 平分 线段 FH. 


讲解 ”这 是 一 道 传统 题 ,有 不 下 10 种 解法 .如 果 我 们 站 的 观点 
较 高 , 则 立即 可 看 到 面积 相等 : 


SAABC 二 absinA 二 SAAFH: 
从 而 个 ABC 与 全 AFH 前 分 相等 中 . 又 由 于 要 证 FK = KH ,车 此 式 成 
立 , 必 有 


D 车 两 个 三 角形 可 以 分 成 两 两 对 应 全 等 的 三 角形 , 则 称 这 两 个 三 角形 为 
剖 分 相等 的 三 角形 .在 面积 理论 里 有 一 条 很 深刻 的 定理 : 面积 相等 的 三 角形 必 
是 前 分 相等 的 . 见 钱 端 壮 .几何 基础 .高 等 教育 出 版 社 ,1959 年 3 月 ,P.146. 
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SAAKF = SAAKH: 
由 此 ,诱发 我 们 去 考虑 ,把 全 ABC 分 成 两 个 等 积 的 三 角形 ,分 别 与 
和 AAKF,AAK 全 等 .因而 作 AM 交 BC 于 M ,使 


LBAM= /AFK, 

从 而 LMAC =/BAC- /BAM 
=(180° ~ LFAH)— /LAFK 
= A AHF. 

于 是 人 AFKQABAM, (SAS) 

人 AHKQACAM, (SAS) 

得 FK=AM= HK. 


命题 得 证 . 口 ] 

为 了 证 明 FK = HK ,通过 辅助 线 AM 来 过 渡 ,这 个 思路 是 比较 
隐蔽 的 ,不 熟悉 “面积 相等 必 剖 分 相等 "的 中 学 生 ,要 找到 这 个 思路 必 
多 费 周 折 ,这 说 明 ,知识 对 解 题 的 指导 作用 . 

例 1-5 有 甲 . 乙 \ 丙 三 种 货物 , 若 购 甲 3 件 . 乙 7 件 . 丙 1 件 ， 
共 需 3.15 元 ;车 购 甲 4 件 . 乙 10 件 .再 1 件 , 共 需 4.20 元 ;现在 购 
甲乙 . 丙 各 一 件 共 需 几 元 ? 


[1985 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 
讲解 ” 设 甲乙 、 丙 的 单价 分 别 为 + 元 、y 元 、z 元 , 依 题 意 ,有 
3T+7y+z=3.15, GD 
1I4xz+10y+xz=4.20. ©@ 


对 于 中 学 生 , 这 是 一 道 非常 规 的 方程 问题 ,需要 有 较 强 的 观察 、 
分 析 和 变形 能 力 .可 以 有 多 种 途径 将 其 转化 为 常规 二 元 方程 组 的 求 
解 . 
途径 1 将 原 方程 变形 为 
2(z+3y)+(r+vy+z)=3.15， 
3(z+3y)+(rz+y+z)=4.20. 
于 是 ,(x + y+ zz) 的 求 值 转化 为 消去 (x +3y). 
途径 2 视 x,y 为 主 元 素 , 将 原 方程 组 变形 为 
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3z+7y=3.13 一 >， 
4z+10y=4.20 一 >. 


T=1.05—1.5Sz, 
解 出 y=0.5z. 
从 而 X+ 之 十 xz 二 1.05( 元 ). 口 


但 是 ,如 果 有 空间 解析 几何 的 知识 ,那么 就 可 以 居高临下 看 出 ， 
人 .名 表示 了 两 个 平面 ,而 求解 则 是 确定 一 个 过 其 交 线 的 平面 ( 求 
k): TX+y+z=k. 二 
写 出 过 人 ,名 交 线 的 平面 系 
A(3z+7y+z—3.15)+yu(4r+10y+z—4.20)=0, 
即 (34+4Hp)z+(7A+10p)y+(A+A)z=3.1S14 十 4.200. 
34 十 4 三 | 
令 | 
Atp=1. 
可 解 得 A4=3,p= 一 2, 从 而 得 名 中 的 上 为 
k=3.15x3—-4.20x2=1.05. 
由 此 ,得 到 简便 解法 : 
解 中 x3-@x2 得 
Xt+y+z=3.15xX3-4.20x2=1.05. 
即 购 甲乙 两 各 1 件 共 需 1.05 元 . 口 
没有 空间 知识 作 指 导 , 要 找到 这 个 解法 并 不 轻松 ;而 有 空间 知 
识 ,一 切 都 只 不 过 是 逻辑 的 必然 。 
从 空间 知识 出 发 ,要 确定 平面 各 有 一 个 点 就 够 了 , 故 有 特殊 化 解 
令 y=0; 另 外 ,将 方程 0 .@ .@ 联 立 , 得 三 元 非 齐 线性 方程 组 有 非 
零 解 ,又 可 得 行列 式 解 法 . 
例 1-6 已 知 |a,| 是 等 比 数列 .如 果 
al+a2+as=18， 
az+a3+a4= 一 9， 


且 S=ar+az+…+an 那 么 limS。 的 值 等 于 ( ). 
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A.8 B. 16 C. 32 D. 48 
[1989 年 理科 高 考题 ] 
解法 1 由 JimS,= 了 一 知 ,只 需求 出 g 与 a1, 又 由 已 知 
1 OD 
aig(l tg+g’)= -9, © 
相 除 得 。 4= 一方. 
代 人 中 得 
18 18 
al 2 三 24. © 
l+g+g _1 1 
1- F174 
得 limS,=7 = 于 =16. 选 B， 口 
nr?o0 g 1 二 + 一 
但 由 求 和 公式 
s,= 0, 
1-4 
| al S, 站 
得 l-g 1-g"? (DD 
一 CI _ S3 
更 有 1-g 1-93， 


可 见 ,解法 1 中 求 a1 是 多 余 的 . 如果 注 意 到 ,相对 来 说 求 出 a 是 较 
繁重 的 一 步 ,那么 , 删 去 这 一 步 就 是 一 项 有 实质 意义 的 改进 . 


解法 2 由 @、.@ 相 除 ,得 4= -二 ,因而 lim S, 存在 且 


. Q1 93 18 
8 
这 几 个 例子 显示 了 知识 对 于 解 题 思 路 的 寻找 与 解 题 过 程 的 改进 
的 基础 作用 . 解 题 基本 功 的 大 小 ,首先 取决 于 知识 的 多 赛 .深浅 和 完 
善 程度 .古今 中 外 的 数学 家 无 不 以 渊博 的 知识 而 著称 ,没有 知识 谈 不 
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上 解 题 . 古 罗 马 哲 学 家 西 塞 罗 说 ;无知 是 智慧 的 黑夜 ,是 没有 月 亮 、 
没有 星星 的 黑夜 ." 原 俄国 教育 家 乌 申 斯 基 指 出 :智慧 不 是 别 的 ,而 
是 组 织 得 良好 的 知识 体系 .” 


1-4-2 思维 能 力 


解 题 能 力 ,表现 于 发 现 问题 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 敏锐 .洞察 力 
与 整体 把 握 . 其 主要 成 分 是 3 种 基本 的 数学 能 力 ( 运 算 能 力 、 钦 辑 思 
维 能 力 、 空 间 想 象 能 力 ) ,核心 是 能 否 掌握 正确 的 思维 方法 ,包括 逻辑 
思维 与 非 逻辑 思维 . 其 基本 要 求 包括 : 

1. 掌握 解 题 的 科学 程序 ; 

2. 掌握 数学 中 各 种 常用 的 思维 方法 ,如 观察 .试验 .归纳 .演绎 、 
类 比 、 分 析 、 综 合 .抽象 .概括 等 ; 

3. 掌握 解 题 的 基本 策略 ,能 “ 因 题 制 宜 ” 地 选择 对 口 的 解 题 思 
路 ,使 用 有 效 的 解 题 方法 ,调动 精明 的 解 题 技巧 ; 

4. 具有 敏锐 的 直觉 .应 该 明白 ,我 们 的 数学 解 题 活动 是 在 纵横 
交错 的 数学 关系 中 进行 的 .在 这 个 过 程 中 ,我 们 从 一 种 可 能 性 过 渡 到 
另 一 种 可 能 性 时 ,并非 对 每 一 个 数学 细节 都 洞察 无 遗 ,并非 总 能 借助 
于 “三 段 论 ”的 桥梁 ,而 是 在 短 时 间 内 腊 脂 地 插 上 幻想 的 翅膀 ,直接 飞 
翔 到 最 近 的 可 能 性 上 ,从 而 达到 对 某 种 数学 对 象 的 本 质 领 悟 . 

例 1-7 已 知 zl,z? 是 实 系数 二 次 方程 

x -2mr+m+2=0 
的 两 个 实 根 . 问 : 

(1) nm 为 何 值 时 , x) = x2? 

(2) m 为 何 值 时 ,x?+ x 有 最 小 值 ? 最 小 值 是 多 少 ? 

讲解 ”有 两 种 思维 水 平 的 处 理 . 

水 平一 ”把 问题 (1) 看 成 是 一 元 二 次 方程 判别 式 的 应 用 . 

A=(-2m): -4(m +2) 
=4(m’*—m —2) 
=4(m+1)(m -2)=0. 
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得 m1!= -1,m2=2. 

把 问题 (2) 看 成 是 韦 达 定理 与 判别 式 的 应 用 . 

?+z = (rtr2) 27r1r2 
=4m? —2(m +2) 
2 
=4(w 一 各) -4 二 

又 由 A 宇 0 得 ,m 志 一 1 或 m 宇 2. 

当 m< -1 时 ,zf+x22>4| 1 1) 4 

当 mm 之 2 时 ,zf 1 3>4(2-1) -4 二 -8 
两 相 比较 ,得 zt+ xzx 的 最 小 值 为 2. 口 

水 平 二 ”把 问题 (1 ) 看 做 求 m 的 应 用 题 ,为 了 解 这 个 应 用 题 我 
们 来 列 方程 ,为 了 寻找 方程 的 等 量 关系 , 才 用 到 一 元 二 次 方程 的 判别 
式 等 于 零 ， 

人 等 量 关系 : A(m)=0; 

人 方程 : 4m*—4(m+2)=0; 

Q@ 解 方 程 ; m= 一 1,m;=2. 

把 问题 (2) 看 做 是 函数 的 最 值 问题 ,为 了 求 函数 的 最 值 ,需要 寻 
找 函 数 关 系 和 定义 域 ,为 了 找 函数 表达 式 用 到 了 韦 达 定理 (并 非 必 
要 ) ,为 了 找 函 数 的 定义 域 ,用 到 了 方程 的 判别 式 非 负 . 

O@ 找 mm 的 函数 式 : f(m)=x?+ 3 

= (zx1+ x2) 27r1r2 
| =4m?—2m—4; 
@@ 找 函 数 的 定义 域 : 由 A=4(m -mm 一 2) 之 0, 得 
mE(-oco,-1U[2,+co). 
(3 找 最 小 值 . 
当 六 委 -1 时 ,Am ) 是 减 函数 ,有 
fim) 宕 ff(-1)=4x(-1)Y-2x(-1)-4=2; 
当 之 2 时 ,f(m ) 是 增光 数 ,有 


1 
4 


=2, 
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flm) 宕 1(2)=4x2: -2x2-4=8. 
由 于 f( 一 1)<<f(2), 故 当 m= -1 时 ,函数 有 最 小 值 
-TD)=2. 0 

对 比 这 两 种 思维 水 平 ,所 用 到 的 知识 是 相同 的 ,结论 也 都 正确 . 
但 水 平一 仍然 停留 在 感性 概括 和 简单 应 用 的 阶段 上 , 而 水 平 二 则 抽 
象 到 较为 恰当 的 程度 ,由 于 水 平 二 把 这 两 个 具体 的 问题 纳入 到 中 学 
阶段 最 重要 的 知识 体系 :“ 方 程 与 男 数 " 上 ,运用 方程 与 函数 的 观点 
去 解决 问题 , 既 如 鱼 得 水 ,又 势如破竹 . 随 着 学 习 内 容 的 增加 ,学 习 难 
度 的 增 大 ,两 种 思维 水 平 的 差距 将 明显 拉 开 . 

例 1-8 在 复 平面 上 ,一 个 正方 形 的 四 个 顶点 按照 逆 时 针 方 向 
依次 为 Z1,2Z2,Z3, O( 其 中 O 是 原点 ). 已 知 Z, 对 应 复数 zz = 1 
+Y3i. 求 Z 和 23 对 应 的 复数 . 

[1995 年 数学 高 考 理科 题 ] 
讲解 ”有 两 种 思维 水 平 的 处 理 . 
水 平一 “如 图 1-4, 由 复数 乘法 的 几何 意义 ,有 


之 1 = 方 吕 [eos( -至 )+ sn( -到 有 
= 上 G4D 人 -中 
a 


x 
cos 4 + isin 
= 了 


XZ3 一 -= 方 * 2 
1 (2 2， 
RE 


2 
水 平 二 由 复数 运算 的 几何 意义 ,有 
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z3+ x1 一 2 二 [+V32， 


xz 一 zl 一 xz21 一 一 V3+1 


加 减 消 元 得 


ZZ3 三 一 一 十 一 口 
前 一 解法 ,表现 为 具体 解 题 的 一 招 一 式 ( 数 值 计 算 ), 对 于 其 他 问 
题 (特别 是 非 复数 问题 ) 几 乎 没有 任何 启示 .后 一 解法 则 体现 了 方程 
观点 (上 升 为 代数 观点 ) ,为 了 求 两 个 未 知 数 ,我 们 来 建立 两 个 方程 
(一 般 性 解决 ) ,为 了 建立 方程 ,我 们 用 到 了 复数 运算 的 几何 意义 ( 功 
能 性 解决 ). 这 种 解 题 思考 有 普遍 性 的 价值 ( 见 $3-2-2,P.115)， 
并 且 运 算 也 简单 得 连 犯 错误 的 机 会 都 没有 . 


1-4-3 经 验 题 感 


解 题 具 有 实践 性 与 探索 性 的 特征 ， 就 像 游 泳 ,滑雪 或 弹 钢琴 一 
样 ,只 能 通过 模仿 和 实践 来 学 到 它 …… 你 想 学 会 游泳 ,你 就 必须 下 
水 ,你 想 成 为 解 题 的 能 手 , 你 就 必须 去 解 题 "D. 弗 里 德 曼 也 说 过 :;“ 寻 
找 题解 不 能 教会 ,而 只 能 靠 自己 学 会 ."@ 这 都 是 强调 它 的 实践 性 . 

基础 知识 要 通过 解 题 实践 来 消化 ; 

思维 素质 要 通过 解 题 实 践 来 优化 ; 

解 题 方法 要 通过 解 题 实践 来 强化 . 

在 解 题 实 践 中 , 既 会 有 成 功 又 会 有 失败 .这 两 方面 的 积累 ,都 能 
形成 有 长 久保 留 价值 或 借鉴 作用 的 经 验 . 

所 谓 解 题 经 验 , 就 是 某 些 数学 知识 、 某 些 解 题 方法 与 某 些 条 件 的 
有 序 组 合 .成 功 是 一 种 有 效 的 有 序 组 合 ,失败 是 一 种 无 效 的 无 序 组 合 


Q@ 参考 文献 [28j] 波 利 亚 .数学 的 发 现 ,序言 . 
@ 参考 文献 [30j 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解数 学 题 ,P.73. 
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( 它 从 反面 向 我 们 提供 有 效 的 有 序 组 合 ) .成功 经 验 所 获得 的 有 序 组 
合 ,就 好 像 是 建筑 上 的 预制 构件 (或 称 为 思维 组 块 ), 遇 到 合适 的 场 
合 , 可 以 原封 不 动 地 把 它 用 上 
弗 里 德 曼 特 别 强调 : 解 题 训练 的 心理 学 研究 表明 ,学生 在 解 题 时 
不 具备 一 般 能 力 的 基本 原因 ,在 于 没有 经 常 亲 自动 手 进行 分 析 , 没 有 
从 中 归纳 出 一 般 的 运算 方法 及 其 理论 根据 @@. 
例 1-9 在 四 边 形 ABCD 中 ,求证 
AB. CD + AD. BC AC. BD. 
例 1-10 P 是 人 ABC 所 在 平面 上 的 任 一 点 ,求证 
BC:PB':PC + CA.:PC:PA + AB.:PA.PB>BC :CA.AB. 
讲解 第 - -次 遇 到 这 类 题目 ,也 许 你 没有 应 用 复数 的 经 验 ,你 只 
好 用 综合 几何 的 方法 去 求解 .但 是 有 一 天 ,你 学 会 了 或 自己 发 现 了 : 
当 把 该 点 的 字母 看 成 该 点 的 复数 时 , 例 1 -9 所 要 证 明 的 就 是 复数 不 
等 式 
1 A-BIrIC-DI+1A-DI-IB-C! 
宇 | A-CI:1B-DI D 
这 种 形式 与 复数 的 三 角形 不 等 式 
ilzl+ly|l 宪 [x+ yl 
类 似 .下 来 只 须 证 |z + y| 正 是 |(A 一 C):(B 一 品 )|, 即 证 实 恒等式 
(A~B)(C-D)+(A-D)(B-C)=(A-C)(B-D). © 
这 并 不 困难 .于 是 有 下 面 的 证 法 : 建立 复 平面 , 视 该 点 上 的 字母 
为 该 点 的 复数 ,有 
左 =|4-Bl'IC-DI+I4-Dl:1B-CI 
=|(4-B)CC-D)I+|IA-D)(GB-C)1 
|(A-B)(C-D)+(A-D)(B-C)| 
=|(A-C)(B-D)| 


Q@ 参考 文献 [34] 胡 炳 生 .数学 解 题 研究 和 发 现 ,P.3 
@ 参考 文献 [30] 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解数 学 题 , 致 读者 . 
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=|A-Cl1B8-DI= 右 . 

对 比 中 式 与 @ 式 ,我们 从 这 个 证 明 中 获得 了 “对 复数 等 式 求 模 ， 
得 出 不 等 式 " 的 经 验 . 有 了 这 个 经 验 ,我 们 就 能 对 例 1- 10 产生 类 似 
联想 ,由 复数 不 等 式 

|xzl+|lyl+|z| 宇 |z+y+z| 
出 发 ,去 找 (相当 于 人 @ 式 的 ) 复 数 恒等式 

(B-C)P-B)(P-C)+(C-A)(P-C)(P-A)+ 

(A-B)(P-A)(P-B)=-(B-C)(C-A)(A-B). 
这 比 验 证 @ 式 的 工作 量 大 得 多 .但 我 们 有 了 这 个 方向 就 保证 了 解 题 
的 成 功 ,至 于 具体 的 实施 ,还 可 以 借助 更 多 的 经 验 : 建立 复 平 面 ,用 
该 点 的 字母 表示 该 点 的 复数 . 记 

f(P)=(B-C)(P-B)(P-C)+(C-A)(P-C)(P-A)t+ 

(A~-B)(P-A)(P-B). 

这 是 关于 PP 的 不 超过 二 次 的 多 项 式 .又 由 

f(A)= f(B)= f(C)=-(B-C)(C-A)(A-B) 
知 ,f(P) 只 能 为 常数 ,得 

f(P)=-(B-C)(C-A)(A-B). 


求 模 ,有 
左 =1B-Cl:IP-Bl:IP-Cl+|IC-Al:|IP-Cl:IP-Alt+ 
A-B|I:|P-Al:|IP-B| 
1(B-C)(P-B)(P-CI+|I(C-A)(P-C)(P-A)|+ 
(A-B)(P-A)(P-B)| 
之 |f(P)| 
=|-(B-C)(C-A)(A~B)| 
=|1B-Cl:|IC-Al:|A -Bl= 右 . 
在 解 题 中 ,一 个 人 能 避 开 歧路 , 绕 过 难点 ,从 众多 可 能 的 途径 中 
-… 举 选 定 正确 的 一 条 , 确 是 一 定 的 数学 经 验 调控 的 结果 . 解 题 所 做 的 
脑力 工作 就 在 于 回忆 他 的 经 验 中 用 得 上 的 东西 ,并 且 和 他 的 解 题 思 
维 联系 起 来 (参见 84-2-2,8$86-2-1). 
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解 题 经 验 的 积累 ,有 利于 解 题 念 头 的 诱发 ,有 助 于 直觉 性 题 感 的 
形成 . 题 感 指 的 是 人 们 对 问题 的 总 体 性 的 感受 , 它 是 思维 定 势 正 迁 移 
的 一 种 潜在 表现 ,实质 是 一 种 数学 观念 、 数学 意识 , 常 体现 为 整体 把 
握 及 成 功 思 路 的 预感 、 预 测 和 预见 . 如 像 学 外 语 的 “语感 ”学 音乐 的 
“ 乐 感 ” 
例 1-11 在 面积 为 1 的 APMMN 中 ， tgEM= 方 1 itgN= 一 2. 建 立 
适当 的 坐标 系 , 求 以 M,N 为 焦点 且 过 书 的 本 图 方 程 
[1993 年 数学 高 考题 ] 
讲解 ” 当 许 多 考生 就 题 论题 地 将 问题 处 理 得 很 繁 时 ,种 总 体 
性 的 感受 启示 我 们 迅速 作出 “一 般 性 解决 "( 见 $32 一 2): 为 了 求 椭 
圆 的 方程 ,只 人 须 求 三 个 特征 量 ( 半 长 轴 a . 半 短 轴 5, 半 焦 距 c) 中 的 两 
个 ,比如 说 求 a,c. 这 从 哲学 意义 上 说 ,问题 已 经 解决 了 . 由 图 1 -5 
知 
MN =2ce， 
PM + PN=2a. 问 题 转化 为 
初中 的 解 三 角形 (功能 性 解决 ) ,有 


, 
,a -< 

1 

法 时 不管 怎样 建立 生 标 未 , 孝 委 ' 
容易 写 出 椭圆 的 方程 . 这 里 的 关键 是 ， 4--! 


解 题 经 验 的 积累 使 我 们 能 一 开始 就 正 图 1_5 
确 把 握 解 题 的 总 体 方向 . 

经 验 题 感 的 一 个 重要 构成 是 美感 . 熟 谱 数 学 美 ,能 以 美 启 真 .以 
美 寻 真 ,能 够 从 题 意 中 领悟 到 审美 感受 ,从 而 随 之 产生 解 题 的 意向 
(参见 $6 一 2 一 10). 

例 1-12 设 ia,| 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 , S, 是 其 前 ”项 
和 .证 明 


十 ] 
Bo ES lgs,, OD 
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[1995 年 数学 高 考 理科 第 25(1) 题 ] 
讲解 ”对 求证 式 加 以 变形 ,可 得 


SnSn+2< Shr1 © 
Dntl Sn+2 7 
$, > Su © 


这 两 个 式 子 , 哪 一 个 更 有 利于 求解 呢 ? 缺乏 数学 审美 经 验 的 中 
学 生 往 往 选 择 @ 而 舍弃 @@ ,其 实 全 式 的 左右 两 边 ,在 结构 上 更 匀称 、 
更 和 谐 ,背景 也 更 明显 ,无 非 就 是 数列 
Si 
9 


b= 
的 单调 性 ,这 由 


Sntl _ a1t gS al 

SS 
立即 可 以 得 出 .因为 a, >0, 所 以 当 2 增 大 时 ,S, 也 增 大 ,从 而 5, 是 
单调 递减 数列 , 式 @ 是 成 立 的 (继续 参见 例 4~33,P.206). 


1-4-4 情感 态度 


这 里 主要 指 良 好 的 心理 素质 ,如 动机 、 兴 趣 .抱负 态度 .品德 . 意 
志 等 .这 些 非 智力 因素 对 于 解 题 的 作用 ,与 其 对 于 发 明 发 现 的 作用 是 
一 样 的 .华罗庚 教授 说 : “聪明 在 于 学 习 , 天 才 在 于 积累 .”1995 年 5 
月 ,在 中 国 数学 会 60 周年 年 会 上 ,笔者 请 国际 数学 大 师 陈 省 身 教授 
谈 学 数学 的 体会 ,大 师 胸 有 成 竹 地 说 :首先 是 用 功 , 不 用 功 什 么 也 谈 
不 上 .我 们 说 ,学 生 学 习 数 学 只 有 通过 自身 的 情感 体验 ,树立 坚定 的 
信心 , 才 可 能 是 成 功 的 . 

波 利 亚 也 说 :“ 认 为 解 题 纯粹 是 一 种 智能 活动 是 错误 的 ;决心 与 
情绪 所 起 的 作用 很 重要 . "他 强调 说 :“ 教 学生 解 题 是 意志 的 教育 . 当 
学 生 求解 那些 对 他 来 说 并 不 太 容 易 的 题目 时 ,他 学 会 了 败 而 不 包 ,学 
会 了 烘 赏 微小 的 进展 ,学 会 了 等 待 主要 的 念头 ,学 会 了 当主 要 念头 出 
现 后 全 力 以 赴 . 如 果 学 生 在 学 校 里 没有 机 会 尝 尽 为 求解 而 奋斗 的 辟 


十 9 
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怒 亡 乐 , 那 么 他 的 数学 教育 就 在 最 重要 的 地 方 失败 了 .” 
例 1-13 已 知 二 次 方程 
(bp-c)xrit+(c~a)rt(a~-b)=0 OD 
有 等 根 , 求 证 a ,6,c 成 等 差 数 列 . 
讲解 有 的 书 断 言 ,考虑 判别 式 
A=(c—-a)’-4(b-c)(a—-6)=0 全 
不 好 ,应 该 先 观察 出 zi =1, 再 用 韦 达 定 理 ， 
其 实 ,这 是 由 于 意志 的 脆弱 而 浪费 了 一 个 成 功 的 思路 .请 看 : 
方程 中 有 等 根 
之 判别 式 @OA=0 
一 方程 [z-(e-po)]Lzr-(2=-c)1=0 有 等 根 
>a~b=b-e. 
按 定义 ,a ,b,c 成 等 差 数列 . 
再 说 ,用 @O 式 计算 也 并 非 * 不 怎么 简单 ” 
由 0=[-(a-6)-(b-c)} -46-c)(a-b) 
=[(a~b)-(b -ce)}, 
得 a-b=b-c. 
这 正 是 等 差 数 列 的 定义 (请 与 例 1 一 1 沟通 ). 
例 1-14 已 知 0<a,b,c,qd<1, 求 证 
(1-a)(1~6)(1l-c)(1-d)>1-a-b~-ec-d. 
讲解 有 的 书刊 说 :“ 所 证 式 即 
ab + ac+ad + bc + bd + cd ~ abc ~ abd — acd — bcd + abcd >0, 
这 显然 是 麻烦 的 . ”然后 指出 用 数学 归纳 法 . 
这 里 的 “麻烦 “并 不 “显然 ,因为 用 式 中 的 7 个 正 项 与 抵消 4 个 
负 项 十 分 容易 :在 已 知 条 件 下 ,有 1-0>0,1-c>0,1-&>0, 从 而 
ab(l~c)+t+ad(l-6)+t+ac(l~-d)+bc(l-4d) 
+ bd + cd + abcd >0. 


”参考 文献 [27] 波 利 亚 . 怎样 解 题 ,P.92,P.93. 
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可 见 “ 显 然 是 麻烦 的 "等 于 在 胜利 面前 宣布 失败 .特别 要 指出 的 
是 ,上 述 处 理 中 没有 用 到 <<1 的 条 件 .本 例 在 例 4- 10 中 还 要 继续 
研究 . 

例 1- 15 arctan 了 + arctan 元 2 的 值 是 
[1991 年 数学 高 考 理科 题 ] 

讲解 ”这 是 一 道 有 课本 背景 的 简单 题 ,初中 时 以 平面 几何 的 形 
式 出 现 过 ,高 一 时 以 三 角形 式 出 现 过 ,高 二 时 以 复数 形式 出 现 过 , 现 
在 以 反 三 角 函 数 的 形式 出 现 ,其 答案 为 4 .但 我 们 在 阅卷 中 发 现 有 相 
当 一 部 分 考生 得 出 1 ,原因 可 能 是 只 算 一 半 

tan (arctan 3 十 arctan 云 - 1 > )= =1， 
就 再 没有 算 下 去 了 .这 种 丢 二 落 四 现象 并 不 完全 是 知识 基础 问题 ,我 
们 并 不 认为 考生 连 arctanl = 才 都 不 懂 , 恶 怕 主要 是 由 于 紧张 .粗心 
而 产生 心理 上 的 “顾此失彼 "或 记忆 上 的 “瞬时 遗忘 ” 

例 1-16 已 知 (1-2r) =ao+atr+azz +…+c7zr ,那么 
alta2+""*+ay= 
[1989 年 理科 高 考题 ] 

讲解 ”我 们 在 阅卷 中 发 现 ,相当 一 部 分 考生 的 答案 为 1. 其 实 

ao+al+az+… 十 a7 三 一 |， 
而 所 求 的 值 ,应 再 减 去 ao=1, 从 而 
CQ1+Q2 十 …… 十 QT 一 一 2. 

究 其 原因 ,我 们 认为 是 考生 一 见 题 型 很 熟悉 (如 1985 年 高 考题 
中 见 过 , 例 6 一 11), 没 有 认真 看 清 小 变化 ,就 匆匆 作答 .结果 “会 而 
不 对 ”. 

最 后 这 两 个 例子 还 说 明 ,即使 有 了 正确 的 解 题 思路 也 会 由 于 心 
理 素质 而 导致 解 题 失败 . 

解 题 基 本 功 不 过 硬 会 导致 解 题 错误 ,参见 8 - 3 及 相应 的 习题 . 
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习题 一 


1. 谈 谈 你 对 数学 题 的 理解 . 
2. 试 述 解 题 理论 的 研究 对 象 .研究 方法 和 中 心 课题 . 
3. 谈 谈 你 解 题 经 历 中 最 难忘 的 例子 ,尤其 是 当中 的 情感 体验 . 
4. 谈 谈 你 对 解 题 基 本 功 的 认识 , 举 一 个 你 印象 最 深 的 例子 来 说 
明基 本 功 对 解 题 的 作用 . 
5. 计算 
D=sin(a1 + al)sin(as + az)sin(a3 + a3) 十 
sin(a2 + al)sin(a3 + az )sin(al + a3)+ 
sin(a3+ al)sin(as + a3)sin(ai + a2)— 
sin(a!1 + a2)sin(as + al)sin(a3+ a3)— 
sin(az + a3)sin(a3+ az)sin(al + ai) 一 
sin(a3+ ai)sin(a; + az)sin(al + a3). 
(提示 : 用 行列 式 的 乘法 ) 
6. 设 已 是 入 ABC 所 在 平面 上 的 任 一 点 ,求证 
a* PA?+6b:PB?+e:PC’>abc. 
(提示 : 仿 例 1-9, 例 1-10) 
7. 解 方程 求实 数 解 
zz2+2zrsin(zry) 十 1 一 0. 
(提示 : 仿 例 1 一 3) 
8. 用 窒 级 数 知识 解 下 列 各 题 


(1) 车 正 数 zi ,2 江 ， 满足 x;=1, 则 


n XT: nn 
2 一 之 . 
i=1 一 1 一] 
和 n TX; n oo 
(提示 : >» 1 = 六 三 过 
;=11 一 Ti al 


(2) 对 a>0,a 和 1,0<r<1, 比 较 |log (1 一 xz) | 与 |logs (1+r)1 


的 大 小 . 
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oo hk 本 k 
(提示 : In(1 -x)= 3 ,In(1+7r)= 5(-1D* 吧 ) 
AL=1 天 kl k 


9. 采用 求 导 数 的 方法 证 明 : 若 锐角 a,B 满足 


+ 
sin” +2 


sin’B cos"p 
则 a=p. 
(提示 : 移 项 对 a 求 导 ) 
10. 设 a,b,c 都 是 实数 ,求证 


w , cos" ?a 
+ =1(nEN,), 


(b -cec) (a—-26)(2c -a). 
(提示 : 作 方 程 [x 一 (a-26)][x- (2c-a)]=0) 


11. 试 分 析 下 列 证 明 中 的 错误 . 


题目 ”过 一 点 和 一 条 直线 垂直 的 所 有 直线 都 在 一 个 平面 内 . 
证 明 设 过 点 的 直线 PA1,PA,,…,PA, 与 直线 ! 都 垂直 , 则 


/二 面 PA,A，. 


假设 存在 直线 PA (& >2) 不 在 平面 PA1A; 上 , 则 由 PAI 上 1， 


PA LL/ 可 得 
/上 | 面 PA Ax. 

于 是 ,过 P 点 可 作 两 个 平面 与 / 垂直 ， 
这 和 过 一 点 只 能 有 一 个 平面 与 已 知 直 
线 垂直 相 矛 盾 . 得 证 PA!, PA,,…， 
PA, 在 同一 平面 上 . 

(提示 : 过 点 已 的 直线 不 是 可 列 
集 ) 

12. 如 图 1 -6, A1B1C1D1 是 长 
方 体 的 一 个 斜 截面 ,其 中 AB = 4cm， 
BC = 3cm, 44A = Scm，BB = 8cnm， 
CCi = 12cm, 求 该 几何 体 的 体积 . 


Ci 


> 


图 1-6 


第 - 章 结 论 35 


13. 有 n(n 之 6) 个 人 聚会 ,已 知 : 
(1) 每 人 至 少 同 其 中 | 号 | 个 人 互相 认识 ; 


(2) 对 于 其 中 任意 [如 | 个 人 ,或 者 其 中 有 2 人 相识 ,或 者 全 下 的 


人 中 有 2 人 相识 . 
证 明 这 ”个 人 中 必 有 3 人 两 两 相识 . 
[1996 年 高 中 数学 联赛 题 ] 


14. 车 点 C 在 线段 AB 内 ,点 已 在 直线 4B 外 ,上 且 A 入 . 求 


证 : CP 一 -AP + 一 2 
m+i+n m+n 
(提示 : 模仿 例 1 -9) 
15. 用 定 积分 方法 求 函数 方程 
f(rt+y)=f(r)+ f(y) 
的 可 积 解 ,并 与 例 6- 13 对 比 . 


BP. 
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观点 指 观察 事物 所 处 的 位 置 或 采取 的 态度 . 解 题 教学 中 的 解 题 
观点 ,是 指 对 “怎样 解 题 "“ 为 什么 这 样 解 题 " 的 整体 认识 和 基本 态 
度 . 它 既 是 数学 思想 在 解 题 实践 中 的 应 用 ,又 是 教学 思想 在 解 题 教学 
中 的 体现 . 

本 章 首先 研究 波 利 亚 《怎样 解 题 》 的 解 题 观点 ,然后 介绍 唐 以 荣 
《中 学 数学 综合 题解 题 规 律 讲义 》 的 解 题 观点 、 弗 里 德 曼 《怎样 学 会 解 
数学 题 ) 的 解 题 观点 . 到 第 四 章 继续 研究 更 多 的 解 题 观点 一 一 系统 论 
的 观点 .坐标 系 的 观点 . 


2 一 1 《怎样 解 题 的 解 题 观 


《怎样 解 题 》 是 乔治 . 波 利 亚 (George Polya 1887 ~ 1985 ) 写 的 - 
本 风靡 世界 的 名 著 . 现代 数学 家 瓦尔 登 早 在 1952 年 2 月 2 日 瑞士 苏 
黎 世 大 学 的 会 议 致 词 中 就 曾 说 过 ;每 个 大 学 生 , 每 个 学 者 ， 每 个 教 
师 都 应 该 读 这 本 引人入胜 的 书 .”0 

作为 数学 家 , 波 利 亚 在 众多 的 数学 分 支 ,如 函数 论 . 变 分 学 .概率 
论 .数论 .组 合 数学 以 及 计算 和 应 用 数学 等 领域 多 有 建树 , 留 下 了 许 
多 以 他 的 名 字 命 名 的 术语 和 定理 . 1963 年 ,美国 数学 会 曾 授 予 他 最 
高 职业 奖 . 


TD， 见 参考 文献 [27] 波 利 亚 .怎样 解 题 , 译 者 序 . 
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在 数学 教育 方面 ,他 曾 以 数 十 年 的 时 间 悉 心 研究 数学 启发 法 
和 数学 教学 ,从 而 为 数学 方法 的 现代 研究 奠定 了 必要 的 理论 基础 . 作 
为 一 个 数学 教育 家 ,他 的 教育 思想 的 宗旨 是 “教会 年 轻 人 去 思考 ”, 培 
养 学 生 的 “独立 性 ,能 动 性 和 创新 精神 ” ,根据 社 会 需要 把 学 生境 养 成 
合格 的 人 才 . 他 认为 一 个 人 在 学 校 所 受 的 教育 应 该 受益 终生 .他 赞 
成 ,良好 的 教育 应 该 “系统 地 给 学 生 自己 发 现 事物 的 机 会 ， 沁 该 帮 
助 学 生 自己 再 发 现 所 教 的 内 容 ”, 应 该 能 使 学 生 主 动 学 习 . 他 特别 重 
视 发 展 学 生 的 数学 思维 能 力 ,强调 数学 教学 要 加 强 思维 训练 . 费 发 展 
学 生 运用 所 学 知识 的 能 力 ,发 展 技能 ,技巧 有 益 的 思考 方式 和 科学 
的 思维 习惯 .他 反复 指出 ,数学 教育 的 目的 不 仅仅 是 传授 知 认 ,还 芝 
“发 展 学 生 本 身 的 内 蕴 能 力 `. 波 利 亚 对 教师 的 教 和 学 生 的 学 进行 了 
综合 研究 ,提出 了 著名 的 “学 习 三 原则 ”( 也 可 作为 “教学 三 原则 ”) 咏 
和 “教师 十 要 ”®. 

波 利 亚 对 数学 解 题 学 的 影响 是 通过 他 关于 “怎样 解 题 的 理论 来 
实现 的 . 主要 著作 有 《怎样 解 题 (1945 年 ) 《数学 与 似 真 推理 》(1954 
年 ) 和 《数学 的 发 现 )(1962 年 ). 早 在 青年 时 代 , 由 于 不 满足 于 教师 孝 
种 照 本 宣 科 式 的 讲述 和 教科 书 上 那 种 突如其来 的 ” 像 是 帽子 里 跑 出 
一 只 兔子 " 式 的 证 明 , 从 而 开始 探索 数学 中 的 发 明 创造 问题 . 面 对 … 
个 数学 定理 和 巧妙 的 证 明 , 他 问 自己 : 数学 家 是 怎样 发 现 这 个 定理 
的 ”是 什么 促使 数学 家 想到 了 这 个 证 法 ? 在 执教 之 后 ,他 竭力 帮助 
学 生 弄 清 定理 和 证 明 的 来 龙 去 脉 . 为 此 ,他 阅读 了 大 量 数学 和 哲学 文 
献 ,并 利用 在 各 级 学 校 任 教 的 机 会 ,对 学 生 进 行 细致 观察 ,终于 制订 


CC 亦 有 翻译 为 探索 法 的 ,是 指 关 于 “发 现 和 发 明 的 方法 和 规律 "的 研究 . 
其 关键 是 对 思维 的 规则 进行 明确 的 找 述 ,从 而 实现 对 合理 方法 天 才 的 .不 自觉 
的 应 几 向 有 意识 的 自沉 应 用 转化 . 

人 见 参 考 文献 [28] 波 利 亚 .数学 的 发 现 ,第 二 卷 ,P.155, 即 主动 学 习 .最 
佳 动机 .阶段 序 进 . 

@ 见 参考 文献 L28] 波 利 亚 .数学 的 发 现 ,第 二 卷 ,P.173， 
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“现代 启发 法 "纲领 和 解 题 艺术 的 大 成 一 一 "怎样 解 题 " 表 . 到 
1945 5 年 发 展 成 为 名 著 《 怎 样 解 题 )(How To Solve it) 一 书 .这 本 书 的 
问世 ,标志 着 作者 关于 解 题 论 和 数学 发 现 学 说 的 形成 . 此后, 波 利 亚 
继续 撰写 论文 和 专著 ,使 自己 的 学 说 更 加 系统 完整 .丰富 多 彩 .博大 
精深 . 随 着 时 间 的 推移 ,今天 已 经 看 得 很 清楚 ,20 世纪 40 年 代 波 利 
亚 学 说 的 出 现 是 世界 数学 史 和 数学 教育 史上 一 个 意义 重大 的 事件 . 
在 数学 解 题 方面 , 波 利 亚 是 一 面 旗帜 ,是 一 代 宗 师 . 

2-1-1 “怎样 解 题 " 表 
弄 清 问题 

未 知 数 是 什么 ? 已 知 数据 是 什么 ? 条 
件 是 什么 ?满足 条 件 是 否 可 能 ?要 确定 未 
第 一 ,你 必 须 弄 | 知 数 , 条 件 是 否 充 分 ? 或 者 它 是 否 不 充分 ? 

清 问 题 . 或 者 是 多 余 的 ? 或 者 是 矛盾 的 ? 

画 张 图 ,引入 适当 的 符号 .把 条 件 的 各 
个 部 分 分 开 , 你 能 否 把 它们 写 下 来 ? 

拟定 计划 

你 以 前 见 过 它 吗 ?你 是 否 几 过 相同 的 问题 
而 形式 稍 有 不 同 ? 

你 是 否 知道 与 此 有 关 的 问题 ?你 是 否 知道 
一 个 可 能 用 得 上 的 定理 ? 

看 着 未 知 数 ,试想 出 一 个 具有 相同 未 知 数 
或 相似 未 知 数 的 熟悉 的 问题 . 

这 里 有 一 个 与 你 现在 的 问题 有 关 , 且 早已 
解决 的 问题 . 

你 能 不 能 利用 它 ? 你 能 利用 它 的 结果 吗 ? 

你 能 利用 它 的 方法 吗 ? 为 了 能 利用 它 ,你 是 否 
应 该 引入 某 些 辅助 元 素 ? 
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第 二 , 找 出 已 知 
数 与 未 知 数 之 间 
的 联系 . 
如 果 找 不 出 
直接 的 联系 , 你 
可 能 不 得 不 考虑 
辅助 问题 . 
你 应 该 最 终 得 出 
一 个 求解 的 计 
划 


< 


第 四 , 验算 所 得 
到 的 解 . 


《怎样 解 题 》 一 


你 能 不 能 重新 叙述 这 个 问题 ? 你 能 不 能 用 
不 同 的 方法 重新 叙述 它 ? 

回 到 定义 去 . 

如 果 你 不 能 解决 所 提出 的 问题 ,可 先 解 次 
一 个 与 此 有 关 的 问题 .你 能 不 能 想 出 一 个 更 容 
易 着 手 的 有 关 问 题 ? 一 个 更 普遍 的 问题 ?一 个 
更 特殊 的 问题 ?一 个 类 比 的 问题 ? 你 能 否 解决 
这 个 问题 的 一 部 分 ? 仅仅 保持 条 件 的 一 部 分 而 
售 去 其 余部 分 ,这 样 对 于 未 知 数 能 确定 到 什么 
程度 ? 它 会 怎样 变化 ? 你 能 不 能 从 已 知 数据 导 
出 某 些 有 用 的 东西 ? 你 能 不 能 想 出 适 于 确定 未 
知 数 的 其 他 数据 ?如 果 需 要 的 话 ,你 能 不 能 改 
变 未 知 数 或 数据 ,或 者 一 者 都 改变 ,以 使 新 未 
知 数 和 新 数据 彼此 更 接近 ? 

你 是 否 利用 了 所 有 的 已 知 数 据 ? 你 是 否 利 
用 了 整个 条 件 ? 你 是 否 考虑 了 包含 在 问题 中 的 
所 有 必要 的 概念 ? 

实现 计划 

实现 你 的 求解 计划 ,检验 每 一 步 又 

你 能 否 清楚 地 看 出 这 一 步 又 是 正确 
的 ? 你 能 否 证 明 这 一 步骤 是 正确 的 ? 

回 顾 


你 能 否 检验 这 个 论证 ?你 能 否 用 别 的 
方法 导出 这 个 结果 ?你 能 不 能 一 下 子 看 出 
它 来 ? 

你 能 不 能 把 这 结果 或 方法 用 于 其 他 的 
问题 ? 


书 就 是 围绕 着 上 述 “ 波 利 亚 ” 表 进行 的 .作为 初步 
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说 明 , 波 利 亚 说 :“ 只 要 应 用 得 当 , 如 果 你 向 自己 提出 表 中 的 这 些 问题 
与 建议 ,它们 可 以 帮助 你 解决 你 的 问题 ;而 如 果 你 向 你 的 学 生 提出 同 
样 的 问题 与 建议 ,你 就 可 以 帮助 解决 他 们 的 问题 .”"D 因 而 , 当 教师 向 
学 生 提出 表 中 的 问题 或 建议 时 ,有 可 能 达到 两 个 密切 相关 的 目的 : 
“第 一 ,帮助 学 生 解 决 手头 的 问题 ;第 二 ,培养 学 生 将 来 能 够 独立 解 题 
的 能 力 . "2 

波 利 亚 本 人 认为 ,此 表 有 两 个 特点 : 普遍 性 与 常识 性 咏 . 

“普遍 性 ” 表 中 所 提问 题 与 建议 的 重要 特点 之 一 是 普遍 性 , 例 
如 : 未 知 数 是 什么 ?已 知 数 是 什么 ”条 件 是 什么 ”这 些 问 题 都 是 普 
遍 适 用 的 ,对 于 所 有 各 类 问题 ,我 们 提出 这 些 问题 都 会 取得 良好 效 
果 . 它 们 的 用 途 不 限于 任何 题目 .我 们 的 问题 可 以 是 代数 的 或 几何 
的 ,数学 的 或 非 数 学 的 ,理论 的 或 实际 的 ,一 个 严肃 的 问题 或 仅仅 是 
个 谜语 .这 没什么 差别 ,上 述 问题 都 是 有 意义 的 ,而 且 有 助 于 我 们 解 

“常识 性 ” 表 中 的 建议 是 自然 的 .简单 的 .显而易见 的 并 且 来 自 
于 普遍 常识 .例如 这 条 建议 :看 着 未 知 数 ! 试想 出 一 个 具有 相同 未 知 
数 或 类 似 未 知 数 的 熟悉 的 问题 ,这 条 建议 不 管 怎 样 总 是 劝告 你 去 做 
你 想 做 的 事 ,而 对 于 你 认真 要 解决 的 问题 并 未 提出 具体 的 劝告 .你 是 
不 是 肚子 饭 了 ? 如 果 你 希望 摘 点 吃 的 ,你 就 会 想起 你 所 熟悉 的 搞 到 
食物 的 一 些 办 法 .你 是 不 是 有 一 个 几何 作 图 题 ? 如果 你 想 作 一 个 三 
角形 ,你 也 会 想起 你 所 熟悉 的 一 些 作 三 角形 的 办 法 .你 是 否 有 一 个 任 
意 的 问题 ”你 若 希 望 找 出 某 个 未 知 数 ,你 就 会 想起 找 出 这 样 一 个 未 
知 数 或 你 所 熟悉 的 类 似 未 知 数 的 一 些 办 法 . 如 果 你 这 样 做 了 , 那 你 的 
路 子 也 是 对 头 的 ;这 个 建议 是 个 好 建议 , 它 向 你 提出 一 个 常 能 成 功 的 

例 2-1 已 知 al,a2,…,an 是 n 个 正 数 ,满足 

ala2'""an=1, OD 


DOG@ 见 参考 文献 [27] 波 利 亚 .怎样 解 题 ,引言 ,P.4,P.2,P.3 
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求证 (2+al)(2+az)…(2+a) 之 3?. © 
[1989 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

讲解 ”我 们 来 实践 一 下 波 利 亚 的 解 题 表 . 

第 一 ,你 必须 弄 清 问题 

1. 这 是 一 个 什么 问题 ?0 

这 是 一 个 代数 问题 ,一 个 条 件 不 等 式 证 明 题 . 

2. 已 知 条 件 是 什么 ? 

共有 两 个 : 

(1) al,a2，,…,an 是 n 个 正 数 ; 

(2) alaz…an =1. 

3. 求证 是 什么 ? 

是 一 个 不 等 式 

(2+al)(2+a2)…(2+an) 之 3”. 

其 左边 是 n 个 因 式 的 积 , 每 一 个 因 式 有 相同 的 结构 (2+ ai); 而 右边 
是 一 个 与 a; 无 关 的 常数 3” ,其 中 “3” 是 一 个 特征 数 . 


第 二 ,拟定 计划 
4. 你 以 前 见 过 它 吗 ? 你 是 否 见 过 相同 的 问题 而 形式 稍 有 
不 同 ?@ 


以 前 没有 见 过 . 我们 或 者 取 n =2,3 作 试 探 ,或 者 回想 起 原 高 中 
统 编 教 材 《代数 》( 甲 种 本 ) 第 二 册 P.14 第 24 题 见 过 一 道 条 件 相同 ， 
而 结论 不 同 的 不 等 式 证 明 题 信 ; 


QD” 波 利 亚 说 :“ 回 答 一 个 你 尚未 弄 清 的 问题 是 轧 训 的 ." 又 说 :“ 最 糟糕 的 
情况 是 :学 生 并 没有 理解 问题 就 进行 演算 或 作 图 .一 般 说 来 ,在 尚未 看 到 主要 联 
系 或 者 尚未 作出 某 种 计划 的 情况 下 ,去 处 理 细节 是 毫 无 用 处 的 “ 见 《怎样 解 题 》 
P.6. 

@ 解 题 所 作 的 脑力 工作 就 在 于 回忆 他 的 经 验 用 得 上 的 东西 ,并且 和 他 的 
解 题 思维 联系 起 米 . 

@ 后 来 的 课本 已 将 这 道 习题 删 去 ,但 1989 年 的 参赛 选手 全 都 做 过 . 
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(1L+ar)(L+a2)…(1+a) 之 2”. 二 
5. 你 能 不 能 利用 它 ? 
记得 作业 题 的 证 明 是 ,由 


1+ai 志 2 Vai， 
得 (+ a)>2" Varara, =2". 
车 如 法 泡 制 0, 可 由 
2+ ww 志 2V2V ai， @ 
得 D2+a)>(2V2)" Varar™a, = (2V2)">3"， 


6. 实现 你 的 求解 计划 ,检验 每 一 步骤 .你 能 否 清楚 看 出 这 一 步 
是 正确 的 ,你 能 否 证 明 这 一 步骤 是 正确 的 ? 

其 实 , 由 8<9 知 2V2<3, 从 而 

(2V2)"<3". 
可 见 ,形式 套用 有 关 作 业 题 不 能 成 功 ,缩小 过 头 了 . 

7. 尚未 成 功 不 等 于 彻底 失败 ,你 能 找 出 没有 成 功 的 原因 吗 ? 
(第 五 公设 试 证 没有 成 功 , 却 诞生 了 更 加 伟大 的 非 欧 几 何 ) 

首先 ,我 们 看 到 用 二 维 平均 不 等 式 

2+ ai 志 2V2V ai， 
没有 出 现 求 证 不 等 式 所 需要 的 特征 数 “3”. 

其 次 ,由 2V2<3 使 我 们 进一步 想到 (2V2)" 不 是 (2+ alt)(2+ 
a2)…(2+ai) 的 最 小 值 , 它 是 一 个 比 3" 更 小 的 下 界 , 这 也 就 说 明 ， 
用 名 式 时 缩小 得 过 头 了 .事实 上 , 式 @ 不 能 取 等 号 ,否则 

a;=2(i=1,2,…,n), 
有 aila2'"*an 二 22 天 1 ， 
与 已 知 矛盾 . 
这 就 从 反面 告诉 我 们 ,要 考虑 当 al=az=…=a 时 ,求证 式 能 


@D 在 阅卷 中 确 有 相当 一 部 分 考生 是 这 样 “证 "的 . 
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取 等 号 的 条 件 ,因而 ,基本 不 等 式 的 应 用 ,应 使 a; =1 时 取 等 号 . 
8. 重新 回 到 课本 习题 ,再 考虑 你 能 利用 它 吗 ? 你 能 利用 它 的 方 
法 吗 ? 如 果 你 不 能 直接 利用 它 ,那么 你 能 不 能 作 适 当 的 变通 ? 
为 了 出 现 特征 常数 “3” ,为 了 使 等 号 成 立时 a; = 1 ,思维 受到 了 
挑战 , 拆 项 的 念头 迟早 会 产生 
2+a=1+1+wZ3vya， 


从 而 开 (2+ 4)2>3" VY ara a, =3". 

第 三 ,实现 计划 (上 略 ) 

第 四 ,回顾 

9. 你 能 否 用 别 的 方法 导出 这 些 结论 ? 

可 以 .因为 这 里 是 一 个 与 自然 数 有 关 的 命题 ,所 以 我 们 会 想到 用 
数学 归纳 法 了 D( 此 外 ,还 有 其 他 办 法 ,如 柯 西 不 等 式 、 磨 光 变 换 等 ). 

(1) 当 n=1 时 ,命题 显然 成 立 ( 取 等 号 ). 

(2) 假设 n = 上 & 时 ,命题 成 立 . 即 a;>0, 且 当 


a142 mp4 二 1 ©) 
时 ,有 (2+ a1)(2+a2)*(2+a4)>3*. ©) 
则 当 n=k+1 时 ,有 

a142…aQkk+1 二 |， 人 
与 @@ 联 立 ,得 al1=1. 
从 而 (2+al)(2+az)…(2+akr)(2+ar+i) 


=(2+al)(2+a?)…(2+a)(2+1) 
之 3 3 (由 @ 式 ) 
=3*+1. 
这 表明 n = +1 时 命题 成 立 . 
由 数学 归纳 法 知 , 命 题 对 一 切 自然 数 成 立 . 
10. 你 能 否 检 验 这 个 论证 ? 


@ 下 面 的 证 法 , 取 自 阅卷 现场 . 
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回顾 第 二 步 中 @ 式 与 @O 式 联 立 的 推理 ,会 发 现 违反 了 同一 律 ( 偷 
换 概念 ) ， 即 第 & 号 命题 中 的 ai 与 第 &+ 1 号 命题 中 的 a; 虽然 使 用 
了 同一 个 字母 ,但 一 般 地 字母 所 代 蔡 的 数值 是 不 相同 的 . 如 果 保 持 外 
式 , 那 么 中 式 实际 上 是 
a ia2mpa pa p+1=1. ©® 
所 以 ,不 能 由 @ 与 @ 联 立 得 出 a'%+1=1. 
11. 此 题 到 底 能 不 能 用 数学 归纳 法 ? 
回答 是 肯定 的 ,对 第 二 步 作 调整 恕 下 ,其 基本 想法 是 把 @ 中 某 两 
个 a; 的 积 看 成 @ 式 中 的 某 一 个 a;. 
当 n=k+1 时 ,由 
aia2"""apap+1= 1 
知 ,其 中 必 有 a; 志 1 且 aj 之 1(1 亿 i1 关 j 二 上 + 1) ,不妨 设 
ai 委 1，a2 之 1， 


有 (1-an)(1-ao)s<0， 
得 1+aia2<al+a2. 
从 而 (2+ a1)(2+a2) 


=4+2(al+a2)+aiaz 
守 4+2(1+ailas)+alay 
=3(2+ ala2). 
得 (2+a1)(2+a2)(2+ a3)+ +(2+ar)(2+ ar+1) 
>3(2+a1a2)(2+ a3)…(2+ a4)(2+ ar+1). 
由 于 (a1a2),a3，,…,ap,Qak+1 满 足 归纳 假设 ,有 
(2+ a1a2)(2+ a3)"(2+ a1)(2+ arr1)23, 
从 而 (2+a1)(2+a2)(2+a3)"(2+ ap)(2+ar+1) 
庆 3:3*=3*+1. 
由 数学 归纳 法 知 , 原 不 等 式 成 立 . 
12. 抓 住 数学 归纳 法 中 的 关键 步骤 1+ aiaz 委 al+a2, 可 以 改 
写成 “ 磨 光 变换 ”的 形式 . 
(1) 当 al=as=… 二 a 二 1 时 ,显然 
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(2+a1)(2+a2)…(2+ a,)=3". 
命题 成 立 . 
(2) 车 a1,4a2，…,a 不 全 为 1, 则 必 有 一 个 大 于 1, 也 必 有 男 -- 
个 小 于 1, 不 妨 设 


ai>1, as<1. 
记 a'1=1l,a y=alaad 3= ad3 "a 二 Cn 
则 由 (1-ai)(1-a2)<0, 
得 1l+ala2<alt+a,, 
从 而 (2+a1)(2+a,) 


=4+2(al+Qa2)+ aia2 
>4+2(1+alaz)+alia2 
=3(2+ala?) 
=(2+a 1)(2+a2)， 
有 (2+al)(2+az)…(2+an) 之 (2+ai)(2+a 2) (2+an)， 
这 时 ,aa 2 ,a 至少 比 a1,a2，…,an 多 一 个 1. 
(3) 若 a 1,a2,…,a'， 不 全 为 1, 则 重复 上 述 步 骤 , 得 a”| ,a ，， 
,a 至少 比 a'l,a 2,…,a'n 多 一 个 1, 且 
(2+a1)(2+a2)(2+a,)(2+a1)(2+ a 2) (2+a 2). 
(4) 重复 上 述 步 又 ,最 多 进行 -1 次 , 即 可 把 alyaz，…ax( 器 
由 不 平 ) 变 为 ( 磨 光 )n 个 1, 且 
(2+a1)(2+a2)…(2+a,) 
之 (QQ+ta)(2+a 2)(2+a',) 
>… 
宇 (2+1)(2+1)…(2+1) 
一 32. 四 
这 样 ,我 们 便 有 了 两 个 完全 不 同 的 解 题 方法 ,一 个 是 着 眼 于 "2 ， 
拆 2 为 (1+1), 而 a; 是 任意 的 ; 另 一 个 是 着 眼 于 ai ,对 a; 磨 光 , 而 


QD 上 述 4 步 正 是 磨 光 变换 的 标准 步骤 . 
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“2 "可 换 为 任意 实数 .这 两 种 方法 的 倾向 和 价值 是 不 一 样 的 ,前 者 利 
用 了 ”2 为 自然 数 的 特殊 性 ,过程 简 单 ; 后 者 更 有 一 般 性 ,但 对 本 例 显 
得 麻烦 . 

13. 你 能 不 能 把 这 个 结果 或 方法 用 于 其 他 的 问题 ? 

两 种 方法 都 可 以 把 “2 推广 为 mEN+， ,由 


mt+a=1+.…+1+a;>(m+1)” Va,, 
m 个 


有 (m+a)>(m+1)". g 
但 是 ,这 种 推广 是 平凡 的 ,按照 这 种 拆 x 为 m=1+…+1 的 模 
式 , 不 能 解决 m 为 正 实 数 的 情况 中 ,更 不 能 解决 此 题 的 一 般 形 式 ; 
推广 题 已 知 al,az,…,an;b1;602，,…,0 均 为 正 数 ,求证 
V (art bi)(as t+ b2)(as + ba) Varara, +VOID2 mb 
Vaia2'an + Vb1b2'*b 
V (artbi)(azt ha) (a +b,) 


al 42 Un 于 
al 十 D1 a2+ b> an t+ b, 
Y bl ba bn 
atbi a2+ b> an 十 pn 
1 Qi C2 a 
< 去 十 … 十 十 
四 artbl a2 + b2 an 十 Dr 
bi 十 bn b, ) 


!| 国有 
n\aitb! a+b» an 十 已 
=1. 


简 证 由 


QI 一 Q2 三 … 一 Cn， 


灾 形 即 得 ,等 号 成 立 当 且 仅 当 | _ 


@ 数学 通报 ,1990 ,10, 数 学 问题 678; 若 a;>0(i=1,2,…,n),m€ER 


且 lla, = 1, 试 证 ll(m + ai) 之 (ma 十 1 二) 
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反 过 来 ,当然 可 以 用 这 个 方法 去 证 原 例题 . 

14. 在 你 找到 第 一 个 葛 菇 (或 作出 第 一 个 发 现 ) 后 ,要 环顾 四 周 ， 
因为 它们 总 是 成 堆 生 长 的 0. 

用 推广 题 的 方法 ,可 以 解决 更 多 的 问题 ,参见 例 4- 39. 

例 2-2 给 定 正四 棱 台 的 高 h, 上 底 的 一 条 边 长 a 和 下 底 的 
条 边 长 上 , 求 正 四 棱 台 的 体积 FG( 学 过 了 棱柱 .棱锥 的 体积 ). 

讲解 第 一 ,和 弄 清 问题 

问题 1 你 要 求 的 是 什么 ? 

要 求 的 是 几何 体 的 体积 ,在 思维 中 的 位 置 用 一 个 单 点 下 象征 性 
地 表示 出 来 (图 2 一 1). 


ep 图 示 


图 2-1 

问题 2 你 有 些 什么 ? 

我 们 在 图 形 上 增加 3 个 已 知 量 a ,6,h. 相 应 地 ,在 图 示 处 添上 3 
个 新 点 a ,5,h .它们 与 下 之 间 有 一 条 鸿沟 ,这 象征 着 尚未 解决 问题 . 
我 们 的 目标 就 是 将 未 知 量 下 与 已 知 量 a ,6 和 有 联系 起 来 (图 2 一 2). 

第 二 ,拟定 计划 

问题 3 怎样 才能 求 得 F? 

由 于 我 们 知道 棱柱 ,棱锥 的 体积 公式 ,而 棱 台 的 几何 结构 告诉 我 
们 , 棱 台 可 以 看 成 用 一 个 平行 于 底面 的 平面 从 一 个 大 棱锥 中 截 去 一 


参考 文献 [27] 波 利 亚 .怎样 解 题 ,P.226 ,谚语 的 智慧 ,有 的 译 为 格言 的 
学 问 . 
@@ ” 转 引 自 参考 文献 [28j] 波 利 亚 . 数 学 的 发 现 ,第 二 卷 ,第 七 章 . 
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图 2-2 
个 小 棱锥 所 生成 . 如 果 我 们 知道 了 这 两 个 棱锥 的 体积 B 和 A ,我 们 


就 能 求 出 棱 台 的 体积 
F=B-A. 

我 们 在 图 上 引进 两 个 新 的 点 A 和 B, 用 斜 线 把 它们 与 下 联结 起 来 ， 

以 此 表示 这 三 个 量 之 间 的 关系 (图 2 一 3). 


图 2-3 


问题 4 怎样 才能 求 得 A 与 B? 
依据 棱锥 的 体积 公式 ,只 需求 出 两 个 棱锥 的 高 .特殊 地 ,一 且 求 


出 小 棱锥 的 高 x ,大 棱锥 的 高 显然 为 ( 工 + 户 ). 
我 们 在 图 示 上 引进 一 个 新 的 点 工 , 用 斜 线 把 4 和 z,A 和 a 联 


结 起 来 ,表示 由 并 和 a 能 得 出 4; 类 似 地 ,用 斜 线 分 别 联 结 B 和 64,B 
和 户 ,有 和 ,表示 B 能 由 5b,h 和 zx 得 出 (图 2 一 4). 
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问题 5 怎样 才能 求 得 x? 

为 使 林 知 数 x 与 已 知 数 a ,6b,h 联系 起 来 ,我 们 进行 “平面 化 ”的 
思考 ,用 一 个 通过 高 以 及 底面 一 边 上 的 中 点 的 平面 去 截 这 两 个 棱锥 ， 
有 全 VPO1OA 人 A VQO,s, 从 而 ( 见 图 2 一 5) 


这 样 , 我 们 就 可 由 已 知 的 a,b 和 hh 去 求 得 x .在 图 示 中 , 便 可 用 斜 线 
把 x 和 a ,x 和 hh ,x 和 8 联结 起 来 ,至 此 ,我 们 就 在 下 和 已 知 数 a ,0， 
hh 之 间 建 立 起 了 一 个 不 中 断 的 联络 网 . 
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第 三 ,实现 计划 
1. 由 a,b,h 表示 久 : 
工 a _ah 
rth bY pa 
2. 由 a,x 表示 A, 由 b,x,hh 表示 B: 
a oh 
A=300- a) B= -a) 
3. 由 A,B 求 F: 
F=B-A 
_ (6 -a )h 
3(b~a) 


= (a?+ab+b?), 

第 四 ,回顾 

1. 在 方法 上 ,这 是 “分 析 法 "的 一 次 成 功 应 用 . 从 结论 出 发 往 前 
找 充分 条 件 ,为 了 求 下 ,我 们 需要 求 A,B; 为 了 求 A,B ,我们 需要 求 
了 ;最 后 x 可 求 ,问题 的 思路 就 畅通 了 . 书写 恰好 次 序 相 反 . 这 个 例子 
显示 了 分 析 与 综合 的 关系 “分 析 自 然 先行 ,综合 后 继 ; 分 析 是 创造 ， 
综合 是 执行 ;分 析 是 制定 一 个 计划 ,综合 是 执行 这 个 计划 ”Q@. 

2. 数学 思想 上 ,这 是 “组 合 与 分 解 " 的 一 次 成 功 应 用 . 首先 把 楼 
台 补充 (组 合 ) 为 棱锥 ,然后 再 把 棱锥 截 成 (分 解 ) 棱 台 , 这 种 想法 在 求 
棱锥 体积 时 已 经 用 过 , 它 又 一 次 向 我 们 展示 ， 能 割 善 补 " 是 解决 立体 
儿 何 问题 的 一 个 诀窍 . 

3, 在 公式 的 一 般 性 上 , 当 a=0 时 ,得 出 棱锥 的 体积 ; 当 a = 1 
时 ,得 出 棱柱 的 体积 . 这 也 是 “特殊 化 "的 检验 @. 


2-1-2 波 利 亚 解 题 思想 初探 
对 于 波 利 亚 的 解 题 表 及 有 关 著 作 , 人 们 从 不 同 的 角度 阐发 了 波 


@D 他 见 参考 文献 [27] 波 利 亚 . 怎样 解 题 ,P.145,P.60. 
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利 亚 解 题 思想 的 本 质 , 真 详 ,核心 等 .我 们 归结 为 4 个 要 点 : 程序 化 
的 解 题 系统 ,启发 式 的 过 程 分 析 , 开 放 型 的 念头 诱发 ,探索 性 的 问题 
转换 . 

1. 程序 化 的 解 题 系统 

怎样 解 题 表 ,就 怎样 解 题 ” “教师 应 教学 生 做 些 什么 "等 问题 ， 
-设计 了 一 个 4 步骤 的 程序 一 一 型 清 问题 .拟定 计划 .实现 计划 .回顾 ， 
从 而 描绘 出 解 题 理论 的 一 个 总 体 轮廓 ,也 组 成 了 一 个 完善 的 解 题 教 
学 系统 .这 个 系统 集 解 题 思想 . 解 题 过 程 解 题 思路 . 解 题 方法 等 于 一 
身 , 融 理论 与 实践 于 一 体 ,即使 在 具体 而 细节 的 问题 上 ,这 个 程序 也 
有 利于 纠正 学 生 中 一 些 普遍 性 的 毛病 ,如 急于 计算 出 结果 而 不 认真 
分 析 题 意 ,盲目 推理 而 不 注意 拟定 计划 ,束手无策 而 不 善于 加 工 信 
息 , 以 及 忽视 研究 问题 的 细节 与 发 展 等 .另外 ,这 种 程序 把 最 后 一 步 ， 
即 全 面 地 .有 分 析 地 领会 所 得 解法 ,作为 解 题 工 作 的 必要 环节 而 固定 
下 来 ,也 是 一 个 非常 有 远见 的 做 法 ,反映 了 作者 长 期 数学 研究 的 宝贵 
经 验 . 

波 利 亚 把 教会 学 生 解 题 看 做 是 教会 学 生 思考 ,培养 他 们 独立 探 
索 能 力 的 一 条 主要 而 有 效 的 途径 .在 《数学 的 发 现 》 一 书 中 ,他 设计 了 
一 个 学 会 解 题 的 程序 . 从 模仿 到 模式 ,再 向 着 - 般 方 法 ,其 精神 实质 
与 解 题 表 是 一 脉 相 承 的 . 这 两 本 书 都 论述 “怎样 解 题 ,都 给 出 了 程 
序 ,但 波 利 亚 本 人 并 没有 试图 绘 出 解 题 的 一 套 琐碎 而 呆板 的 模式 ,而 
是 制定 了 一 个 “探索 法 小 词典 ,读者 可 以 通过 阅读 词典 来 开阔 思路 、 
指导 实践 ,自己 学 会 怎样 解 题 . 这 两 本 书 " 只 不 过 指出 了 一 般 的 方向 ， 
而 留 给 学 生 去 做 的 还 很 多 "由 . 

2. 启发 式 的 过 程 分 析 

波 利 亚 本 人 在 《怎样 解 题 》- 书 的 序言 中 说 过 :作者 还 记得 自己 
的 学 生 时 代 , 那 时 他 是 一 个 有 雄心 的 学 生 ,渴望 去 弄 懂 数 学 和 物理 . 
他 听课 ,读书 ,尝试 去 了 解 所 提出 的 种 种 解答 与 事实 ,但 有 一 个 问题 


CD” 见 参考 文献 [27] 波 利 亚 . 怎样 解 题 ,P.4. 
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却 一 再 使 他 感到 困扰 ,这 就 是 :是 的 ,这 个 解答 好 像 还 行 , 它 看 起 来 
是 正确 的 ,但 怎样 才能 想 出 这 样 的 解答 呢 ? 是 的 ,这 个 实验 好 像 述 
行 , 它 看 起 来 是 个 事实 ,但 别人 是 怎样 发 现 这 样 的 事实 的 ? 而 县 我 月 
己 怎 样 才能 想 出 或 发 现 它 们 呢 ?' 今 天 作者 正在 大 学 里 讲授 数学 ,他 
认为 或 者 期 望 他 的 某 些 热衷 的 学 生 会 提出 类 似 的 问题 ,并 且 他 试图 
去 满足 他 们 的 好 奇 心 ,不 仅 试 图 去 弄 清楚 这 个 或 那个 问题 的 解答 ,而 
且 要 了 解 这 个 解答 的 出 发 点 与 方法 ,并 把 这 些 向 其 他 人 加 以 阐述 ,于 
是 终于 导致 他 写 出 本 书 .” 

这 段 自述 清楚 表明 , 波 利 亚 是 自觉 地 承担 起 “复兴 "启发 法 的 重 
任 的 ,他 所 要 进行 的 工作 正 是 ,剖析 解 题 的 思维 过 程 ,通过 了 解 解 题 
过 程 来 研究 “发 现 和 发 明 的 方法 和 规则 ”. 波 利 亚 问 “怎样 才能 想 出 这 
样 的 解答 呢 ?”“ 我 自己 怎样 才能 想 出 或 发 现 它们 呢 ? 既 驱 使 人 们 去 
分 析 解 题 过 程 ,又 要 求人 们 去 总 结 发 现 的 规律 ， 

波 利 亚 自己 , 则 以 数学 大 师 的 风采 ,流畅 生动 的 文笔 ,把 解 题 的 
数学 思维 过 程 剖 析 得 淋 演 尽 致 ,一 张 怎 样 解 题 表 ， -个 思维 活动 的 
“正方 形 "( 见 $3-2 一 3)0, 一 个 慢 镜 头 的 “ 师 生 ” 对 话 录 , 既 是 对 和 解 
题 过 程 的 深刻 揭示 ,又 是 对 解 题 规律 的 简练 概括 . 

波 利 亚 书 中 的 例题 ,其 实 就 是 对 典型 例题 进行 解 题 过 程 的 分 析 . 

3. 开放 型 的 念头 诱发 

“可 能 会 有 这 样 的 情况 : 一 个 学 生 想 出 了 一 个 异常 好 的 念头 ,于 
是 跳 过 所 有 的 预备 步骤 ,解答 就 脱口 而 出 了 . 如 此 幸运 的 念头 当然 是 
求 之 不 得 的 ,但 是 也 可 能 发 生 很 不 如 愿 和 很 不 走运 的 事 ， 即 学 生 通 
过 上 述 4 阶段 中 的 任何 一 个 阶段 都 没有 想 出 好 念头 " 咏 . 波 利 亚 强 测 
指出 :“ 老 师 为 学 生 所 能 做 的 最 大 的 好 事 是 通过 比较 自然 的 帮助 , 促 
使 他 自己 想 出 一 个 好 念头 ."S 波 利 亚 的 解 题 表 - -口气 使 用 了 30 多 


参考 文献 [28! 波 利 亚 . 数学 的 发 现 ,第 二 卷 ,P.104. 
见 参考 文献 127] 波 利 亚 . 引 样 解 题 ,P.6. 
见 参考 文献 [27] 波 利 亚 . 怎样 解 题 ,P.9. 
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个 回 号 ,每 一 个 都 在 向 读者 诱发 解 题 的 念头 “我 们 表 中 的 问题 和 建 
议 并 不 直接 提 到 念头 ;但 实际 上 ,所 有 的 问题 和 建议 都 与 它 有 关 生 
了 解 问题 是 为 好 念头 的 出 现 作 准备 ;制订 计划 是 试图 引发 它 ;在 引发 
之 后 ,我 们 实现 它 ;回顾 此 过 程 和 求解 的 结果 ,我 们 是 试图 更 好 地 利 
用 它 "， 

这 里 说 的 念头 ,其 实 就 是 开展 积极 活路 的 思维 活动 .产生 念头 与 
找 出 解 题 途径 完全 可 以 理解 为 同 义 语 .那么 产生 念头 的 基础 是 什么 
呢 ? 波 利 亚 的 回答 是 必 过 去 的 经 验 和 已 有 的 知识 " “如 果 我 们 对 该 
论题 知识 贫乏 ,是 不 容易 产生 好 念头 的 . 如 果 我 们 完全 没有 知识 , 则 
根本 不 可 能 产生 好 念头 . "了 

那么 “念头 有 什么 用 ”? 波 利 亚 说 性 它 会 给 你 指出 整个 或 部 分 
解 题 途径 , 它 或 多 或 少 地 清楚 地 向 你 建议 该 怎么 做 .念头 多 多 少 少 还 
是 完整 的 . 如果 你 有 一 个 念头 ,你 就 够 幸运 的 了 . "由 波 利 亚 一 再 告 诚 
我 们 :无论 如 何 ,你 应 当 感 谢 所 有 的 念头 ,感谢 那些 次 要 的 念头 , 感 
谢 那 些 模 糊 的 念头 ,也 感谢 那些 使 模糊 念头 得 以 纠正 的 补充 性 念头 . 
即使 你 暂时 还 没有 发 现 什 么 有 价值 的 新 念头 ,但 如 果 你 对 问题 的 概 
念 更 完全 了 ,或 者 更 连贯 .更 和 谐 或 者 更 平衡 了 , 那 你 也 应 当 表 示 感 
谢 . ">* 世 许 有 些 念头 会 把 你 引入 歧途 人 S”, 但 这 并 不 可 怕 ,“ 在 明 最 
失败 的 尝试 和 -- 度 犹 阶 不 决 之 后 "会 “突然 内 出 -个 “好 念头 "O”, 最 
糟糕 的 是 没有 任何 念头 ,还 “ 繁 头 果 脑 地 二 等 着 某 个 念头 的 降临 ,而 
不 会 做 任何 事情 去 加 速 其 来 到 ”. 包 

波 利 亚 一 再 提 到 “好 念头 " ,其实 这 就 是 直觉 .顿悟 或 灵感 “ 想 出 
-个 好 念头 是 一 种 “灵感 运动 "加 “想象 力 有 了 一 个 突然 的 跳跃 , 产 
生 了 一 个 好 念头 ,这 是 天 才 的 一 次 闪烁 "四 “什么 是 好 念头 ?是 我 们 
观点 上 的 重大 突变 ,我 们 看 问题 方式 的 一 个 骤然 变动 ,在 解 题 步 又 力 

个 ”在 人 《怎样 解 题 光 - 书 中 ,出 现 * 念 头 "这 个 词 不 下 由 五 十 次 . 

2 39DD08GB@@ 见 参考 资 文献 127] 波 利 亚 . 怎样 解 题 ,P.159.P.9， 
P.35,P.36,P.36,P.9,P.94. ,P.58,P.59 
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面 的 一 个 刚刚 露头 的 有 信心 的 预感 ”中 

波 利 亚 关于 念头 的 种 种 议论 , 正 是 开展 积极 思维 活动 的 激发 与 

4. 探索 性 的 问题 转换 

这 里 说 的 “问题 转换 ” ,在 《怎样 解 题 》 书 中 也 叫 * 变 化 问题 ”“ 题 
日 变更 ”, 它 揭示 了 探索 解 题 思路 的 途径 与 实质 . 波 利 亚 强 调 :“ 解 题 
的 成 功 要 靠 正 确 思 路 的 选择 ,要 靠 从 可 以 接近 它 的 方向 去 攻击 堡 琶 . 
为 了 找 出 哪个 方面 是 正确 的 方面 , 哪 一 侧 是 好 接近 的 一 侧 , 我 们 从 各 
个 方面 .各 个 侧面 去 试验 ,我 们 变化 问题 . ”2“ 变 化 问题 使 我 们 引进 
了 新 的 内 容 , 从 而 产生 了 新 的 接触 ,产生 了 和 我 们 问题 有 关 的 元 素 接 
触 的 新 可 能 性 ”. 3“ 新 间 题 展现 了 接触 我 们 以 前 知识 的 新 可 能 性 , 它 
使 我 们 作出 有 用 接触 的 希望 死 而 复苏 .通过 变化 问题 ,显露 它 的 某 个 
新 方面 ,新 问题 将 重新 使 我 们 的 兴趣 油 然 而 生 ” 史 . 

在 “怎样 解 题 " 表 中 , 波 利 亚 拟 出 了 启 引 我 们 不 断 转 换 问 题 的 … 
批 问 句 与 建议 :把 问题 转化 为 一 个 等 价 的 问题 ,把 原 问题 化 归 为 一 个 
已 解决 的 问题 ,去 考虑 一 个 可 能 相关 的 问题 , 先 解决 一 个 更 特殊 的 、 
或 更 一 般 的 问题 …… 那些 启发 新 念头 的 问 句 ,也 往往 与 问题 转换 有 
关 .…“ 如 果 我 们 不 用 题目 变更 ,几乎 是 不 能 有 什么 进展 的 " 包 这 
就 是 波 利 亚 的 结论 . 

综 上 所 述 ,“ 解 题 系统 "是 波 利 亚 解 题 思想 的 整体 轮廓 , “分 析 解 
题 过 程 ” 是 波 利 亚 解 题 思想 的 内 在 核心 , “念头 诱发 "是 波 利 亚 解 题 思 
想 的 外 在 表现 , “问题 转换 "是 波 利 亚 解 题 思想 的 具体 实现 . 这 张 表 体 
现 了 解 题 过 程 是 积极 思维 活动 的 实质 ,也 抓 住 了 思维 活动 中 最 富 于 
创造 性 的 成 分 提出 问题 ,并 且 为 不 断 提出 问题 .不 断 解决 问题 的 
积极 思维 活动 提供 了 一 个 合理 的 框架 (关于 解 题 过 程 中 思维 活动 的 
性 质 请 参见 § 3 一 2 一 3). 

ZHDSD 见 参考 文献 127] 波 利 亚 . 怎样 解 题 , PP.158.P.209,P.209， 
P.210,P.157. 
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数学 家 的 真实 的 思维 过 程 ,常常 被 最 终 的 简洁 成 果 掩 盖 着 ,我 们 
虽然 不 知道 ,但 是 我 们 可 以 模拟 .可 以 仿真 ,从 而 做 出 示范 .下 面 一 个 
直接 取 自 波 利 亚 原文 的 例子 ,将 有 助 于 我 们 熟悉 一 下 研究 的 气氛 . 

例 2-3 《数学 的 发 现 )( 第 二 卷 )P'84 8$10.2 的 例子 . 

我 要 冒昧 地 向 读者 谈 一 个 小 小 的 经 验 .我 将 叙述 -- 个 简单 但 又 
不 太平 常 的 几何 定理 ,并 把 一 系列 引导 到 它 的 证 明 的 想法 重新 整理 
出 来 .我 将 缓慢 地 ,非常 缓慢 地 去 作 ,逐个 地 ,一 个 接 一 个 地 把 线索 揭 
示 出 来 .我 想 在 我 讲 完整 个 情节 之 前 ,读者 就 会 抓 住 主要 想法 了 ( 除 
非 有 什么 特殊 情形 ). 但 是 这 个 主要 想法 比较 出 人 意外 ,所 以 读者 在 
这 里 可 以 体验 到 一 个 小 小 发 现 的 喜悦 . 

题 A 如 果 3 个 有 相同 半径 的 圆 过 一 点 , 则 通过 它们 的 另外 3 
个 交点 的 圆 具 有 相同 的 半径 .[1927 年 匈牙利 竞赛 题 ] 

这 是 我 们 要 证 的 定理 . 它 的 叙述 简短 而 明确 ,但 是 没有 把 细节 充 
分 清晰 地 表达 出 来 .如 果 我 们 作 一 图 (图 2-6), 并 且 引 进 适当 的 符 
号 , 便 得 到 下 列 更 明确 的 复述 : 


题 B 3 个 圆 上 ,/,m 具有 相同 的 半径 x, 并 通过 同一 点 0. 此 
外 ,! 和 mm 相交 于 点 A,m 和 相交 于 点 B,k 和 / 相交 于 点 C. 则 通 
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过 A,B,C 的 阅 e 的 半径 也 是 r. 

图 2-6 面 出 了 4 个 圆 &,1,m 和 e 以 及 它们 的 4 个 交点 A,B， 
C 和 O. 这 个 图 画 得 不 其 圆满 , 它 既 不 简练 ,也 不 完全 ;有 些 东 西 好 像 
漏 掉 了 ; 某 些 本 质 性 的 东西 似乎 没有 画 进 去 . 

我 们 处 理 的 是 圆 , 圆 是 什么 ? 圆 由 中 心 和 半径 确定 , 它 所 有 的 点 
到 中 心 的 距离 都 等 于 半径 的 长 . 我们 在 图 上 看 不 到 这 个 共同 的 半径 
六 ,这 样 我 们 就 没有 把 假设 中 的 一 个 基本 部 分 考虑 进来 .因此 让 我 们 
引进 各 向 的 中 心 , 的 圆心 K ,! 的 圆心 上 和 xm 的 圆心 M .我 们 应 当 
在 哪儿 通 出 半径 > 呢 ? 我 们 似乎 没有 理由 把 3 个 给 定 圆 &,/ 入 
中 任 -… 个 及 3 个 交点 A,B 和 C 申 任 一 个 放 在 优 于 其 他 图 及 点 的 地 
位 上 ,于 是 我 们 就 把 3 个 圆 的 中 心 分 别 与 3 个 交点 联结 起 来 ; K 联 
结 B,C 和 〇 ,等 等 . 

结果 得 到 的 是 一 张 拥挤 的 图 (图 2-7). 这 里 面 有 这 么 多 的 线段 
和 弧 , 使 得 我 们 很 不 便于 去 “观察 " 它 ,所 以 这 张 图 “还 是 站 不 住 脚 ” 
它 有 点 像 老 式 杂志 上 的 某 些 画面 ,这 种 画 有 不 止 一 种 效果 ,如 果 你 按 
通常 的 方式 去 看 它 , 它 是 -个 图 像 ,可 是 如 果 你 转 到 另 -个 位 置 再 换 

-种 特殊 方式 去 看 它 ,那么 另 一 个 图 像 就 会 突然 闪现 在 你 面前 ,并 对 

第 -个 图 像 发 表 某 些 底 谐 的 评论 0. 你 能 从 我 们 这 张 塞 满 了 直线 段 
和 图 的 图 中 看 出 有 第 一 种 含意 的 图 像 吗 ? 

我 们 也 许 会 一 下 子 看 出 隐藏 在 塞 满 了 的 画面 里 的 真正 图 形 ,也 
可 能 是 逐渐 地 把 它 认 了 出 来 .我 们 可 能 是 在 努力 解 题 的 过 程 中 ,也 可 
画 一 下 我 们 的 不 完满 图 形 时 ,我 们 也 许 会 注意 到 整个 图 形 是 由 它 的 
直线 形 部 分 确定 的 (图 2 一 8). 


@ 这 里 有 注意 的 转移 或 “ 认 知 框架 "的 转移 ， 比如 图 | | 一 会 是 平面 的 、 
一 会 是 空间 的 ,一 会 是 凸 出 来 的 ,一 会 是 止 进去 的 . 
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图 2-7 图 2-8 


注意 到 这 一 点 看 来 是 重要 的 ,因为 它 确 实 把 几何 图 形 简化 了 ,而 
且 还 可 能 改进 了 它 的 逻辑 状况 . 它 使 我 们 能 把 定理 复述 为 下 列 形式 . 
题 C 如 果 9 条 线段 
KO, KC, KB, 
LC, LO, LA, 
MB, MA, MO, 
都 等 于 x, 则 必 存 在 一 点 玉 , 使 得 下 列 3 条 线段 
EA, EB, EC 
都 等 于 . 
定理 的 这 种 叙述 法 把 我 们 的 注意 力 引 向 图 2- 8. 这 个 图 形 是 有 
吸引 力 的 , 它 使 我 们 想起 一 些 熟悉 的 东西 . (想起 什么 ?) 
当然 ,在 图 2- 8 中 ,由 假设 , 某 些 四 边 形 如 OLAM 的 四 条 边 相 
等 ,它们 是 六 形 .菱形 是 我 们 熟悉 的 对 象 , 认 出 它 之 后 ,我 们 就 能 更 好 
地 “观察 "这 个 图 形 了 . (整个 图 形 使 我 们 想起 什么 ?) 
菱形 的 对 边 是 平行 的 .依据 这 一 点 ,我 们 就 能 把 图 2 一 8 中 的 9 
条 线段 分 成 3 类 ,同一 类 中 的 线段 警 如 像 AL ,MO 和 BK 是 彼此 于 
行 的 . (现在 这 个 图 形 使 我 们 想起 什么 ?) 
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我 们 不 应 该 把 我 们 要 去 求 的 结论 忘掉 
了 .让 我 们 假定 这 个 结论 是 对 的 .在 图 中 引进 
。 的 中 心 下 ,和 以 A,B,C 为 端点 的 3 条 
半径 ,我 们 就 得 到 了 (假设 的 ) 更 多 的 萎 形 ,更 所 
多 的 平行 线段 , 见 图 2 -9 (现在 整个 图 形 使 
我 们 想起 什么 ?) 

当然 ,图 2-9 是 平行 六 面体 12 条 棱 的 图 2-9 
个 投影 图 形 , 它 的 特殊 性 在 于 所 有 的 楼 的 
投影 长 度 都 相等 

因此 ,图 2 -8 是 一 个 “不 透明 的 ”平行 六 面体 的 投影 ,我 们 只 看 
到 了 它 的 3 个 面 ,7 个 顶点 和 9 条 楼 ,还 有 3 个 面 ,1 个 顶点 和 3 条 校 
在 这 个 图 中 看 不 出 来 ,所 以 图 28 只 是 图 2-9 的 -部 分 ,但 是 这 一 
部 分 就 决定 了 整个 图 形 . 如 果 这 个 平行 六 面体 和 投影 方向 是 选择 得 
使 得 9 条 楼 的 投影 如 图 2 -8 所 示 那 样 都 等 于 (根据 假设 它们 应 该 
这 样 ), 那 么 剩 下 的 3 条 楼 的 投影 也 一 定 等 于 .这 3 条 长 为 + 的 线 
是 从 看 不 见 的 第 8 个 顶点 的 投影 出 发 的 ,而 这 个 顶点 的 投影 就 是 
通过 点 A,B 和 C 半径 为 的 圆 的 中 心 ， 

这 样 ,我 们 就 证 明了 定理 .这 个 证 明 意外 地 用 了 一 个 美术 家 的 要 
念 ,把 平面 图 形 看 做 是 立体 的 一 个 投影 

(这 个 证 明 用 了 立体 几何 的 概念 . 我 希望 这 样 做 没什么 大 错误 ， 
即使 有 错 也 容易 纠正 .现在 我 们 可 以 很 简单 地 把 中 心 的 位 置 定 下 
来 ,而 且 很 容易 不 依赖 任何 立体 儿 何 的 知识 去 检查 EA , EB 和 EC 
的 长 度 . 不 过 这 里 我 们 不 再 这 样 做 了 1)GD] 


”笔者 在 此 给 出 一 个 向 量 解法 , 它 不 难 改 写 为 综合 几何 的 方式 .如 图 2- 


6, 有 AB= OB-OA= (OM+OK) (OM+OL)=OK- OL=LK. 同 理 BC= ML， 


CA=KM 得 人 ABC 忆 入 KLM, 两 三 角形 的 外 接 贺 为 等 圆 . 


第 二 章 ” 解 题 观点 (一 ) 59 


这 个 例子 充分 体现 了 波 利 亚 解 题 的 风格 .下 面 ,我 们 收集 了 对 波 
利 亚 解 题 著作 的 各 种 看 法 ,作为 本 节 的 结束 . 

1. 郑 秒 信教 授 在 “ 评 Polya 的 代表 作 《 数 学 的 发 现 》” 一 文中 认为 
该 书 有 3 点 不 足 中 : 

(1) 突出 重点 与 面面俱到 . 

从 总 体 上 说 《数学 的 发 现 ?一 书 的 论述 是 重点 突出 的 一 一 突出 
了 解 题 的 理解 ,学习 与 教学 ;然而 ,在 有 些 章节 ,特别 是 在 关于 思维 活 
动 的 分 析 中 ,有 时 也 给 人 以 一 种 力求 面面俱到 的 感觉 .例如 , 书 中 包 
括 了 一 些 没 有 分 析 的 描述 (如 第 10 章 关 于 决定 性 思想 的 出 现 的 描 
述 ) ,这 样 就 在 -- 定 程度 上 冲淡 了 主题 . 如 果 删 除 这 些 部 分 的 话 ,全 局 
可 能 会 显得 更 加 精练 . 

(2) 解决 问题 与 发 现 问题 . 

就 数学 发 现 而 言 ,问题 的 发 现 与 问题 的 解决 具有 同样 的 重要 性 
(甚至 更 为 重要 ); 但 是 在 《数学 的 发 现 》 一 书 中 ,虽然 也 对 问题 的 发 现 
(特别 是 类 比 与 归纳 法 的 应 用 ) 作 了 一 定 的 分 析 ( 第 15 章 ), 但 从 整体 
上 说 ,对 此 是 重视 不 够 的 .另外 ,对 于 怎样 由 实际 问题 去 抽象 出 相应 
的 数学 问题 ,作者 也 有 所 忽视 . 

(3) 自发 与 自觉 . 

由 于 作者 对 辩证 思维 只 是 一 种 自发 .而 不 是 自觉 的 运用 ,因此 也 
就 势必 有 它 一 定 的 局 限 之 处 : 具体 地 说 ,在 方法 论 ( 特 别 是 思想 方 
法 ) 的 分 析 中 ,有 时 就 未 能 上 升 到 应 有 的 高 度 . 

2. 斯 托 利 亚 尔 在 《数学 教育 学 》(P.199) 中 认为 : 波 利 亚 的 书 是 
对 数学 教育 学 的 极 重 要 的 贡献 , 它 应 该 是 每 个 教 或 者 想 教学 生 解 题 
方法 的 人 都 要 专门 研究 的 对 象 .但 这 本 书 也 会 让 那些 想 在 一 般 解法 
里 寻找 解 任何 题 的 钥匙 的 人 失望 . 如果 我 们 已 完成 了 波 利 亚 的 一 切 
建议 ,这 也 并 不 意味 着 我 们 已 经 会 解 任何 题 了 . 书 中 种 种 建议 的 作用 
只 是 它们 能 够 促进 形成 在 求解 过 程 中 推理 的 结构 ,使 解 题 者 正确 地 


人 见 数学 研究 与 评论 ,1983,1,P.213. 
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求解 ,提高 寻找 成 功 的 可 能 性 并 减少 求解 作用 的 时 间 . 

3. 过 伯 祥 在 《数学 教育 研究 导 引 》(P.247) 中 说 过 : 今天 看 来 ， 
我 认为 , 波 氏 思想 在 国内 中 学 数学 教育 界 的 影响 既 不 广泛 ,也 并 不 深 
刻 .除了 受 各 级 考试 制度 的 束缚 等 原因 , 波 氏 著作 本 身 也 不 无 一 些 

波 氏 著作 中 一 批 典范 例子 的 问题 .证明 与 解 的 发 现 过 程 的 分 析 ， 
的 确 讲解 得 非常 精彩 .然而 ,有 的 例子 ,中 学 课程 是 不 涉及 的 (如 多 面 
体 的 欧 拉 公 式 .等 周 问题 等 ) ,我 国 的 中 学 数学 教师 中 的 多 数 人 ,向 来 
比较 现实 ,就 这 样 ,“ 有 阳春 白雪 ”“ 和 "的 人 自然 就 少 了 些 了 . 

再 则 , 读 波 氏 闭 作 中 关 填 解 题 过 程 的 理论 的 一 般 说 明 的 大 段 文 
字 ( 有 的 地 方 似 可 更 精练 - 些 的 ), 最 好 需 有 个 人 长 期 独立 解难 题 的 
体验 为 背景 , 才 易 于 与 书 中 的 论述 ,语言 发 生 共 鸣 

4. 王 梓 坤 院士 在 《高 等 数学 解 题 过 程 的 分 析 和 人 研究》( 钱 昌林 
著 ) 序 中 说 : 国际 上 ,关于 数学 教育 的 名 著 也 密 若 晨星 ,影响 较 大 的 ， 
也 许 数 美 籍 匈牙利 数学 家 教育 家 波 利 亚 (G: Polya) 的 三 部 姐妹 作 
《数学 与 猜想 》《 怎 样 解 题 》《 数 学 的 发 现 》, 它 们 影响 很 大 , 确 是 名 
作 ,不 过 他 熟悉 的 是 西方 的 教育 ,对 中 国 的 教育 .中 国人 思维 的 特点 ， 
并 不 太 了 解 .因此 ,我 们 更 需要 切合 我 国 实际 的 相应 著作 . 

5. 庞 征 球 等 在 “ 波 利 亚 数学 教育 思想 简略 述评 ”"D 中 认为 :从 波 
利 亚 的 科学 研究 活动 看 ,他 的 世界 观 充满 了 唯物 论 和 辩证 法 .但 由 于 
他 生活 的 历史 年 代 和 社会 环境 的 影响 ,他 的 个 别 数学 教育 观点 ,难免 
有 以 偏 概 全 之 兹 .如 前 所 述 , 数 学 教育 的 目的 ,应 当 培养 学 生 在 知识 、 
技能 、 能 力 和 个 性 品质 等 几 方 面 的 协调 发 展 .学 生 只 有 在 丰富 的 知识 
的 基础 上 ,才能 形成 技能 与 能 力 , 才 能 协调 整个 思维 系统 智力 功能 的 
发 展 以 形成 良好 的 认 知 结构 …… 波 利 亚 则 过 分 泻 染 和 强调 技能 与 能 
力 ,而 对 基础 知识 的 传授 有 所 忽视 ,贯穿 他 的 教育 思想 中 这 一 基本 观 
点 是 值得 商检 的 . 


@” 见 数学 教育 学 报 ,1993,3,P.34 
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6. 天 津 宝 雹 县 教师 进修 学 校 高 级 教师 杨 世 上 明 ( 笔 名 杨 之 ) 认 为 ， 
波 利 亚 著作 的 核心 思想 是 “动因 说 " ,努力 摸 清 促使 人 们 发 现 解法 , 找 
到 思路 的 动因 外. 

7. 舟山 师 专 过 伯 祥 老师 对 波 利 亚 的 数学 发 现 图 式 提出 “念头 
说 ", 认 为 有 关 念 头 的 种 种 议论 ,蕴涵 着 波 利 亚 数 学 发 现 思想 的 


真 详 @， 
对 波 利 亚 的 解 题 观 ,过 伯 祥 老师 还 提出 “变更 题目 "的 观点 ,并 1 


认为 是 否 真 正 领悟 波 利 亚 的 解 题 思想 中 的 这 一 精 艇 ,是 检测 我 们 是 
和 否 理 解 波 利 亚 的 解 题 观 的 惟一 试剂 号 

8. 任 樟 辉 在 参考 文献 [ 26](P.103) 中 写 道 : 美国 数学 教育 家 乔 
治 - 波 利 亚 在 著名 的 “怎样 解 题 表 ”中 已 经 提出 了 许多 与 知识 组 块 思 
想 关 联 的 启发 性 问题 . 允许 学 生 考虑 诸如 “与 此 有 关 的 问题 " “相同 
的 问题 而 形式 稍 有 不 同 " “熟悉 的 问题 "“ 更 普遍 的 问题 " “更 特殊 
的 问题 类比 的 问题 ” “问题 的 一 部 分 "等 .我 国 也 有 人 作 这 方面 的 
数学 教育 实验 研究 ,证 实 了 在 解 代数 方程 应 用 题 时 ,学 生 先 要 从 问题 
中 看 出 某 种 熟悉 的 东西 ,然后 以 此 为 索引 ,唤起 相应 的 解 题 方法 , 作 
出 解答 .而 “此 题 像 什么 类 型 ?”“ 这 题 像 XX 类 型 吗 ?" 等 问题 有 助 十 
不 能 解 题 的 学 生 认 出 模式 ,正确 解 题 由 . 还 有 人 提出 了 ”反应 块 与 块 
状 思 维 " 及 "平面 三 角 反 应 块 体系 "@. 


2-1-3 设计 更 多 的 解 题 表 


我 国 著名 学 者 徐 利 治 教授 曾经 提出 研究 波 利 亚 的 两 项 重要 件 
务 ,. -是 培养 和 造就 一 批 波 利 亚 型 的 数学 工作 者 , -是 按照 波 利 亚 的 


中 杨 之 .信息 与 解 题 .福建 中 学 数学 ,1987,4,P.14 

四 ”过 伯 祥 . 波 利 亚 的 数学 发 现 图 式 .国内 外 中 学 数学 ,1985,4,P.6 
@ 过 伯 祥 . 波 利 亚 的 解 题 观 .中 等 数学 ,1988,2.P.2. 

®” 施 铁 如 . 解 代数 应 用 题 的 认识 模式 ,心理 学 报 ,1985,3. 

已” 见 参考 文献 [23j] [24]. 
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思想 改革 数学 教材 和 教学 方法 .能 够 把 这 两 项 任务 结合 起 来 的 一 个 
措施 是 , 对 于 不 同 的 课程 ,对 于 教学 的 不 同 阶段 ,设计 具体 的 解 

作为 示例 ,下 面 介 绍 5 张 表 , 表 1 是 针对 数学 某 一 专题 的 (应 用 
题 ), 表 2 是 针对 教学 某 一 阶段 的 (平面 几何 人 门 ), 表 3 具有 某 种 一 
般 性 , 表 4 是 面 对 大 学 数学 的 , 表 5 是 一 般 性 的 . 

1. 列 方程 解 应 用 题 的 解 题 表 

“怎样 解 应 用 题 " 是 从 小 学 就 开始 的 一 个 难点 课题 . 初 一 的 一 次 
方程 (组 ), 初 二 的 二 次 方程 (组 )、 初 三 的 解 三 角形 都 有 应 用 题 ,这 一 
方面 给 教学 带 来 了 困难 , 另 一 方面 又 为 发 展 学 生 思 维 提 供 了 机 会 . 
“ 正 是 由 于 有 问题 有 困难 , 才 为 积极 的 思维 训练 提供 了 优质 的 素材 ， 
才 为 发 展 学 生 的 思维 能 力 和 提高 学 生 的 数学 素质 提供 了 良好 的 机 
会 . ”0D 勇敢 地 面 对 数学 思想 最 为 丰富 、 最 为 深刻 的 地 方 ,进行 深入 
的 挖掘 和 充分 的 暴露 , 正 是 讲授 艺术 最 迷人 .最 勾魂 也 最 惊心动魄 的 
“无 限 风 光 ”."@ 事 实证 明 , 解 应 用 题 能 力 强 的 学 生 , 上 高 中 之 后 , 找 
负数 解析 式 和 列 曲线 方程 (解析 几何 ) 的 能 力也 强 . 

给 学 生 介 绍 一 些 基 本 的 应 用 题 类 型 和 相应 的 解法 ,不 是 不 可 以 ， 
而 是 不 能 仅仅 停留 在 这 一 低层 次 的 水 平 上 ,根本 出 路 在 于 提高 学 生 
分 析 问 题 的 能 力 ,更 具体 一 点 就 是 寻找 等 量 关 系 的 能 力 , 更 直观 一 点 
就 是 用 两 种 方法 计算 同一 件 东西 的 思想 与 技术 .为 此 ,我 们 效仿 波 利 
亚 的 解 题 表 ,给 初中 生 设计 了 一 个 表 人 @: 

表 1 “怎样 解 应 用 题 " 表 

(1) 已 知 是 什么 ?求解 是 什么 ? 

用 字母 (x ,y,… ) 表 示 未 知 数 ,并 把 它 ( 们 ) 看 作 已 知 数 参 加 运 
算 , 写 出 有 关 代 数 式 . 

@ 人 罗 增 儒 . 讲授 艺术 的 认识 与 实践 . 见 讲授 艺术 论 (王国 俊 主 编 )， 
P.63,P.64. 陕 西 师范 大 学 出 版 社 ,1992 年 1 月 第 1 版 . 

@ 见 山 西 中 学 数学 1991 重 式 刊 第 2 期 . 
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(2) 找 出 所 有 等 量 关系 . 

基本 关系 是 什么 ? (决定 题目 性 质 的 关系 ) 

相等 关系 是 什么 ? 哪些 是 通过 关键 词语 明显 给 出 的 ”哪些 是 条 
件 之 间 的 关系 隐藏 限定 的 ?” 哪些 是 由 数学 公式 .物理 定律 提供 的 ” 
哪些 是 变动 中 的 不 变量 或 不 变性 质 所 上 暗示 的 ? 

列 个 表 , 画 张 图 . 

(3) 把 题目 中 的 已 知 数 ,未知数 代 人 等 最 关系 中 去 ,整理 出 方 
程 (组 ). 

单位 统 -- 了 吗 ? 

(4) 解 方程 (组 ), 写 出 解 题 过 程 ,检验 是 否 有 实际 意义 . 

想 一 想 , 还 有 更 好 的 解法 吗 ? 

例 2-4 A,B 两 地 间 的 路 程 为 18 千 米 , 甲 从 A 地 、 乙 从 也 地 
同时 出 发 相向 而 行 . 二 人 相遇 后 , 甲 再 走 2 小 时 30 分 到 达 B 地 , 忆 
再 走 1 小 时 36 分 到 达 A 地 . 求 二 人 的 速度 . 

讲解 ” 设 甲 的 速度 为 x 千 米 / 小 时 , 乙 的 速度 为 y 千 米 /小 时 . 
题目 的 基本 关系 是 : 


路 程 三 速度 又 时 间 
相遇 时 ,甲乙 各 走 了 10 = 一 -小 时 (相向 而 行 在 相 询 处 各 走 的 时 间 
相同 是 不 变 关系 ) 

相等 关系 1 由 “ 相 过 "(关键 词语 ) 提 供 ， 

(1) 甲 . 乙 所 走 的 时 间 相 等 


甲 走 AC 的 时 间 为 下 - 2.5( 小 时 )， 


乙 走 BC 的 时 间 为 ,，- 1.6( 小 时 )， 


有 18_,s-18_16= -18 中 
7 >》 T+ty 


(2) 甲乙 所 走 的 路 程 之 和 等 于 全 程 ,有 
AC+ CB= AB, 
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全 程 18 千 米 


1 T | 
1 | 了 
乙 丁 16 小 直 赴 2.5 小 由 2 


】 相遇 处 


图 2-10 


1.6y+1.Sz=18. (人 
相等 关系 2 由 甲乙 的 路 程 共同 提供 . 
(3) 甲 在 相遇 后 走 的 路 程 = 乙 在 相遇 前 走 的 路 程 ,有 

实 线 C'B' = 虚线 BC ， 


l8y 
2 “二 一 一 从 
2.5x 十 yy 3 


(4) 乙 在 相遇 后 走 的 路 程 = 申 在 相遇 前 走 的 路 程 ,有 
虚线 CA = 实 线 4C ， 
1.6y= = 二 
将 3 .中 式 分 别 相 除 . 相 乘 ,可 得 "条件 之 间 隐 蔽 限定 "的 等 量 关 系 ( 速 
度 之 间 的 关系 ); 
Sr=4y. 人 
riy=9. 0 
由 并 即 可 解 出 =4,y=5. 
相等 关系 3 分 别 由 中 、 乙 的 路 程 提 供 
($5) 甲 在 相遇 前 的 路 程 + 甲 在 相遇 后 的 路 程 = 全 程 ,有 
AC+C'B’=AB, 
i 12.57=18. D 


《6) 乙 在 相遇 前 的 路 程 + 乙 在 相遇 后 的 路 程 = 全 路 ,有 
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BC+C4 = AB, 


8Yy ,1.6y= 18. 四 
T+y 


请 对 比 虽 与 D8 的 关系 . 
相等 关系 4 分 别 由 甲 、 乙 的 时 间 提 供 . 
(7) 甲 在 相遇 前 走 的 时 间 +2.5= 甲 走 全 程 时 间 , 有 


_ 18 一 18 7 

12 1 
(8) 乙 在 相遇 前 走 的 时 间 +1.6= 乙 走 全 程 时 间 ,有 

_ 18 -18 i 

T+y116= 10 


请 对 比 中 与 @, 人 9 与 册 的 关系 . 

这 样 ,我 们 从 路 程 .时间 .速度 及 其 关系 中 已 经 找到 了 10 个 等 式 
(并 不 独立 ), 有 了 这 么 多 的 方程 ,本 题 的 求解 也 就 不 难 了 .而 有 了 找 
等 量 关系 的 基本 功 , 解 应 用 题 的 难点 也 就 容易 突破 了 .具体 讲解 时 ， 
可 辅 以 下 表 : 


基本 关系 | 路 程 = 速度 Xx 时间 “| 
路 程 | 速度 | 时 间 
项 目 [一 一 一 -| -二 一人 一 
| 申 | 忆 甲 | 乙 | 甲 z | 


- + 1 
状态 1 jl&zllsyl | .18 | 
《相遇 ) 下 本 ,Xty | 
(继续 前 进 ) 

— | 


2.SrIl.6y x > 12.5,1.6) 


通过 横竖 关系 可 找到 上 述 10 个 
| 等 量 关 系 ,或 通过 - -个 量 的 两 种 | 
表示 法 得 出 方程 


| 寻找 等 式 
布 列 方程 


te 
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2. 平面 几何 人 门 教学 的 问题 表 

平面 几何 教学 “入 门 难 "是 引起 广泛 关注 的 教研 课题 .根据 解 题 
过 程 的 基本 结构 , 编 拟 一 个 解 题 程序 一 一 问题 表 , 将 有 助 于 难点 的 突 
人 破 , 教 师 可 以 利用 表 中 的 问题 来 引导 学 生 找到 解 题 途径 ,培养 逻辑 思 
维 能 力 ,学 生 也 可 以 独立 使 用 表 中 的 问题 和 提问 的 程序 来 学 会 解 题 ， 
发 展 逻 辑 思 维 能 力 . 
表 2 “怎样 解 儿 何 题 " 表 中 


(1) 审题 

已 知 是 什么 ? 结论 是 什么 ? 把 它们 表示 在 图 彤 上 .加 只有- 般 
性 吗 ? 

题 意 中 出 现 哪 些 名 词 概念 ? 它们 的 定义 是 什么 ? 用 定义 代 赫 这 
些 名 词 后 复述 问题 . 

从 图 形 中 能 够 看 出 题目 叙述 中 没有 直接 写 出 的 条 件 吗 ?9 已 知 图 
形 可 分 解 成 哪些 基本 图 形 ? 

(2) 探索 


哪些 定理 (或 公理 .定义 .问题 ) 的 结论 与 这 里 的 结论 相似 ? 利用 
这 些 要 什么 条 件 ?” 条 件 具备 吗 ? 还 需要 创造 什么 样 的 条 件 ? 
你 是 否 已 运用 了 所 有 的 已 知 条 件 ? 这 些 条 件 可 以 引出 哪些 


结论 ? 


(3) 表达 


与 出 证 明 ,每 一 步 的 理由 充分 吗 ? 

这 张 表 可 以 随 着 学 习 的 深入 而 不 断 充实 和 加 长 . 

3.“ 观 察 一 一 联想 一 一 转化 " 解 题 三 部 曲 包 

解 题 经 验 表 明 , 人 在 解 题 时 的 思维 活动 ,大 致 按 “观察 一 一 联想 


中 张 乃 达 、 王 左 芬 .突出 学 科 的 基本 结构 ,发 展 逻 辑 思维 能 力 .福建 中 学 
数学 ,1983,4,P.5. 
加 见 参考 文献 [34] 胡 炳 生 . 数 学 解 题 研究 和 发 现 ,P.9~-P.12. 
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一 一 转化 "的 步骤 进行 .这 两 种 过 程 之 间 , 靠 解 题 设 计 一 一 数学 化 设 
计 和 标准 化 设计 ,把 它们 联系 起 来 . 


图 2-1! 


思维 活动 要 靠 问 题 来 激发 ,没有 问题 ,就 没有 积极 的 思维 活动 
在 我 们 解 题 的 整个 思维 活动 中 ,总 是 不 断 设 问 ,不 断 回答 和 解决 这 些 
问题 ,并 设计 各 种 图 式 ,不 断 改进 它们 ,来 使 解 题 获 得 进展 .在 “观察 
一 一 联想 一 一 转化 ”的 过 程 中 ,通常 可 以 提 一 些 什 么 有 价值 的 问题 
呢 ? 下 面 是 一 张 问题 表 : 
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表 3 解 题 思考 步 又、 程序 表 


思 考 程 序 


观察 


| (1) 要 求解 (证 ) 的 问题 是 什么 ” 它 是 哪 种 类 型 的 问题 7 


(4) 有 什么 隐 含 条 件 ? 


(2) 已 知 条 件 (已 知 数据 .图形 事项、 及 其 与 结论 部 分 的 联系 方 
式 ) 是 什么 ”要 求 的 结论 (未 知事 项 ) 是 什么 ? 

(3) 所 给 图 形 和 式 子 有 什么 特点 ? 能 否 用 一 个 图 形 (几何 的 、 函 
数 的 或 示意 的 ) 或 数学 式 子 ( 对 文字 题 ) 将 问题 表示 出 来 ? 
能 否 在 图 上 加 上 适当 的 记号 ? 


| (5) 题 中 所 给 出 的 式 子 .图 形 ,与 记忆 中 的 什么 式 子 ,图形 相像 ? 


| (2) 这 个 题 以 前 在 哪里 见 过 吗 ? 


(1) 这 个 题 以 前 做 过 吗 ? 


(3) 以 前 做 过 或 见 过 类 似 的 问题 吗 ? 当时 是 怎样 想 的 ? 
(4) 题 中 的 一 部 分 (条 件 ,或 结论 ,或 式 子 ,或 图 形 ) 以 前 见 过 码 ? | 
在 什么 问题 中 见 过 的 ? 


它们 之 间 可 能 有 什么 联系 ? 

(6) 解 这 类 问题 通常 有 哪 几 种 方法 ? 可 能 哪 种 方法 较 方便 ? 试 
一 试 如 何 ? 

(7) 由 已 知 条 件 能 推 得 哪些 可 知事 项 和 条 件 ? 要 求 出 未 知 结 
论 , 需 要 知道 哪些 条 件 ( 需 知 )? | 

(8) 与 这 个 问题 有 关 的 知识 (基本 概念 .定理 .公式 等 ) 有 了 哪些 ? 


加 


转化 | 


| (1) 能 否 将 题 中 复杂 的 式 子 化 简 ? 
| (2) 能 否 对 条 件 进行 划分 ,将 大 问题 化 为 几 个 小 问题 ? 


| (S) 能 否 形 


| (7) 最 终日 的 : 将 未 知 转化 为 已 知 . 


(3) 能 否 将 问题 化 归 为 基本 命题 ? | 

(4) 能 否 进行 变量 替换 . 便 等 变换 或 几何 变换 ,将 问题 的 形式 变 
得 较为 明显 一 些 ? | 

数 互 化 .利用 几何 方法 来 解 代数 问题 ”利用 代 
数 (解析 ) 方 法 来 解 儿 何 问题 ? 

(6) 利用 等 价 命题 律 (着 否 命题 律 . 同 … 法 则 .分 断 式 命题 律 ) 或 
其 他 方法 ,可 否 将 问题 转化 为 -- 个 较为 熟悉 的 等 价 问题 ? 


第 二 章 ” 解 题 观点 (一 ) 69 


4. 怎样 解 大 学 数学 题 表 
舍 恩 菲尔德 把 大 学 数学 中 最 常用 的 启发 式 原理 制 成 了 一 个 有 趣 
的 表 . 
表 4 常用 的 启发 法 

分 析 
(1) 尽 可 能 画 一 个 图 . 
(2) 检查 特例 : 
全 选择 特殊 值 来 造成 问题 的 例证 ,获得 对 它 的 “感觉 ”. 
信 检查 极限 情况 以 探索 可 能 范围 . 
人 @) 使 任 一 整数 参数 依次 等 于 1,2,3,… 以 寻找 一 个 归纳 模式 . 
(3) 尝试 简化 问题 : 
Q 利用 对 称 性 ,或 
仿 “不 失 -~ 般 性 "的 论证 (包括 缩 尺 ). 

探 ” 索 
(1) 考察 本 质 上 相同 的 问题 ， 
把 问题 的 条 件 用 等 价 条 件 代 换 ， 
@ 用 不 同方 式 重新 组 合 问题 的 各 要 素 . 
QD 重新 表述 问题 ,方法 是 : 
j ) 改变 观点 或 符号 ; 
i ) 考虑 反驳 论证 或 对 比 论 证 ; 
让 ) 假定 你 有 了 -个 解 , 确 定 它 的 性 质 . 
(2) 考察 稍 加 修改 的 问题 : 
中) 选择 次 要 目标 (获得 条 件 的 部 分 满足 ). 
@) 放宽 一 个 条 件 , 然 后 尝试 重新 加 上 它 . 

@) 把 问题 域 进行 分 解 , 再 对 各 种 情况 进行 研究 . 


心 [ 美 JjP.J. 戴 维 斯 R. 赫 什 著 , 王 前 . 俞 晓 群 等 译 . 数学 经 验 . 江苏 教育 
出 版 社 ,1991 年 12 月 第 1 次 印刷 ,P.257. 
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(3) 考察 全 面 修改 的 问题 : 
DD 用 少数 变量 构造 一 个 类 似 的 问题 . 
@ 固定 某 个 变量 之 外 的 所 有 变量 ,以 确定 这 个 变量 的 影响 . 
@ 尝试 利用 任何 有 关 问 题 , 它 们 具有 类 似 的 
i ) 形式 ; 
i ) “已 知 条 件 ”; 
让 ) 结论 . 
记 住 : 当 处 理 较 容易 的 有 关 问 题 时 ,你 应 当 尝 试 利用 已 知 问 题 
的 结果 和 解 题 方法 . 
验证 你 的 解答 

(1) 你 的 解 通 得 过 这 些 特殊 检验 吗 ? 

Q@ 是 否 利用 了 所 有 的 有 关 条 件 ? 

@ 是 否 同 合理 的 估 值 或 预测 相 一 致 ? 

@ 是 否 经 得 住 对 称 性 .维度 分 析 或 缩 尺 检验 ? 

(2) 你 的 解 通 得 过 这 些 一 般 检验 吗 ? 

OQ 它 能 否 用 不 同 的 方式 得 到 ? 

@ 它 能 否 为 特例 所 证 实 ? 

@ 它 能 否 归结 为 已 知 结果 ? 

@ 它 能 否 用 来 产生 你 已 知 的 某 些 事物 ? 

5. 梅森 的 解 题 模式 

在 波 利 亚 的 影响 下 ,不 少 学 者 投入 了 数学 解 题 的 研究 .英国 开放 
大 学 数学 教学 中 心 主任 梅森 在 这 方面 的 工作 ,可 以 看 成 是 波 利 亚 思 
想 的 直接 继承 和 发 展 .梅森 把 解 题 过 程 划分 为 进入 ,着手 和 回顾 三 个 
阶段 ,给 出 了 如 下 的 解 题 模式 ( 表 5): 
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表 5 梅森 的 解 题 模式 


过 程 阶段 要 点 过 程 。 ”状态 
进入 所 知道 的 所 希望 的 引进 开始 进入 
化 | 
~ 尝试 猜测 继续 
二 可 能 是 
为 什么 ? 
四 检 验 ”洞察 
人 检 查 怀疑 
~ 回 顾 
跨 磊 扩展 
沉思 


在 上 述 解 题 模式 中 ,梅森 突出 强调 了 所 有 这 三 个 阶段 对 于 特殊 
化 与 一 般 化 这 样 两 个 基本 过 程 的 依赖 性 .他 指出 :首先 ,只 有 通过 特 
殊 化 ,才能 很 好 地 了 解 所 面临 的 问题 , 即 什么 是 已 知 的 ,什么 又 是 所 
要 求 取 的 ;其 次 ,也 只 有 通过 特殊 化 ,才能 认识 导致 一 般 化 的 模式 ,并 
通过 所 说 的 一 般 化 获得 相应 的 猜想 ;最 后 ,对 所 得 到 的 猜想 又 必须 借 
助 进 一 步 的 特殊 化 去 进行 检验 ,而 又 只 有 借助 新 的 一 般 化 才能 对 已 
经 获得 的 结果 加 以 推广 .同时 ,也 只 有 从 更 一 般 的 角度 去 考虑 问题 ， 
才能 更 好 地 理解 已 经 获得 的 结果 . 因此 ,梅森 认为 ,数学 思维 事实 上 
就 可 归结 为 :特殊 化 一 般 化 .猜测 和 确认 .这 方面 的 详细 内 容 , 可 参 
阅 梅 森 所 著 的 《Thinking Mathematically》. 


2-2 《中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 》 
的 解 题 观 


《中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 》 的 作者 唐 以 荣 教 授 (1918.5 ~ 


72 数学 解 题 学 引 论 


1991.6), 早 年 曾 就 读 于 西南 联合 大 学 师范 学 院 数学 系 , 有 10 余年 中 
学 教学 的 经 历 ,1989 年 离休 前 是 四 川 省 重庆 师范 学 院 数 学 系 教授 ， 
主讲 初等 数学 、 中 学 数学 教材 教 法 等 课程 . 

唐 教 授 多 年 潜心 中 学 数学 综合 题解 题 规律 的 研究 ,1982 年 出 版 
了 《中 学 数学 综合 题解 法 新 论 》( 重 庆 出 版 社 ), 提 出 “连续 化 简 ” 是 解 
题 的 基本 规律 ,随后 又 把 “中 学 数学 综合 题解 题 规 律 研究 ”作为 该 系 
的 科研 项 目 ,动员 四 川 省 和 全 国 的 有 关 同 志 进行 研究 ,并 开设 同名 选 
修 课 ,出 版 同名 书籍 ,掀起 了 一 股 粘 具 规 模 的 解 题 规律 研究 的 热潮 ， 
唐 教授 本 人 曾 应 邀 到 12 个 省 (市 ) 的 52 所 高 校 和 数 以 百 计 的 中 学 讲 
课 .《 人 民 日 报 》《 光 明日 报 ? 等 16 家 报刊 .电台 都 曾 作 过 报道 . 

唐 教授 二 1991 年 2 月 25 日 曾 给 笔者 寄 来 长 文 4 论 解 中 学 数学 
综合 题 的 思维 规律 体系 》, 对 其 本 人 的 解 题 观点 进行 了 系统 的 总 结 ， 
下 面 的 客观 介绍 以 此 文 及 《中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 》 为 依据 . 
至 于 评价 则 留 给 读者 . 


2-2-! 连续 化 简 


唐 教 授 认 为 ,中 学 数学 综合 题 求解 的 基本 规律 是 存在 的 ,并 且 就 
是 “连续 化 简 ”,“ 连 续 化 简 是 解 各 种 综合 题 的 思考 过 程 的 共性 ”. 

连续 化 简 是 指 在 合 逻 辑 的 前 提 下 ,连续 地 把 原 题 转化 为 比较 易 
证 的 题目 , -- 直 到 所 得 的 新 题目 已 经 成 为 一 项 基础 知识 为 止 .为 了 使 
“连续 化 简 ” 取 得 统一 的 陈述 形式 , 特 作 如 下 约定 : 

约定 1 称 在 合 逻 辑 的 条 件 下 ,用 比 原 题 了 稍稍 易 解 的 题 并 代 
蔡 原 题 为 : 化 简 了 成 下. 

约定 2 ” 称 " 化 简 待 解 题 了 为 Ti ,化 简 六 成 丁 ,,…, 化 简 六 成 
T .1, T+1! 是 基本 题 "为 连续 化 简 的 思考 过 程 . 

这 里 的 Ti T,,…, T; 称 为 中 继 题 ,其 条 件 与 结论 分 别称 为 中 
继 条 件 与 中 继 结 论 . 

例 2-5 已 知 
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a b C =1, 0D 


It+arab TO 二 TO 

求证 abc =1. (2) 

讲解 ”假定 这 样 开始 思考 ;“ 要 证 @, 先 证 什么 ?” 

只 要 对 照 虽 与 @, 不 难 及 现 , 上 述 思 考 离开 了 题目 的 一 个 明显 特 
征 ; 式 的 数学 结构 的 复杂 程度 远 远 超过 了 @. 为 了 抓 住 这 项 实际 存 
在 的 特征 ,开始 的 思考 ,至 少 应 修改 成 下 述 : 

“要 证 @, 应 先 证 怎样 一 个 稍稍 复杂 的 式 子 ?” 

作出 这 样 的 思考 ,不 仅 表 明 解 题 者 已 经 抓 住 了 上 述 特 征 , 特 别 是 
还 说 明 解 题 者 对 于 应 形成 怎样 的 思考 过 程 ,已 有 了 人 全盘 的 考虑 : 从 
简单 的 @@ 出 发 ,一 步 一 步 向 式 中 靠拢 ,形成 这 样 一 个 “连续 化 繁 的 思 
考 过 程 ,发 现 合 要 求 的 解答 . 因 之 ,这 项 思考 比 之 前 项 见 子 打 子 式 的 
思考 ( 即 片面 的 有的放矢 ”) 来 得 优越 . 

可 是 ,由 于 @ 很 简单 ,就 缺乏 足够 的 特征 确定 合 要 求 的 答案 . 比 
如 ,车 把 答案 看 成 是 : 

“ 先 证 abc=x- (xr-1)". 
虽然 有 道理 ,但 x 到 底 是 怎样 的 数 呢 ? 谁 也 无 法 确定 . 

的 确 可 以 作出 这 样 的 答案 : 

“ 先 证 abc 一 1=0”. 四 
但 是 ,要 证 @@ 应 先 证 怎样 一 个 稍稍 复杂 的 式 子 呢 ? 比较 易于 考虑 到 
的 答案 是 : 

“ 先 证 (abc 一 1)f(a,b,c)=0, f(a,b,c)A0". 

这 答案 的 确 有 道理 ,但 f(a ,5,c) 是 怎样 的 式 子 呢 , 既 不 能 由 @) 
的 特征 也 不 能 由 @@ 的 特征 把 它 确 定 下 来 . 

可 见 ,在 解 有 一 项 复杂 的 条 件 而 结论 简单 的 题目 时 ,要 求 形成 : 
“把 这 项 结构 简单 的 结论 一 步 一 步 地 化 为 提高 了 复杂 程度 的 过 渡 性 
结论 ,最 后 与 原 条 件 发 生 直接 的 因果 联系 这 样 一 个 “连续 化 繁 的 刀 
考 过 程 至 少 十 分 困难 .核心 理由 是 :简单 的 结论 ,缺乏 足够 的 特征 可 
以 作为 我 们 确定 那 一 系列 一 个 比 一 个 稍稍 复杂 的 过 渡 性 结论 的 根 
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据 .前 述 的 “xz” 和 “f(a ,6b,c)” 都 无 法 确定 , 正 是 这 -一 点 的 十 分 恰当 
的 反映 . 

让 我 们 试 试 另 一 种 截然 相反 的 ,由 结构 复杂 的 式 中 出 发 的 “连续 
化 简 ” 的 思考 过 程 , 看 有 没有 形成 的 可 能 性 . 

显然 ,这 样 的 思考 过 程 应 开始 于 提问 ;:“ 式 外 可 化 为 怎样 -一 个 稍 
稍 简单 的 式 子 ?” 

式 @@ 的 特征 (左边 为 三 个 分 式 的 和 ,右边 为 1) 说 明 : 答案 允许 为 


a 六 1 + ca 
一 一 人 
1f2 Tibor be 1+c+ea 0. 出 


式 图 比 式 四 简单 : 它 右边 为 0, 这 就 为 经 过 运算 对 左边 分 解 内 
式 .引出 降 次 的 等 于 0 的 式 子 准 备 了 条 件 ;并 且 右 边 出 现 减 号 ,为 通 
分 后 抵消 分 子 中 成 相反 数 的 项 准备 了 条 件 . 

式 四 可 化 为 怎样 稍稍 简单 的 式 子 ? 

考虑 到 第 3 个 分 式 可 看 成 同 分 母 的 两 个 分 式 的 和 ,为 了 抵消 运 


算 后 的 分 子 ,可 化 式 @ 为 
a c bb 1 
1l1+a+ab Iiecta tlirb+b Trieram™ 0 © 
式 @ 可 化 为 怎样 稍稍 简单 的 式 子 ” 运 算 表 明 , 它 应 是 
1 a — a’bc abc 一 | ， 
(+I) 0 © 


式 @ 可 化 为 怎样 稍稍 简单 的 式 子 ? 稍 加 推荐 ,不 难 发 现 ; 括号 

内 的 两 个 分 子 有 公 因 子 “1 一 abc” ,可见 式 @ 可 化 为 稍稍 简单 的 式 子 
1 一 abc a 1 

让 (人 TE) 0 @ 


式 @ 可 化 为 怎样 稍稍 简单 的 式 子 ? 运算 表明 合 要 求 的 式 子 应 是 
— (1 — abc)? 

(iaralr orto) rera)™ 0 名 

由 于 式 @@ 中 分 母 的 3 个 因 式 就 是 已 知 条 件 式 中 里 面 的 分 母 , 不 


允许 为 0, 可 见 


1—-abc = 0. 
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因而 多 成 立 . 站 
以 上 说 明 , 在 解 只 有 一 项 结构 复杂 的 条 件 而 结论 简单 的 题目 , 形 
成 连续 化 简 的 思考 过 程 是 可 行 的 ,因为 一 个 复杂 的 式 子 往往 有 足够 
的 特征 作为 确定 一 个 稍稍 简单 的 过 渡 性 条 件 的 根据 . 
例 2-6 在 人 ABC 中 ,已 知 
a*~a—-26b-2c=0, 
a+26 -2c+3=0, 
求人 ABC 最 大 角 的 (度数 ) 中 . 
讲解 ”本 例 结论 是 求 最 大 的 角 , 而 条 件 却 是 关于 边 的 等 量 关 系 ， 
根据 三 角形 的 边 、 角 大 小 关系 可 知 应 先 由 二 项 条 件 求 出 最 大 的 边 . 考 
察 两 项 条 件 外 ,名 的 特征 ,可 以 发 现 共性 :5,c 的 系数 的 绝对 值 都 是 
2, 运 用 这 特征 ,可 引出 


®e 


20+2c=a2 一 a， © 
2c -26=at+3. @ 
由 ,外 可 得 
< 和 二 3， ® 
bp=(e+D(a-3) © 
4 . 
又 a>0(b>0,c>0), 人 
由 四,@ 得 c>5. ©® 
AN (a+l)(a-3)>0， 
由 地 ,@ 得 ,>0. 
即 a>3. © 
由 @,@ 知 c-a=(e-1M(e-3) >0, 四 
得 ca. (hy 


Q@ 见 参考 文献 [32j 唐 以 荣 . 中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 ,P.64. 
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由 @, 加 得 c 边 是 人 ABC 的 最 大 边 , 从 而 一 C 为 最 大 角 . 据 余弦 
定理 


| 好 + _b ce)c+a) 
cosC = 2ab 2ab 
由 @ 知 cta=(2+3a+h) 人 


将 @@ , 电 ,四 代 和 人 余弦 定理 , 知 
_ (a+1) (a ~3)- (a - D(a? -9) _1l 
16 . (4+ D(a ~ 3) 2 


2 
所 以 ,最 大 角 C=120”. 日] 
一 个 典型 的 “二 导 一 "推理 ,几乎 每 一 个 中 间 结 论 都 由 两 个 
《或 两 个 以 上 ) 条 件 推出 .西南 师范 大 学 严 栋 开 教授 认为 "二 导 - - 式 
法 "是 “作者 苦心 狐 诺 哎 心 哎 肝 创造 出 来 的 ”PD. 此 例 的 继续 分 析 请 见 
第 3 章 例 3 一 9. 

类 似 地 ， 考察 了 各 类 典型 例子 之 后 , 唐 教 授 总 结 出 “ 解 题 的 基本 
规律 : 

1. 解 题 的 思考 过 程 是 -- 个 连续 化 简 的 过 程 , 即 在 完全 合 逻 辑 的 
前 提 下 ,连续 地 用 稍稍 易 作 的 题目 代替 原 题 ,一 直到 所 得 新 题 成 为 
项 基础 知识 为 止 的 过 程 . 

2. 上 述 连续 化 简 必 须 充 分 研究 和 运用 题目 本 身 的 特征 提供 的 
信息 ,达到 见缝插针 的 程度 ， 

3. 在 着 重 运 用 题 且 的 条 件 和 结论 的 一 方 的 特征 进行 连续 化 简 
时 ,也 应 恰当 地 兼顾 另 一 方 的 特征 所 能 提供 的 信息 . 

4. 解 条 件 单一 .复杂 而 结论 单纯 的 题目 时 ,应 该 对 条 件 实行 连 
续 化 简 , 即 连续 地 用 条 件 稍稍 简单 (易于 进一步 化 简 ) 而 结论 不 变 的 
题目 代替 原 题 ,-- 直 到 所 得 新 题目 已 经 成 为 一 项 基础 知识 为 止 .如 例 
2 一 人 . 


cosC 


外 他 见 参考 文献 [32] 唐 以 荣 . 中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 ,P.1. 
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5. 解 条 件 单一 单纯 而 结论 复杂 的 题目 时 ,应 该 对 结论 进行 连 
续 化 简 .如 

例 2-7 已 知 nEN;,,n>1,a>1, 求 证 

. 1 a” -之 2 
a+a + "+a” n-l 

6. 解 条 件 在 两 项 以 上 、 各 项 条 件 都 与 结论 盛 直 接 联 系 的 题目 
时 ,连续 化 简 的 主要 形式 是 连续 地 以 条 件 中 的 某 两 项 (或 它们 的 推 
论 ) 的 共 闻 的 结论 代替 原 条 件 因 而 逐渐 减少 条 件 的 数目 (保持 原 结论 
不 变 ), 最 后 把 原 题 化 为 一 项 基础 知识 .如 例 2- 6. 

7. 解 条 件 在 两 项 以 上 ,有 的 条 件 与 结论 有 直接 的 非 因果 联系 的 
题目 的 连续 化 简 的 形式 ,是 连续 地 把 结论 与 和 它 有 联系 的 条 件 联 系 
起 来 ,以 发 现 足 以 使 结论 成 立 的 另 一 项 条 件 , 用 它 代 替 原 结论 ,并 进 
而 采取 类 似 的 化 简 ,一 直到 所 得 新 题目 成 为 -项 基础 知识 为 止 .如 

例 2-8 已 知 点 也 在 椭圆 b2z2+a2 罗 =a202 上 ,FF, 玉 为 这 出 


线 的 焦点 ,FPF = 09, 公 FPF 的 面积 为 S$ ,求证 S= po2tan 9 : 


(以 上 两 例 的 解法 见 后 面 的 叙述 ) 
2-2-2 解 题 的 基本 方法 


基本 的 解 题 法 分 为 两 大 类 四 种 . 
第 -类 ”等 价 变 形式 解 题 法 .包括 两 种 : 
1. 等 价 变形 式 顺 推 法 : 常用 于 解 条 件 单一 、 复 杂 而 结论 匡 二 出 
题 日 和 具有 这 种 性 质 的 题目 .其 推理 形式 为 “A 二 B”. 如 例 2- 
2. 等 从 变形 式 进 推 法 .常用 于 解 条 件 单单 . 而 结论 复杂 的 
题 日 .其 推理 形式 为 “要 证 A 先 证 B”. 如 例 2--7 可 作 这 样 的 思考 : 
要 证 由, 先 证 稍稍 简单 的 
(n-l)+(n-1)a 2(a+al+.+a”!). OO 
要 证 @, 先 证 稍稍 简单 的 
(nxn-1)+(n-1)a -2(4+a +…+a"!) 守 0. © 


Q) 
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要 证 @, 先 证 稍稍 简单 的 
(1 -a)+t+(l-a)+…+(1-a!)+(a" -a) 
+ (a -aea2)+…+(a -al 之 0. (起 

要 证 人 由, 先 证 稍稍 简单 的 

(1-a)(1-e +( -ao2) + 
+ (1-a"!l)(l1-4a)>0. © 
由 a>1 及 
(1 ~ at)(1 -a"*) 守 0 (1 过 En-1) 
知 避 成 立 , 从 而 名 成立 . 口 

第 二 类 ”二 导 一 式 解 题 法 .包括 两 种 : 

1. 二 导 一 式 顺 推 法 : 常用 于 解 条 件 在 两 项 以 上 ,各 项 条 件 与 结 
论 无 直接 的 非 因果 联系 的 题目 . 其 推理 形式 为 “A 和 且 B=>C”. 如 例 
2-6. 

一 式 道 推 法 : 常用 于 解 条 件 在 两 项 以 上 ,有 的 条 件 (或 
上 二 直 这) 论 有 直接 的 非 因果 联系 的 题目 ,其 推理 形式 为 “要 
证 A, 已 知 B, 先 证 C”. 如 例 2-8, 要 证 


S= /tan §, 人 
而 列举 椭圆 的 基本 性 质 可 以 得 到 下 述 条 件 ; 

PF + PF =24a, 全 

S=0.SPF.PF“sin0， 全 

FF =2C， (DD 

a2=62+e2 加 
把 中 与 式 @@ 联 系 起 来 考虑 , 知 要 证 可 先 证 

0.5PF:PF'sing= btan §. © 
运用 三 角 公式 知 要 证 人 @ 可 先 证 

PF: PF sin 9 2 0 = p2sin 9 @) 


2 2 2 
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当 09=0 时 ,@ 的 两 边 为 0, 因而 成 立 ; 当 sin $ #0 时 ,中 等 价 十 
PF PF cos 9 = 六 ® 


考虑 到 2cos 2 =1+cosg, 又 由 余 苞 定理 知 cos6 与 PFR' PF 有 
直接 联系 ， 可 知 要 证 @ 应 先 证 


PF: PF’(1+ co0s0)=267. 全 
2 4 pp? FF’2 
由 cos0= 3 FE 
可 知 ,要 证 全 可 先 证 
(PF + PF’)?- EF2=402， @ 
由 条 件 @,@ 知 0 等 价 于 
4a’ 一 4c 一 40 0 


由 条 件 @ 知 吕 成 立 , 因 而 从, 名 ,…, 凤 成 立 . 口 

这 4 种 基本 解 题 法 都 是 “连续 化 简 ” 的 不 同形 式 , 它 们 适用 的 类 
型 包括 了 大 部 分 综合 题 .更 为 复杂 的 综合 题 或 者 可 用 这 4 种 基本 解 
题 法 之 一 解决 ,或 者 兼用 这 4 种 基本 解 题 法 的 两 种 以 上 加 以 解决 .而 
更 多 的 解 题 方 法 ,如 待定 系数 法 .三 角 证 题 法 .特殊 与 一 般 相 结合 
解 题 法 , 反 证 法 ,数学 归纳 法 . 递 推 法 .类 比 法 . 消 元 法 . 抽 展 法 等 , 唐 
教授 认为 是 基本 解 题 法 的 变形 由. 


-2-3 进行 连续 化 简 应 遵循 的 基本 原则 


总 的 原则 ;把 一 个 正确 的 题目 当成 一 个 统一 的 整体 ,作出 一 
人 确 的 解答 不 可 避免 地 要 使 题目 的 各 个 部 分 的 特征 尽 可 能 发 生 联 系 以 
充分 发 挥 各 自 的 作用 ,这 种 “充分 ”要求 达到 “见笑 插 针 ”“ 无 孔 不 入 
的 程度 . 

了 DD” 见 参 考 文献 [32] 唐 以 荣 . 中 学 数学 综合 题解 题 规律 讲义 ,第 三 章 . 
P.104. 
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其 体 的 原则 有 下 述 5 条 : 

1. 直接 求 简 原 则 

即 直 接 运用 古 目 自己 的 特征 引出 简易 的 或 有 助 于 进步 化 简 的 
中 继 条 件 或 中 继 结论 . 

2. 兼顾 原则 

即 同 时 运用 题目 的 各 部 分 的 关系 ,运用 题目 的 各 部 分 与 已 知 知 
识 的 关系 引出 它们 的 共同 的 推论 作为 中 继 条 件 或 中 继 结论 ; 同时 研 
究 题目 的 条 件 或 结论 的 不 同情 况 . 

3. 同型 原则 

即 当 题目 的 各 部 分 属于 不 同类 型 因而 无 法 发 生 联 系 时 ,使 它们 
属于 同 -类 型 因而 发 生 联系 . 

4. 适当 分 组 与 适当 合并 原则 

在 处 理 代数 式 ( 等 式 或 不 等 式 ) 时 ,往往 需要 作 适 当 分 组 与 适当 
的 合并 以 促进 连续 化 简 . 

5. 使 用 辅助 件 原则 

即 根据 需要 适当 地 使 用 辅助 元 素 ,辅助 条 件 .辅助 命题 .辅助 图 
形 .辅助 式 等 ,以 促进 连续 化 简 ( 包 括 为 使 用 前 几 项 原则 创造 条 件 ). 

实际 解 题 时 往往 需要 同时 运用 几 项 原则 . 


2- 3 《怎样 学 会 解数 学 题 的 解 题 观 


弗 里 德 曼 [ 原 苏联 ] 等 鞭 的 《怎样 学 会 解数 学 题 》 人 D-- 书 提出 或 引 
述 了 许多 关于 解 题 的 精彩 看 法 . 

1. 在 “ 致 读者 "中 ,认为 “学 会 解答 任何 一 道 习 题 是 不 可 能 的 .” 
“应 当 学 会 这 样 一 种 对 待 习 题 的 态度 , 即 把 习题 看 做 是 精密 研究 的 对 
人 @ 国内 有 两 种 翻译 本 ,其 是 《怎样 学 会 解数 学 题 》. 黑 龙 江 科技 出 版 社 、 
1981 年 , 陈 淑敏 . 严 世 超 译 .其 二 是 《怎样 解数 学 题 》, 北京 师范 大 学 出 版 社 ,1988 
年 , 丁 家 泰 . 赵 素 兰 译 ， 
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象 ,而 把 解答 习题 看 做 是 设计 和 发 明 的 目标 ”. 在 第 三 章 又 提出 “寻找 
解 题 不 能 教会 ,而 只 能 靠 自己 学 会 .我 们 这 本 书 的 目的 不 是 为 了 教 读 
者 .而 是 为 了 帮助 读者 学 会 解 题 ”". 并 且说 :“ 解 题 是 一 -种 创造 性 的 
活动 ,而 寻找 题解 是 -- 个 发 明 的 过 程 . 计 我 们 在 解 题 的 过 程 中 学 会 创 
造 和 发 明 吧 1”@ 

由 这 些 论述 可 以 看 到 ,作者 强调 了 解 题 的 实践 性 和 创造 性 . 

2. 解答 数学 习题 的 实质 是 什么 呢 ? 作者 认为 “解数 学 题 , 这 就 
是 要 找到 -种 一 般 数 学 原理 (定义 、 公 理 .定理 .定律 .公式 ) 的 序列 ， 
把 这 些 原理 用 于 习题 的 条 件 或 者 条 件 的 推论 ( 解 题 的 中 间 结 果 ), 得 
到 习题 所 要 的 东西 , 即 习题 的 答案 ”.S 这 是 “关于 解答 数学 习题 实质 
的 初步 的 .最 一 般 的 说 明 ”. 字 

记 x 为 条 件 ,y 为 答案 , 若 存在 数学 原理 f1,f,,….,f,, 使 

y= ffr 1 ffi(r), 

则 ,2，,…, 了 /就 是 这 道 习 题 的 原理 系列 , ff-1… fi(x) (ES 
之 1) 为 中 间 结 果 或 条 件 的 推论 . 

例 2-9 分 解 因 式 xz-24+6xz2 一 47 的 解 题 表 . 


解 题 |。 一般 数学 。 | ”习题 条 件 或 者 本 
| 步骤 。 原 理 | 条 件 的 推论 | 和 
] 刘 沪 的 六 | x3 22441647 | (zx 4r)t (67 24) 
i [a | + -| 
，2 从 括号 时 提取 ea) T(r -4)+6(zr2 一 4) 
-一 二 -一 | 一 一 一 一 -一 
| 3 | 同上 ie 一 4)+6(z2 一 | (er -4)(.r+6) 
广 - OO 一 一 
| 分 解 平 方 | 

4 ,1-4)(r+6) (rr2)(c-2)z+6) | 
人 2 

i | | -24+6e 4 

5 和 式 的 传闻 性 Er 的 所 有 等 式 = (r+2)(r -2)(r16) 


全 呈 见 参 考 文献 [30] 弗 里 德 曼 .怎样 学 会 解数 学 题 ,P.73,P.111， 
P.36,P.37. 
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可 见 ,解答 这 个 因 式 分 解 题 的 实质 ,就 是 找 出 $ 项 数学 原理 序 
列 , 依 次 作用 于 多 项 式 , 得 出 最 后 答案 : 


多 原 原 原 原 原 
项 | 一 -一 | 理 一 | 理 | 一 ->| 理 | 一 >| 理 一 | 理 “分 
式 一 二 三 

四 五 解 


图 2-12 


这 个 数学 原理 序列 是 怎样 找到 的 ,如 何 确认 它们 是 正确 的 ,作者 
提出 了 8 阶段 解 题 程序 (图 2 ~ 13). 

3. 解 题 过 程 的 结构 “如 果 把 解 题 过 程 理解 为 从 开始 得 到 习题 
到 完全 解 完 这 道 题 的 过 程 ,那么 这 个 过 程 显然 不 单 是 由 叙述 已 经 找 
到 的 题解 组 成 的 ,而 是 由 一 系列 的 阶段 组 成 的 ,叙述 题解 只 是 其 中 的 
-个 阶段 . "中 其 全 过 程 可 分 成 8 个 阶段 @: 

第 一 阶段 一 一 分 析 习题 ; 

第 二 阶段 一 一 作 习 题 的 图 示 ; 

第 三 阶段 一 一 寻找 解 题 方法 ; 

第 四 阶段 一 一 进行 解 题 ; 

第 五 阶段 一 一 检验 题解 ; 

第 六 阶段 一 一 讨论 习题 ; 

第 七 阶段 一 一 陈述 习题 答案 . 

第 八 阶段 一 一 分 析 题 解 . 

可 以 将 这 个 解 题 过 程 图 示 如 下 马 ， 


DO 见 参 考 文献 [30j 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解数 学 题 , P.38, P.39， 
P.112. 
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- 伍 入 本 下 


A 
讨论 习题 
-7 


有 
分 析 题 解 


图 2 -13 

4. 如 何 寻 找 解 题 方案 呢 ? 作 者 引述 有 关 成 果 , 提 出 了 4 个 特别 有 益 
的 建议 : 

(1) 识别 习题 的 类 型 

“如 果 我 们 着 手 解答 一 道 习题 ,那么 ,第 一 件 事 就 想 知 道 : 这 是 
道 什么 题 ? 它 是 什么 形式 ,属于 哪 种 类 型 ? 换 句 话说 ,就 是 需要 识别 
给 定 习 题 的 类 型 "D.“ 要 知道 ,识别 了 习题 的 类 型 ,在 多 数 情况 下 ,我 
们 就 得 到 了 解 题 的 方法 ,因为 在 数学 教材 里 ,对 于 许多 类 型 的 习题 都 
有 解答 它们 的 一 般 法 则 ?” 包 . 

(2) 归结 为 已 经 解 过 的 题 @ 

原 苏联 著名 数学 家 、 英 斯 科大 学 教授 C.A. 牙 诺 夫 斯 卡 好 
(1896 一 1966) 有 一 次 向 奥 林 号 克 数 学 竞赛 参加 者 发 表 了 《什么 叫 解 
题 ?》 的 演讲 .她 的 答案 显得 惊人 地 简单 ,完全 出 乎 听众 的 意料 : 解 题 


中 :DG 见 参考 文献 [30] 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解答 数学 题 ,P.73,P.73， 
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就 是 把 题 归结 为 已 经 解 过 的 题 . 

如 果 我 们 开始 解 一 道 解 ,分 析 的 结果 不 能 从 中 识别 出 类 型 ; 换 入 
话说 ,发 现 给 定 的 习题 属于 我 们 所 不 熟悉 的 类 型 ,对 于 这 种 类 型 我 们 
不 知道 解答 它 的 一 般 方法 , 那 我 们 应 当 怎么 办 呢 ? 只 有 设法 归结 为 
熟悉 的 早已 解 过 的 习题 (利用 变换 ,改编 或 其 他 方法 ), 雅 庶 夫 斯 卡 好 
正 是 建议 这 样 做 的 . 

当然 , 雅 诺 夫 斯 卡 娅 的 建议 完全 正确 ,也 非常 简单 ,可 是 实际 运 
用 起 来 却 不 这 么 简单 .要 知道 ,对 于 这 种 把 不 熟悉 的 习题 央 结 为 熟悉 
的 .已 经 解决 的 习题 的 做 法 来 说 ,没有 一 种 确定 的 法 则 .但 是 ,如 果 仔 
细 地 .深入 地 分 析 习 题 ,认真 地 思考 解答 的 每 … 道 习题 ,在 自己 的 头 
脑 中 清醒 地 记 住 用 来 寻找 解 题 的 所 有 方法 , 记 住 习题 都 是 用 什么 方 
法 解 出 来 的 ,那么 ,读者 一 定 会 逐渐 地 获得 这 种 归结 的 能 力 . 

例 2-10 在 任意 是 五 边 形 中 , 按 顺 时 针 方 向 标记 顶点 和 各 边 


边 的 中 点 .然后 同样 用 线段 连接 这 两 条 线段 的 中 点 .如 果 第 五 条 边 的 
长 度 等 于 4 , 求 最 后 这 条 线段 的 长 度 . 
讲解 ” 作 习题 的 图 示 , 因为 没有 图 示 分 析 这 道 题 很 困难 . 如 图 

2-14, 已 知 

AiB = BiA;, 

AsB; = 有 BA， 

A;B; = 有 P3A4， 

AD = ByAs, 


BM 一 MB;, 
BN 二 NB4， 
AIA5 二 Q， 
求 MN =? 图 2 一 14 


看 过 习题 ,作出 它 的 图 示 , 我 们 可 以 看 出 ,这 道 题 属 十 我 们 人 不见 
悉 的 类 型 .能 把 它 归 结 为 什么 样 的 熟悉 的 习题 呢 ? 
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再 看 一 侦 条 件 ,我 们 注意 到 其 中 涉及 边 的 中 点 .我 们 以 前 在 哪儿 
遇 到 过 边 的 中 点 呢 ? 在 三 角形 中 位 线 ,梯形 中 位 线 的 习题 里 遇 到 过 . 
或 许 读者 还 解 过 这 样 的 习题 ,其 中 谈 到 用 依次 连接 任意 四 边 形 各 边 
中 点 的 方法 得 到 的 图 形 .本 题 给 我 们 的 是 任意 五 边 形 ,怎么 办 呢 ? 

自然 产生 由 五 边 形 削减 成 四 边 形 的 想法 . 连 4,44, 在 所 得 的 四 
边 形 AAA3A4 中 ,前 3 条 边 的 中 点 用 Bi,B, 和 B; 标 出 .第 4 条 
边 Ai1A4 的 中 点 用 C 标 出 . 如果 依 次 连接 四 边 形 A1A;A3Aj 各 边 
的 中 点 ,就 得 到 平行 四 边 形 BB,B3C. 

由 平行 四 边 形 对 角 线 互相 平分 知 , BC 的 中 点 就 是 B1B; 的 中 
点 M, 连 CB4, 则 MN 是 全 B,CBs 的 中 位 线 , 有 


MN CB， 


而 CB4 是 人 AsA1As 的 中 位 线 , 有 
CBat 3 AiAs, 

得 MN ZAAs, 
邯 MN/AIA; 且 MN=4. 

这 就 不 仅 求 出 MN = 入, 而 且 还 得 出 MN/ AiAs. 

(3) 石 堆 里 抓 老鼠 中 

“如 果 遇 到 不 熟悉 的 和 费解 的 习题 ,那么 ,所 有 已 知 的 建议 和 提 
示 都 无 济 于 事 了 . 那 到 底 怎样 寻找 题解 呢 ?” 

奥林匹克 数学 竞赛 最 早 发 起 人 之 一 ,苏联 著名 数学 家 塔 尔 塔 科 
夫 斯 基教 授 在 回答 这 个 经 常 提出 的 问题 时 , 打 比 方 说 ,“ 寻找 题 解 就 
好 像 去 抓 藏 在 石 堆 里 的 老鼠 . ”这 有 两 种 方法 :; 

“可 以 把 这 个 石 堆 的 石头 一 块 接 一 块 地 逐渐 地 搬 开 ,直到 露出 老 
鼠 来 .这 时 ,你 们 再 扑 上 去 , 抓 住 它 ……: (如 例 2-6 解 法 1) 


也 见 参 考 文献 [30] 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解数 学 题 ,P.90. 
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可 是 ,也 可 以 用 另 一 种 方法 ,就 是 围绕 石 堆 不 停止 地 来 回 走动 ， 
并 留心 观察 ,看 看 什么 地方 露出 老鼠 尾巴 没有 .一旦 发 现 老 鼠 尾 巴 ， 
你 们 就 用 手 抓 住 它 ,并 把 老鼠 从 石 堆 里 拖 出 来 . (如 例 2-6 解 法 2) 

这 要 求 我 们 , 既 善 于 把 一 个 问题 分 解 为 一 些小 问题 (然后 分 别 求 
解 小 问题 ), 又 要 善于 分 析 问 题 的 实质 , 直 捣 问题 的 关键 . 

(4) 解 题 是 一 个 改编 习题 的 过 程 由 

“用 心理 学 研究 人 的 解 题 过 程 已 经 有 一 百 多 年 了 . 这 些 钱 究 的 成 
果 揭 示 了 许多 引 人 注 目的 规律 ,找到 了 解 题 过 程 许多 重要 的 特点 . 苏 
联 著 名 心理 学 家 和 鲁 宾 什 节 依 (1889 一 1960) 提 供 的 这 个 过 程 的 - 般 特 
点 特别 引 人 注 日 .他 说 明了 和 人们 解 题 是 一 个 改编 习题 的 过 程 ,在 这 个 
过 程 中 ,通过 综合 习题 条 件 和 要 求 之 间 的 联系 ,对 这 些 条 件 和 此 求 进 
行 不 间断 的 分 析 .” 

例 2-11 一 套 徽 章 分 放 在 一 些小 盒 里 ,每 个 小 愈 有 10 个 格 . 
在 小 僵 的 某 些 格子 里 有 一 个 徽章 ,其 他 格 还 是 空 的 . 放 这 套 徽 章 的 作 
何 了 两 个 小 盒 至 少 能 以 同样 的 格子 里 有 或 者 没有 徽 音 互相 区 别 . 旱 然 ， 
每 个 小 盒 里 徽章 最 多 数 是 10, 最 少数 是 0( 空 盒 ). 放 这 套 徽章 的 小 愈 
有 多少? 

这 道 题 多 少 有 些 难 度 ,我 们 将 其 改编 为 类 似 的 喝 其 有 实际 的 意 
义 的 习题 : 代替 小 盒 的 每 一 格 分 别 安 上 一 个 小 电灯 泡 ,这 时 ,小 电灯 
泡 的 种 可 能 状态 ( 亮 或 不 亮 ) 对 应 于 格 - 了 里 有 牙 兰 没有 了 短 尖 . 结果 
得 到 这 样 的 习题 : 

例 2-12 -所 住宅 里 有 10 个 电灯 泡 . 住 宅 照 明 有 多 少 种 不 同 
的 方法 ”即使 最 低 限 度 用 一 个 电灯 泡 的 状态 来 区 别 照明 方法 ,照明 
的 两 种 方法 也 算是 不 同 的 .每 个 电灯 泡 可 能 亮 ,也 可 能 不 亮 .所 有 的 
电灯 都 不 亮 这 种 情况 也 是 一 种 照明 方法 ， 

这 个 问题 更 直观 了 ,但 解法 也 不 是 显而易见 的 .为 了 更 易于 计算 
照明 的 不 同方 法 ( 即 盒子 数 ) ,我 们 用 “+ “表示 亮 灯 ，- ”表示 关 灯 、 


了 见 参考 文献 [30] 弗 里 德 曼 . 怎样 学 会 解数 学 题 ,P.103. 
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问题 转化 为 由 + “- "组 成 的 10 元 排列 ,得 到 这 样 一 道 题 : 

例 2-13 有 一 个 10 列 的 矩阵 ,在 这 个 矩阵 里 每 个 元 素 的 位 置 
都 置 有 “+ ”号 或 者 “- ”号 . 害 御 的 任意 央行 多 少 有 一 个 相同 的 列 , 尼 
们 的 符号 不 同 .这 个 矩阵 最 多 有 多少 行 

这 是 一 道 较 标 准 的 数学 题 了 ,如 果 对 它 的 求解 仍 感 不 够 显然 的 
话 ,那么 可 把 "+ “号 看 成 1，- ”号 看 成 2( 不 能 看 成 0), 得 到 这 样 - 
道 题 ， 

例 2-14 由 数码 1.2 能 组 成 多 少 个 不 同 的 十 位 数 ? 

这 是 … 道 标准 的 题目 ,解法 也 是 现成 的 . 内 为 每 -数位 上 都 只 能 
有 1.2 两 种 可 能 ,由 乘法 原理 得 十 位 数 共 20 = 1024 个 . 

这 样 , 例 2-11 中 的 小 使 有 1024 个 , 例 2-12 中 的 照明 方法 有 
1024 种 , 例 2- 13 中 的 矩阵 有 1024 行 . 这 里 , 例 2-12, 例 2-13, 例 
2- 14 是 通过 对 例 2- fl 的 改编 而 得 到 的 ,或 者 说 ,是 用 模拟 它 的 方 
法 实现 的 . 


2-4 解 题目 的 


解 题 教学 中 的 解 题目 的 ,反映 了 解 题 观点 ,并 且 服 务 于 数学 教学 
的 总 目标 .解数 学 题 的 目的 是 什么 呢 ? 

有 的 学 生 回 答 是 : 考试 得 分 ; 

有 的 教师 回答 是 ; 现 固 知识 ; 

更 普遍 的 回答 是 : 求 出 答案 . 

从 教学 角度 看 ,这 些 回 答 都 有 不 够 完整 的 地 方 . 其实, 求 出 答案 
仪 仪 是 数学 问题 本 身 的 目的 .即使 是 数学 家 的 研究 工作 ,有 时 也 不 完 
全 把 找到 答案 作为 县 的 . 众所周知 ， -个 猜想 尚未 解决 时 ,就 像 一 台 
发 动机 在 高 效 运转 , 它 极 大 地 刺激 了 数学 方法 的 发 明和 数学 分 支 的 
创立 ,其 价值 有 时 远 远 超过 猜想 的 解决 本 身 . 所 以 ， 四 色 定 理 " 宣 布 
被 电子 计算 机 证 实时 ,有 些 数 学 家 深 感 忱 惜 ;所 以 , 希 尔 伯 特 不 愿 “未 
掉 ” 那 只 “能 为 人 类 生出 金 蛋 的 母 鸡 ” 
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作为 数学 教学 中 的 习题 ,其 答案 全 都 是 现成 的 ,教学 参考 书 还 党 
有 详细 的 过 程 . 波 利 亚 正 因为 不 满足 于 只 给 出 现成 答案 , 才 决 心 “ 教 
会 年 轻 人 去 思考 ”, 写 出 了 怎样 解 题 表 , 因 而, 解 出 数学 习题 本 身 不 是 
全 部 或 最 终 目的 ,而 是 一 种 训练 手段 ,这 种 训练 的 目的 主要 有 3 条 : 

(1) 知识 理解 的 巩 国 性 目的 ; 

(2) 能 力 培养 的 发 展 性 目的 ; 

(3) 思想 教育 的 陶 治 性 目的 ， 

这 些 目的 不 是 做 一 二 道 习 题 就 能 达到 的 ,但 做 每 一 道 习 题 都 应 
该 力求 有 所 体现 . 

这 些 目的 与 整个 数学 教学 的 目的 是 一 致 的 ,因此 , 解 题 训练 要 与 
基础 理论 的 学 习 结 合 起 来 , 融 知 识 的 应 用 过 程 与 知识 的 发 生 过 程 十 
一 体 . 

这 种 目的 观 要 求 我 们 重视 解 题 中 的 思维 过 程 , 重 视 解 题 在 发 展 
学 生 的 思维 .培养 学 生 的 能 力 ,促进 学 生 良 好 品质 结构 方面 的 作用 . 
在 解 题 中 ,数学 的 精练 .准确 和 严 首 ,有 利于 培养 严密 的 逻辑 思维 能 
力 ; 数 学 的 抽象 性 可 以 培养 学 生 的 抽象 思维 能 力 ;数学 的 广泛 应 用 可 
以 培养 学 生理 论 联系 实际 ,分 析 问 题 和 解决 问题 的 能 力 .这 - - 切 又 都 
有 助 十 学 生养 成 科学 的 思维 习惯 ， 

这 种 目的 观 还 要 求 我 们 注重 数学 文化 的 教养 价值 ,注重 数学 发 
现 中 的 美学 因素 (参见 8$86-2-10), 把 数学 素质 的 培养 放 在 首位 , 数 
学 的 精神 .思想 和 方法 是 人 类 文化 的 宝贵 构成 , 它 不 仅 是 数学 家 的 基 
本 修养 ,也 是 各 行 各 业 创 造 性 劳动 的 文化 基础 (大 众 数学 1) .确实 , 数 
学 解 题 训练 有 利于 知识 的 理解 和 巩固 ,有 利于 能 力 的 培养 和 发 展 , 介 
这 两 者 都 还 有 更 深 一 层 的 意义 一 一 把 人 的 思维 潜能 充分 开发 出 来 . 
所 以 说 ,数学 是 思维 的 体操 ;所 以 说 ,学 习 数 学 就 是 要 让 人 变 得 更 加 
聪明 ;所 以 说 , 解 题 训练 的 就 是 开发 数学 智慧 的 过 程 . (参见 $3 一 4， 
§5—2) 

明确 解 题目 的 ,就 不 会 仅仅 满足 于 求 出 答案 ,也 能 够 使 广大 师 生 
从 分 数 的 沉重 压力 下 解放 出 来 . 当 问题 还 没有 解 出 来 时 ,我 们 能 够 坚 
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汶 不 拔 , 钼 而 不 舍 ; 当 答案 已 经 找到 时 ,我 们 能 够 从 解 题 过 程 中 自觉 
吸取 营养 ,并 贷 有 兴趣 地 进行 新 的 探索 : 解 题 中 用 到 了 哪些 知识 ? 
它们 是 怎样 联系 起 来 的 ? 解 题 的 关键 在 哪里 ? 思路 是 怎样 打通 的 ? 
推理 是 否 严 谨 ? 思维 有 无 多 余 回 路 ? 还 有 别 的 解法 吗 ? 还 有 更 简捷 
的 解法 吗 ?” 这 种 解法 能 用 于 其 他 问题 吗 ? 这 个 问题 能 够 推广 吗 ? 改 


变 一 下 条 件 如 何 ?” 改变 一 下 结论 如 何 ”……… 当 你 的 思想 已 沉 漫 在 无 
边 的 探索 时 ,你 也 就 从 解 题 中 获得 了 崇高 的 享受 ,并 接受 到 数学 文化 
的 一 陶 . 


例 2-15 计算 tan67 30 -tan22"30 
讲解 ”这 是 高 中 课本 中 的 一 道 很 平常 的 习题 ,几乎 未 听 说 过 哮 


位 学 生 不 会 做 . 
_ sin67 30 -sin22°30" 
原 式 = cos67307 -cos22530 
_ sin67 30 cos22 30 一 cos67 30' sin22°30" 
cos67"30 cos22° 30° 
_ sin(67°30’ - 22°30’) 
了 《cos90"” + cos45" ) 


_ 2sin45’ _ ， 
Cos45” 

那么 ,我 们 解 这 道 题 的 目的 是 求 出 这 么 个 “2” 吗 ? 找到 这 个 “2” 
就 可 以 长 咕 一 口气 ,匆匆 合 上 作业 本 了 吗 ? 如 果 这 样 ,我 们 就 将 失去 
做 这 道 题 本 来 应 该 得 到 的 更 多 ,更 宝贵 的 东西 . 无 异 于 “ 进 宝山 而 这 
返 ”.( 题 做 出 来 就 是 进 了 宝山 ,匆匆 合 上 作业 本 就 是 到 而 空 返 ) 

容易 想到 ,我 们 是 要 通过 本 题 的 运算 来 熟悉 三 角 公 式 ,来 熟练 : 
角 变形 ,提高 运算 能 力 的 . 既然 如 此 ,我 们 就 应 该 回 过 头 来 ,自觉 吸取 
营养 . 作为 示范 ,我 们 有 下 面 阶段 递 进 的 3 点 分 析 . 

分 析 1 分 析 解 题 过 程 , 我 们 看 到 ,两 个 由 主角 函数 表示 的 无 理 
数 的 差 ,经 过 步 一 步 的 变形 ,终于 显示 出 其 为 自然 数 的 实质 . 当中 
主要 的 变形 有 3 个 : 

(1) 把 切 函数 变 为 弦 函 数 ,用 同 角 关系 公式 ; 
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(3) 分 子 分母 分 别 用 三 角 公 式 改 变 角 ,使 成 为 特殊 角 以 便 计 
算 . 用 到 了 和 差 角 公 式 . 积 化 和 差 公 式 . 
理解 其 中 的 实质 步骤 ,求解 下 述 1989 年 的 高 考题 应 不 会 有 什么 


困难 : 
例 2-16 证 明 
tan 3 并 tan 工 = 2sinzt 
2 2 cosT+cos2r 
sin 3 sin 站 
、 3 并 工 2 2 
证 明 tan -tan = 37 芭 
Cos cos 
Sin cos COS > sin 7 
37 


于 (cos27 + cosz ) 
= UD 
这 里 ,在 作业 题 与 高 考题 之 间 , 只 不 过 是 数字 一般 化 为 字母 , 计 
算 改 为 证 明 ,所 进行 的 步骤 ,所 用 到 的 公式 全 都 是 -一 样 的 . 旧 的 问题 
可 以 作为 解决 新 闻 题 的 借鉴 ! 然而 , 解 题 过 程 的 分 析 远 未 结束 . 
分 析 2 如 果 进 一 步 对 高 考题 作 研 究 , 可 以 看 到 3 个 实质 性 的 
步骤 (差异 分 析 § 6 一 2 一 2): 
(1) 用 同 角 关系 公式 消除 等 式 两 边 函 数 名称 上 的 差异 ; 
(2) 用 和 差 角 公 式 、 积 化 和 差 公 式 消除 等 式 两 边 角 的 形式 上 的 
差异 ; 
(3) 通 分 消除 等 式 两 边 运算 方式 上 的 差异 . 
易 知 ,消除 第 (2) 个 差异 是 主 归 矛盾 , 抓 住 主要 矛盾 ,对 所 用 到 的 
:类 公式 重新 组 合 ,可 得 高 考题 的 新 证 法 : 


第 二 章 解 是 观点 (一 | 91 


另 证 由 三 角 公 式 


jn = Sin 3 工 3 . 
Sint = sin’3 Cos ~ cos sin 7, 


二 (cosz+ cas2z) =cos Yoos 3， 


sin > sin 半 
”2 ”2 


= 左边 . [] 


相 除 右边 = 


cos 3 cos 7 
这 种 解法 不 仅 体现 了 较 强 的 解 题 能 力 ,而 且 便 于 发 现 ; 解法 本 
身 对 于 题目 中 具体 数字 的 依赖 是 非 实质 的 (要 害 只 是 尝 与 地 的 着 为 
1 完全 可 以 - 般 化 为 x+ 9 与 9), 排 广 立 即 成 为 可 能 . 
分 析 3 作 推 广 , 由 


sinx = sin(x + 0)cos0 — cos{(x + 0)sing, 


Soos(z + 20) + cosr | = cos(zr + 9)cosg， 


相 除 ,得 


: 2sint | 
推 | 1 cosz + cos(x +20) =tan(x + 0) ~ tang. 


取 6= 工 ， 37 3SZz .. ,2 全 并 相 加 ,得 


2”2”2° 
> 加 2sinzx 2n 二 ]) 工 rx 
推广 2 、 = tan ( ) tan 去 . 
A COST + COS2 开 六 2 
Sn sinx sinnx 


AE cosz + cos2khr cosnr + cos(n + 1)7: 
问 理 ,有 


_ 2sinz 
(1) Cs (LT +20) cosx =cot(x +0) -cotl. 


工 见 参考 文献 [35] 罗 增 儒 . 怎样 解答 高 考 数学 题 ,P.101. 从 形式 上 涪 . 轨 
让 是 将 公式 从 串联 使 用 变 为 并 联 使 用 ,参见 $4-2-3. 也 可 以 说 是 从 右边 推 到 左 
边 而 已 .总 之 是 将 历时 性 的 线性 输入 ,组 成 共 时 性 的 立体 结构 . 
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(2) SinT sinnz 
i Cos2kr — cosr cos(n +1)r~cosnr 
TY 
3 


, 2sinx T+y 
(3) = tan tan 
COST 十 COSY 


可 见 ,不 明确 解 题目 的 ,就 会 解 一 道 题 忘 : 道 题 , 实 质 上 是 在 问 
-思维 层次 上 重复 操练 ;明确 解 题目 的 ,就 可 以 通过 解 “ 有 限 道 题 " 来 
获取 解 “ 无 穷 道 题 "的 那 种 数学 机 智 
还 要 指出 ,对 例 2- 15 的 另 一 解法 : 
tan67"30 — tan22°30" 
= cot22°30° ~ tan22°30" 个) 
_ cos22 30- sin22°30" 
sin22°30” cos22°30 
_ Cos- ?22"30 ~ sin 22°30" 


sin22°30 cos22°30" 
_ Cos” 222"30 -sin222?30 
sin22"30 cos22"30- 
7 cos4S 
sin4S” 
一 2cot49” 
=2. 口 
可 导致 将 式 中 一 般 化 ,得 
ceotO -tan0g=2cot20. 


由 此 ,又 可 以 产生 另 一 番 研 究 景象 中. 


个 还 有 解法 是 tan67"30” - tan22 30 = 


jt 1 _ _ - 
NP NBT =(V2+1)-(V2 1)=2. 


由 于 这 - - 庆 法 对 具体 数 字 的 依 各 过 重 , 扒 -认为 困难 参见 84 2 4 


1 ~ cosl35” V5 
1 + cos135° 1 + cos45° 
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BD: 


习题 二 


1. 设计 一 个 解决 某 类 问题 的 解 题 表 . 
2. 模仿 “怎样 解 题 " 表 ,研究 下 题 ， 
题目 设 AD 是 人 ABC 的 中 线 , BC =a,AC=65,AB=c, 求 让 


AD? = 了 (+) -二 a 四 
提示 : 第 一 ， 你 必须 弄 清 问题 
(1) 这 是 一 个 什么 问题 ? 
(2) 已 知 是 什么 ? 
(3) 求证 是 什么 ? 
(4) 求证 式 有 什么 特点 ? 
第 二 ,拟定 计划 
(5) 哪些 知识 能 提供 边 长 的 平方 关系 ? 
(6) 用 余弦 定理 能 成 功 吗 ? 
(7) 用 勾 股 定理 能 成 功 吗 ? 
(8) 拟定 一 个 计划 ,确定 余弦 定理 方案 还 是 勾 股 定理 方案 ? 
第 三 ,实现 计划 
第 四 ,回顾 
(9) 推广 题 (斯 特 瓦尔 特定 理 ) 在 和 ABC 中 ,是 BC 上 -点 ,日 


DC= m:n,BC=a,AC=6,AB=c, 则 
2 mb 十 nc” mna” 5) 
AD’= m+n (m+n)> 轩 


(10) 联想 题 1: 公式 人 中 当 AD 为 角 平 分 线 时 情况 如 何 ? 
(11) 联想 题 2: 公式 多 中 当 AD 为 高 线 时 情况 如 何 ? 
(12) 联想 题 3: 平行 四 边 对 角 线 的 平方 和 等 于 它 的 四 条 边 的 平 


方 和 . 


(13) 再 推广 : 将 全 ABC 的 BC 边 等 分 ,分 点 为 D1, DD;,… 
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D, 1, 则 
n-l 
> AD? = Cn- DAD? + 0 


(14) 考虑 不 等 关系 : 和 ABC 中 , 是 BC 上 一 点 , 且 BD:DC 
二 m:n, 则 有 
nAB+ mAC>(m+n)AD. 
(15) 推广 题 : 过 一 点 A 的 直线 束 交 直线 / 于 Bl,B;,,…,B,, 而 
Bi1B3: BBay:… :B11B,=61:b2:…:b,-1; 且 A 到 B, 的 距离 为 AB; 
二 a;(i = 二 1,2,…,n) 则 有 


oiart 十 、 Yoana> birth )aini. 

(16) 全 ABC 由 ,Co0， CA a, CB =65, 人 C 的 n 等 分 线 
顺 次 与 斜 边 AB 证 .1: 则 有 

十 “ Ep; + -= 4 下 

3. 模仿 “怎样 解 题 " 表 , 研 究 下 题 : 

题目 已 知 两 船 的 速度 及 其 在 某 一 时 刻 的 位 置 ;两 船 各 以 匀速 
沿 直 线 航道 行驶 . 求 当 两 船 相距 最 近 时 ,彼此 之 间 的 距离 . 

提示 : 

(1) 已 知 数 是 什么 ? 条 件 是 什么 ? 画 张 图 ,引入 合适 的 符号 . 

(2) 你 能 不 能 想 出 一 个 更 好 着 手 的 有 关 问 题 ? 一 个 更 特殊 的 问 
题 ? 例 如 其 中 有 一 个 速度 为 0. 

(3) 解决 了 特殊 问题 之 后 ,你 能 不 能 利用 它 ? 为 了 能 利用 它 ? 
你 是 否 应 当 引 入 某 个 辅助 元 素 ? 注意 到 运动 是 相对 的 ! 

4. 模仿 “怎样 解 题 " 表 , 研 究 下 题 : 

题目 设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 1, 将 边 AB 三 等 分 ,分 点 为 
FF, 忆 ,使 得 AE = EF = FB, 又 将 DC 三 等 分 ,分 点 为 日 ,G ,使 得 DH 
= HG = GC, 连 EH ,FG , 求 四 边 形 EFGH 的 面积 . 

提示 : 

(1) 设想 C,D 无 限 接近 . 
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(2) 设想 B,C 无 限 接近 . 

(3) 连结 HA, HF, HB, 得 
全 ABH 类 似 于 (1); 连 结 FC, FH， D 万 
FED, 得 入 FCD 也 类 似 于 (1). 

(4) 连结 AC ,分 别 过 下 ,下 作 
BC 的 半 行 线 , 全 ABC 类 似 于 (2); 
又 过 日 ,G 作 AD 的 平行 线 ， 
全 ACD 也 类 似 于 (2). 

(5) 再 考虑 面积 关系 


Saatc=$ aa, 
SacaF = $ Sa 
相 加 Satcr = 3 Sagep. 
注意 到 SEFGH = SAHCF 
(6) 坐标 法 能 成 功 吗 ? 
设 A(0,0),B(c,0),C(a,d),D(5,e), 有 E( 和 ,0)， 


/2c a+2b d+2e 2a+b 2d+e 
F( 等 0], |( 3 》 3 ),c1 3 9 3 ), 旦 Sum = 


六 (ce+ 妈 一 ac)， 


(7) 推广 题 ] 设 四 边 形 ABCD 的 面积 为 1 ,将 边 AB 及 边 PC 
分 别 作 22 +1 等 分 (n 之 1),E,F 及 昌 ,G 分 别 为 AB 及 CD 上 的 居 


于 中 间 的 一 边 分 点 ,求证 四 边 形 EFGH 的 面积 为 
(8) 推广 题 2 在 四 边 形 ABCD 中 , 边 4AB ,BC,CD,D4 上 的 


三 等 分 点 顺 次 为 A1,As,Bi,B;, C1,C;,D1,D;. 连结 AlC;,A;0l， 
Bi1D;, BD 顺 次 得 四 个 交点 五 ,下 ,G ,也 ,求证 Seroy= 二 Suxn 
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若 将 三 等 分 推广 为 22 + 1 等 分 呢 ? 

(9) 在 四 边 形 ABCD 中 ,P,Q 顺 次 是 AB 边 上 的 点 ,R,S 顺 次 
是 CD 边 上 的 点 ,有 AP: PQ: QB = CR:RS:SD= m:n:p, 试 间 四 
边 形 PQRS 的 面积 是 原 四 边 形 面积 的 几 分 之 几 ? (图 2-16) 


图 2-16 图 2-17 

(10) 在 四 边 形 ABCD 中 ,Pi,P;,…, Pz, 顺 次 是 AB 上 的 点 ， 
Qi1;Q;,…,Q;;, 硕 次 是 CD 上 的 点 ,有 AP PiPs:… PP 
Pa,B= CQI: QQ QQ QnD = 2 nt; 试 
间 四 边 形 P,P, ;1 Q,Q,:1 面 积 是 四 边 形 ABCD 面积 的 几 分 之 儿 ? 
(图 2 一 17) 

(11) 继续 作 推 广 . 

运用 各 种 解 题 观点 ,求解 5 一 10 各 题 : 

5. 在 锐角 和 ABC 中 ， 
“cosA = cosasinB, 
(os = cospsinr, 
cosC = cosrsina ， 
且 ec,p8,r 也 是 锐角 ,求证 

cota + cotB + cotr SSV tana +V tan8+ v tanr. 


6. 人 AABC 有 内 切 圆 D. 圆 O1, 圆 O,, 圆 O; 分 别 与 三 角形 两 边 
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及 @O 相 切 .各 圆 的 半径 顺 次 记 为 民 ,R PR3 ,求证 RR 
Ra + 民 3. 

探讨 是 否 有 VvV RS&V Ri +V R2+TWR3， 

7. 假设 a1,a2,…,a, 是 自然 数 1,2,…,n 的 某 -排列 .对 1， 
…,n 的 所 有 排列 , 求 和 


iar-li+las~21+.…+ia 


一 7 


的 最 大 值 . 
[1957 年 匈牙利 竞赛 题 ] 


十 


2 
一， 


提示 : 抓 老 鼠 尾 巴 . 注 意 到 |o -站 应 等 于 oa -或 -ao 减 全 


总 保留 着 ,问题 转化 为 :在 数 1,1,2,2,…,7n,n 中 间 加 上 1 
“+ "号 个 "- ”号 ,使 得 到 的 代数 和 最 大 . 
8. 全 ABC 中 ,已 知人 C=90',a+6b+c=abc,a,b,cEN,, 
asb,e. 
9. 解 方 程 组 
{lg rt+lg y=7, 
lg = . 
10. 解 方程 +” =5. 
11. 分 析 下 题 的 求解 过 程 , 抓 住 实 质 步 又 , 先 给 出 简化 解法 ， 
作 推 广 . 


题目 方程 :二 一 =3 的 解 是 


1 + 37 
[1992 年 高 考 理科 (19) 题 ] 
解 ” 去 分 母 ,得 
1+3-z=3+3.37， 
即 3:37+2-3-7=0. 


两 边 乘 以 37 ,得 关于 37 的 二 次 方程 
3:(3*)°+2:.(3*)~1=0. 
分 解 ,得 (3:37—1)(37+1)=0, 


个 


本 
y 
2 


全 


Coee 


人 


1 


(2 


98 数学 解 题 学 引 论 


但 3*+1 关 0, 只 有 


3'37—1=0, 
即 3 一 3 1 
得 过 三 一 上 
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人 们 寻找 习题 解答 的 活动 时 做 解 题 过 程 . 它 通 常 包括 从 拿 到 题 
目 到 完全 解 出 的 所 有 环节 或 每 一 步骤 .把 书写 等 同 于 解 题 过 程 既 不 
符合 事实 ,更 没有 反映 出 问题 的 本 质 . 有 时 候 , 一 个 精练 而 漂亮 的 书 
写 恰好 严 严 密 密 地 掩盖 着 一个 复杂 而 生动 的 思考 . 解 题 过 程 最 本 质 
的 是 积极 的 思维 活动 ,思维 过 程 中 最 富 于 创造 性 的 是 提出 问题 .从 
此 , 解 题 过 程 是 运用 数学 知识 ,调动 数学 能 力 , 既 不 断 提 出 问题 又 不 
断 解决 问题 的 思维 过 程 .书写 是 其 中 的 一 个 环节 ,虽然 其 重要 性 怎么 
强调 都 不 算 过 分 ,但 它 毕 竟 是 思维 结果 的 纪录 ,还 不 是 思维 本 身 ( 参 
见 82-3 中 解 题 过 程 的 结构 )， 

我 们 认为 ,学 会 解 题 的 有 效 途 径 是 分 析 解 题 过 程 . 有 的 学 生 总 是 
停留 在 知识 型 的 层次 上 ,不 能 形成 解 题 能 力 , 其 根本 原因 就 在 于 他 们 
既 没 有 分 析 典 型 的 例题 ,又 没有 分 析 自 己 的 解 题 活动 ,没有 从 中 整理 
出 基础 理论 .基本 思想 和 常用 方法 . 相反 ,善于 做 解 题 过 程 分 析 的 学 
生 , 很 快 就 形成 解 题 的 一 般 能 力 , 并 且 受 益 终 生 . 

本 章 首先 研究 解 题 程序 ,然后 对 解 题 过 程 进行 思维 分 析 结构 分 
析 和 和 长 度 分 析 . 后 两 章 ,将 从 更 宽广 的 角度 、 运 用 更 新 的 观点 继续 分 
析 解 题 过 程 . 


3 一 1 解 题 程序 
每 -一 道 习题 都 有 自己 的 解 题 过 程 ,每 一 个 过 程 都 可 以 分 成 -一些 


循序 渐进 的 阶段 ,许多 题目 所 共同 经 历 的 阶段 经 过 规范 化 总 结 为 -… 
系列 可 操作 的 步 又 ,就 形成 解 题 程序 . 所以, 解 题 程序 就 是 经 过 规范 
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化 而 成 为 可 操作 的 解 题 过 程 . 

规范 化 和 可 操作 是 解 题 程序 的 两 个 显著 特征 .规范 化 反映 了 
类 习题 的 解 题 过 程 的 合理 性 ,可 操作 反映 了 实现 解 题目 标的 可 能 性 ， 
合理 而 义 可 能 就 是 有 程序 ,否则 就 没有 程序 . 

解 题 程 序 是 解 题 思想 与 解 题 行动 的 连接 点 ,其 实质 是 解 题 思想 
的 最 终 形式 . 解 题 是 人 的 有 意识 的 活动 , 它 必 然 要 接受 解 题 思想 的 指 
导 , 但 是 ,要 把 思想 转化 为 行动 ,思想 必须 先 具 体 化 为 程序 ,如 果 某 个 
思想 根本 就 不 能 转化 为 程序 , 那 它 就 不 能 表现 出 解 题 能 力 , 至 多 只 能 
是 一 些 带 上 神秘 色彩 的 个 人 行为 .数学 方法 的 本 质 正 在 于 数学 思想 
的 程序 化 ! 上 一 章 中 各 种 解 题 观 , 都 无 一 例外 地 设计 了 各 自 的 解 题 
程序 , 即 波 利 亚 的 怎样 解 题 表 , 弗 里 德 曼 的 八 步 又 框图 ,和 唐 以 荣 的 
“一 导 一 式 " 及 “二 导 一 式 ”. 前 苏联 数学 教育 家 奥 加 涅 相 在 他 主编 的 
《中 小 学 数学 教学 法 》 一 书 中 ,把 解 题 过 程 分 解 为 :理解 数学 题 的 条 
件 , 制 定 解 题 计 划 ,实行 解 题 计划 ,研究 所 得 的 解 . 并 对 前 两 个 阶段 作 
了 精辟 的 分 析 . 

有 的 解 题 分 析 或 解 题 教学 之 所 以 太空 , 太 玄 ,就 是 在 解 题 思想 与 
解 题 行 动 之 间 缺 少 解 题 程序 ,作者 (或 教师 ) 可 以 "空中 飞人 ” ,而 读者 
(或 学 生 ) 却 “如 是 五 里 雾 中 ”. 程序 是 解 题 的 必要 形式 ,介绍 解 题 程序 
也 应 该 是 解 题 教 学 的 必要 步 又 . 

解 题 程序 依 其 适应 范围 而 分 成 两 类 ,一 类 是 适应 面 较 窗 的 微观 
解 题 程序 ,一 类 是 适应 面 较 宽 的 宏观 解 题 程序 . 


3-1-1 微观 解 题 程序 


微观 解 题 程序 是 适用 于 某 一 类 习题 的 解 题 公 式 , 其 特点 是 具 要 
按 程序 操作 便 可 达到 解 题目 标 、 完 成 解 题目 的 .各 类 习题 的 公式 解 其 
实 都 是 微观 解 题 程序 . 例如 

1. 求解 “一 元 一 次 方程 有 “五 步骤 "的 解 题 程序 ( 见 下 页 ) 

有 了 这 个 程序 ,学 生 大 都 能 顺利 求解 一 元 一 次 方程 ;在 具体 处 理 
应 用 题 时 ,就 能 逐步 实现 从 算术 到 代数 的 飞 牙 .反之 ,如 果 没 有 解 题 
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程序 ,很 多 学 生 就 会 无 所 适 从 , 拿 着 题目 不 知 从 何 下 手 , 那 么 连 方程 
都 解 不 了 ， 代 数 思想 “或 “方程 观点 "也 就 成 了 空中 楼 阁 ，“ 把 未 知 数 
看 作 已 知 数 参与 运算 ”的 优越 性 也 就 体现 不 出 来 . 


| 


解 题 操作 解 题 程序 解 题 依据 
| 操作 1 | 去 分 母 | 同 解 原理 2( 分 拆 ) 、 
操作 2 | 去 括号 | 便 等 变形 (分 拆 ) 
| 操作 3 | 移 项 | 同 解 原理 1( 重 组 ) 
| 合并 同类 项 化 为 最 简 方 | ，。，，， 
40) 的 形式 | 全 二 实 形 (和 组 ) 
方程 两 边 都 除 以 来 知 数 
5 同 解 原 
操作 抽取 数 ,得 出 解 < = 也 同 解 原理 2( 重 组 ) 


有 了 程序 不 该 绝对 化 中 ,呆板 的 教学 只 教程 序 , 只 练 程序 , 既 名 
视 了 每 一 步骤 的 依据 ,又 不 指出 各 个 步骤 的 目的 ,更 未 揭示 其 中 的 数 
学 思想 ,学 生 学 到 的 只 是 机 械 操 作 , 而 不 能 融会 贯通 ,长 此 以 往 , 将 有 
但 于 学 生 思 维 灵 活性 创造性、 简略 性 的 发 展 (当然 ,这 并 不 是 解 题 程 
序 的 过 错 ,而 是 照 本 宣 科教 学 的 弊端 ). 

下 面 一 个 非常 简单 的 例子 曾 引 起 我 们 深刻 的 反省 . 

例 3-1 解 方程 0.5zx=10.5. 

( 见 九 年 义务 教育 教材 初中 《代数 》 第 一 般 ( 上 )P.28 例 2) 
讲解 ”学 生 十 有 八 九 采用 这 样 的 解法 : 

解法 1 按照 小 学 逆 运 算 的 道理 ,有 


-10.5_ 105_ 
rs 5 21. 口 


解法 2 按照 中 学 教材 的 解 题 步骤 “两 边 除 以 未 知 数 的 系数 ”， 
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也 许 这 两 个 解法 的 原理 都 无 可 挑剔 ,但 是 当 学 生 对 这 两 个 解法 
心安 理 得 时 ,教师 应 感到 照 本 宣 科 教学 的 弊端 . 为 什么 这 些 天 真 活 滩 
的 孩子 竟 都 小 老头 般 团 于 刻板 的 套路 ,去 进行 复杂 的 小 数 除法 呢 ? 
难道 除 以 0.5 不 就 是 乘 以 2 吗 ? 不 是 孩子 们 笨 , 也 不 是 “不 该 有 程 
序 ” ,而 是 我 们 的 教学 太 死 .实践 表明 ,一 旦 教师 点 拨 到 : 两 边 除 以 未 
知 数 系数 的 目的 是 什么 ? 依据 是 什么 ?学生 立即 就 能 想到 ; 

解法 3 ”两边 乘 以 2, 有 

r=10.5x2=21. 口 
这 还 是 用 到 同一 个 “ 同 解 原理 2”, 但 境界 已 经 完全 不 一 样 . 不仅 如 
此 ,学 生还 能 想到 对 方程 

0.25x =10.5 
两 边 乘 以 4; 对 方程 

0.125x =10.5 
两 边 乘 以 8. 

这 个 例子 给 我 们 的 启示 是 ， 程 序 解法 "的 教学 ,从 一 开始 就 
要 抓 : 

(1) 讲 清 每 一 步 又 的 依据 和 目的 ; 

(2) 注意 对 各 个 步骤 间 整 体 结构 的 分 析 ; 

(3) 揭示 整个 程序 所 蕴含 的 解 题 思想 . 

具体 到 一 元 一 次 方程 的 解法 ,我 们 可 以 看 到 ,操作 1 和 操作 5 源 
于 同 解 原理 2, 操作 3 源 于 同 解 原理 1 ,操作 2 操作 4 是 方程 两 边 各 
自作 便 等 变形 (分 配 律 结合 律 ), 这 些 操作 全 都 能 保持 “ 同 解 性 ”, 是 
等 价 变形 .整个 操作 的 实质 是 : 在 保持 方程 同 解 的 条 件 下 ,通过 方程 
变形 把 只 含 未 知 数 的 项 、 及 只 含 已 知 数 的 项 分 别 集中 到 方程 的 两 边 ， 
并 把 未 知 数 的 系数 变 为 1 求 出 未 知 数 的 值 . 

有 了 这 点 认识 ,学 生 在 求解 一 元 一 次 方程 时 就 不 仅 能 掌握 “ 程 
序 ”, 而 且 能 够 灵活 变通 ,表现 出 简单 但 宝贵 的 创造 性 ,比如 

例 3-2 解 方程 
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EE - 二 (zx 9) |= (x 9). 


( 九 年 义务 教育 教材 初中 《代数 》 第 一 朋 ( 上 )P.244) 
讲解 ”拘泥 于 程序 就 5 个 步 又 都 要 经 过 , 抓 住 实质 则 可 “越轨 ”， 
婚 不 去 分 母 ,也 不 去 小 插 号 , 仅 去 中 括号 ,有 
工 一 37+ (x 9) = 9 (7 9). 


移 项 消去 十 (zx- 9) ,得 


得 
这 里 ,对 “ 当 (x 一 9) 整 个 移 项 " 正 是 变换 思想 ,整体 处 理 的 锥 形 ， 
一 个 初中 一 年 级 的 学 生 能 够 做 到 这 一 步 ,应 该 说 是 对 数学 有 很 好 的 
领悟 . 
2. 求解 一 元 二 次 方程 有 “公式 法 ” ,这 就 是 一 个 程序 
(1) 将 所 求解 的 方程 化 为 标准 方程 
ar’ +brt+ec=0 (a#0). 
(2) 找 出 系数 ,计算 判别 式 
A= 82 一 4ac. 
(3) 代 人 公式 
Lh, A>0 时 ; 
习 1 ,2 二 ， 
yA “一 AL A<0 时 ， 
这 个 程序 ,将 未 知 数 直接 表示 为 已 知 数 的 运算 ,融化 归 的 思想 、 
配方 法 的 技巧 和 6 种 代数 运算 (加 \ 减 . 乘 、 除 . 乘 方 . 开 方 ) 于 一 体 ,是 
知识 方法 .思想 的 优美 结合 . 


3. 求 最 ( 极 ) 值 
在 中 学 阶段 ,所 求 的 最 大 (小 ) 值 ,都 是 双重 极 值 ( 既 是 最 值 又 是 
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极 值 ) ,由 于 没有 公式 解法 ,技巧 性 很 强 , 常 常 因 人 而 异 . 因 题 而 异 ,学 
生 就 感到 很 难 掌 握 . 

学 了 微 积分 之 后 ,新 的 知识 丰富 了 解 题 思想 ,也 壮大 了 解 题 力 
量 , 可 以 通过 “导数 ”工具 给 出 解 题 程序 : 

(1) 求 了 (zx); 

(2) 解 方 程 f(x)=0 找 出 驻 点 ; 

(3) 列表 确定 极 值 ( 也 可 用 二 阶 导数 找 出 极 值 ). 

从 没有 程序 到 有 程序 ,体现 了 思想 对 程序 的 指导 意义 .思想 是 程 
序 的 灵魂 . 


3-1-2 宏观 解 题 程序 


这 类 程序 给 出 了 很 多 .乃至 所 有 习题 的 共同 求解 步 邓 0, 这 些 步骤 
虽然 已 经 规范 化 了 ,也 反映 了 成 功 解 题 的 科学 过 程 ,但 终 因 过 程 的 随 
机 因素 过 多 而 不 能 成 为 “万 能 公式 ”. 就 是 说 ,成 功 的 解 题 必 定 执行 了 
相应 的 程序 ,而 执行 了 相应 的 程序 还 不 能 保证 解 题 的 成 功 (这 就 与 微 
观 解 题 程序 有 区 别 ). 波 利 亚 的 怎样 解 题 表 、 弗 里 德 曼 的 八 步骤 框图 、 
唐 以 荣 的 “一 导 一 式 ” 及 “二 导 一 式 " 都 属于 宏观 解 题 程序 . $2 一 1 一 3 
中 的 几 个 解 题 表 , 也 属于 宏观 解 题 程序 .下 面 再 介绍 几 个 . 

1. 第 卡尔 模式 及 其 推广 

笛 卡 尔 (1596 一 1650) 是 一 个 伟大 的 学 者 ,他 被 许多 人 尊 为 现代 
哲学 的 莫 基 人 ,他 的 工作 改变 了 数学 的 面貌 ,并 且 他 在 物理 学 史上 也 
占有 -…- 定 地 位 .他 在 《指导 思维 的 法 则 》 一 书 中 , 曾 冥 思 苦 想 找 - -个 能 
解 所 有 问题 的 通用 方法 : 

第 一 ,将 任何 种 类 的 问题 化 归 为 数学 问题 (数学 化 ); 

第 二 ,将 任何 种 类 的 数学 问题 化 归 为 代数 问题 (代数 化 ); 

第 三 ,将 任何 代数 问题 化 归 为 单个 方程 的 求解 (计算 化 ). 

“你 知道 得 越 多 ,你 在 这 个 方案 中 所 能 看 出 的 漏洞 也 就 越 多 . 想 
必 不 久 笛 卡尔 就 已 经 察觉 到 在 有 些 情 况 下 ,他 的 方案 是 行 不 通 的 ,至 
少 他 搁 下 了 未 完成 的 法则 ' ,只 在 后 来 的 (更 为 人 所 知 的 ) 著 作 《 方 法 
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论 》 里 介绍 了 他 的 方案 的 片段 .” 

“在 笛 卡 尔 方案 的 基本 意图 中 ,有 些 内 容 看 起 来 是 很 正确 的 ,但 
是 要 把 这 种 意图 付 诸 实施 ,其 困难 \ 障 但 和 错综复杂 的 情况 远 比 第 卡 
尔 最 初 热情 想象 的 要 多 得 多 .虽然 笛 卡 尔 的 方案 失败 了 ,但 仍 不 失 为 
一 个 了 不 起 的 方案 ,纵然 失败 , 它 对 科学 的 影响 也 比 那些 偶然 成 功 的 
许多 微不足道 的 方案 要 大 得 多 .” 

“虽然 第 卡尔 的 方案 不 能 用 于 所 有 场合 ;但 是 , 它 确实 能 用 丁 许 
多 场合 ,其 中 包括 许多 重要 场合 . 当 一 个 中 学 生 用 “ 列 方程 ' 的 办 法 解 
“文字 题 ' 时 ,他 就 是 沿用 笛 卡 尔 的 方案 ;并 且 , 他 这 么 做 时 ,就 在 为 自 
已 认真 地 应 用 这 个 基本 思想 作 准 备 .” 

第 卡尔 模式 不 适用 十 所 有 习题 ,但 却 适 用 于 “应 用 题 "( 或 文字 
题 ) 的 很 多 场合 ,其 基本 思想 正 是 如 今 在 中 学 界 流行 的 方程 观点 . 当 
我 们 用 “ 解 三 角形 "来 处 理应 用 题 时 ,也 是 类 似 的 笛 卡 尔 模式 : 

(1) 将 实际 问题 转化 为 几何 问题 ; 

(2) 将 几何 问题 转化 为 三 角形 问题 ; 

(3) 解 三 角形 . 

将 这 种 模式 加 以 推广 就 是 中 学 解 应 用 题 的 宏观 解 题 程序 : 

(1) 将 一 个 实际 问题 转化 为 一 个 数学 问题 ,进行 数学 化 设计 ; 

(2) 将 一 个 数学 问题 化 归 为 一 个 常规 问题 ,进行 标准 化 设计 ; 

(3) 求解 常规 数学 题 . 或 是 解 方程 ,或 是 证 明 ( 求 解 ) 不 等 式 , 或 
是 函数 求 慨 值 ,或 是 几何 求 值 ,几何 论证 等 . 

很 多 情况 下 ,步骤 之 间 没 有 明显 的 界线 ,是 环 环 相 扣 、-- 气 呵 成 . 

例 3-3 小 王 和 小 李 既 是 同学 又 是 邻居 ,在 每 一 个 月 里 ,他 们 
总 是 相约 到 一 家 小 铺 里 去 买 若 干 次 白糖 ,假设 白糖 的 价格 是 变化 的 
(不 是 常数 ) ,而 他 们 的 购买 方式 又 不 一 样 .小 王 每 一 次 总 是 买 1 和 干 克 
白糖 ,小 李 每 一 次 只 拿 1 元 钱 来 买 白糖 ,而 不 管 买 多 少 ,试问 这 两 种 
买 糖 的 方式 哪 一 种 合算 ? 


和 ” 见 参考 文献 [28j] 波 利 亚 . 数 学 的 发 现 ,第 一 卷 ,P.28. 
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讲解 ”第 一 ,进行 数学 化 设计 
1. 先 要 弄 清楚 什么 叫 " 合 算 ”. 单 看 谁 买 的 糖 多 或 单 看 谁 花 的 钱 
少 都 不 对 ,应 当 计算 各 人 平均 每 干 克 糖 花 多 少 钱 (单价 ), 谁 少 谁 合 
算 , 即 价钱 便宜 的 合算 . 

2. 这 导致 我 们 去 计算 “平均 数 ”. 但 题目 中 没有 可 供 使 用 的 数 
据 , 因 而 需要 引进 有 关 数 学 记号 .假设 小 王 小 李 相 约 买 了 次 和 白糖 
(nn 之 1), 而 各 次 白糖 的 单价 分 别 为 (元 /千克 ): 

QI,Q2，…， Cn 

其 中 a; >0 且 不 恒 等 ,i=1,2,…,n. 

小 王 每 一 次 买 1 千克 白糖 , 共 花 去 al + uaz+ …+an 元 , 买 得 白 
糖 n 千克 ,平均 每 千克 白糖 的 单价 为 


_A1+ta2+t''+a, 
C 一 四 


n 
小 李 每 一 次 只 用 1 元 钱 买 白糖 , 共 花 去 元 , 买 得 白糖 数 分 别 
为 二 ,十 ，…, 汪 千克 ,平均 每 下 克 自 糖 的 价格 为 
n 
BT TT, 
al C2 Un 
问题 转化 为 比较 两 个 平均 数 a,8 的 大 小 . 
第 二 ,进行 标准 化 设计 
比较 a 与 8 的 大 小 ,这 是 一 个 探索 性 的 问题 ,可 以 取 一 些 特殊 值 
试验 (n=1,2,…), 从 而 猜测 
a 之 有 ， OD 
第 三 ,证 明 不 等 式 
证 明 不 等 式 是 一 个 标准 的 数学 问题 ,由 
a aia, >0, 


nn 


bl(L+ 1 .1 )3/ -2 >»0, 
如 Un 


al a2 a 
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相 乘 B81, 
即 a 宇 pB 
但 al,a;,…,a 
小 李 比 小 王 合算 . 
2. 卢 正 勇 的 解 题 框图 
福建 师范 大 学 卢 正 勇 教授 在 “怎样 提高 解 题 能 力 " 册 一 文中 提出 
的 解 题 程序 为 下 述 框图 : 


,不 恒 等 , 只 能 a>>B. 可 见 ,n>>1 且 价格 变化 时 ， 


第 -一 ,理解 题 意 

这 一 步 的 目的 是 弄 清 问题 中 的 已 知 与 所 求 ,包括 : 

1. 尽 可 能 地 作 图 或 制 表 ,以 便 借 助 直 观 局 发 思维 . 

2. 把 原来 用 文字 叙述 的 问题 ,通过 引进 图 形 .字母 ,符号 等 , 改 


也 。 见 福建 中 学 数学 ,1982,2,P. 
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用 数学 语言 或 式 子 表达 . 

3. 把 已 知 与 所 求 的 事项 进行 细 分 . 

4. 可 能 时 把 已 知 与 所 求 分 别 作 初步 等 价 变换 ,使 问题 的 实质 更 
加 显露 . 

第 二 ,分 析 

i. 简化 

在 理解 题 意 时 所 作 的 初步 等 价 变换 ,往往 也 就 是 把 问题 简化 . 有 
时 还 可 以 进一步 加 以 简化 ,通常 包括 简单 化 .特殊 化 .具体 化 等 . 

2. 观察 

把 问题 简化 后 ,有 时 可 通过 观察 而 决定 试用 何 种 思路 . 

(1) 观察 已 知 与 所 求 ,通过 基础 知识 的 联想 ,如 能 把 已 知 与 所 求 
挂 起 钧 来 ,就 可 试用 顺 推 法 . 

(2) 与 自然 数 有 关 的 问题 ,可 试用 数学 归纳 法 或 递 推 法 . 

(3) 通过 观察 与 联想 ,试用 类 比 法 探讨 类 似 问 题 ;或 综合 应 用 经 
验 归 纳 法 . 降 维 法 与 类 比 法 ,对 变量 较 多 的 问题 先 考虑 变量 较 少 的 类 
似 问题 . 

(4) 观察 问题 中 的 形式 结构 而 试用 换 元 法 等 . 

(5) 猜测 结果 或 结果 的 形式 而 试用 待定 系数 法 . 

(6) 如 果 问 题 的 解 是 由 儿 个 条 件 决 定 的 ,而 每 一 条 件 都 可 确定 
某 种 元 素 的 一 个 集合 , 则 可 试用 交集 法 . 


3. 试探 
如 果 通 过 观察 找 不 到 合适 的 思路 ,或 者 试用 的 思路 不 能 奏效 , 则 
可 作 如 下 的 试探 . 


(1) 直接 通过 试验 求解 . 

(2) 有 些 问 题 昌 不 能 通过 直接 试探 得 解 ,但 可 考虑 特例 ,尤其 是 
极端 情况 ,由 此 得 到 启发 . 

4. 反 求 

如 果 我 们 已 把 问题 简化 ,也 进行 了 观察 和 试探 , 仍 未 找到 适当 的 
思路 , 那 末 我 们 可 以 掉 转 方向 来 试 试看 . 
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(1) 试用 倒 推 法 . 
(2) 试用 反 证 法 . 
(3) 从 求证 的 等 式 左 边 不 容易 导出 右边 时 ,可 尝试 从 右边 导出 
左边 . 
5. 交 并 
(1) 暂时 放弃 问题 的 一 些 条 件 , 先 在 部 分 条 件 下 求解 ,然后 把 放 
弃 的 条 件 加 上 再 考虑 .这 是 交集 思想 的 运用 . 
(2) 把 问题 涉及 的 范围 划分 为 几 部 分 ,逐一 解决 部 分 问题 .这 是 
并 集 思 想 的 运用 . 
第 三 ,叙述 
假如 在 “分 析 ” 这 一 步 中 ,我 们 已 经 成 功 地 找到 思路 ,大 体 上 确信 
从 已 知 可 以 达到 所 求 , 那 末 接 下 去 就 可 考虑 如 何 综合 叙述 了 (包括 详 
细 的 演算 、 论 证 等 ). 假如 我 们 还 找 不 到 思路 , 那 末 应 当 再 回 到 对 题 意 
的 理解 .重新 探索 思路 . 
第 四 ,检验 
检验 所 得 的 结果 ,不 只 是 检验 计算 或 推理 是 否 正 确 , 还 必须 注意 : 
(1) 是 否 引 用 了 所 有 题 设 ? 
(2) 结果 是 否 符 合 -- 般 常识 ”是 否 合 理 ? 
(3) 可 否 通 得 过 一 些 考验 ? 
(4) 能 否 用 不 同方 法 得 到 结果 ? 
经 检验 后 如 果 通 得 过 , 解 题 过 程 就 告终 ;如 果 通 不 过 ,或 者 局 部 
发 现 问题 加 以 修正 ,或 者 再 回 到 对 题 意 的 理解 而 重新 进行 分 析 . 
有 关 例 子 请 见 参考 资料 [37]. 
3.《 数 学 思想 方法 》 一 书 中 的 解 题 程序 
(1) 读 题 
当 我 们 拿 到 题 后 ,第 一 件 要 做 的 事 就 是 读 题 , 把 题目 一 字 不 漏 地 
读 一 遍 , 弄 清 题 型 ,是 填空 题 还 是 选择 题 ,是 判断 题 还 是 改 错 题 ,是 详 


TT 见 参考 文献 [10] 解 恩泽 , 徐 本 顺 .数学 思想 方法 ,P.214 
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答题 还 是 简 答题 ,是 计算 题 .证 明 题 ,还 是 作 图 题 ……. 还 要 注意 污 习 
题 的 要 求 ,如 选择 题 中 是 单项 选择 题 还 是 多 项 选择 题 ,计算 题 要 求 的 
准确 度 是 什么 ”等 等 .总 之 ,题目 应 一 宇 不 漏 地 读 、 弄 清 题 型 要求、 
明白 题 意 .这 是 解 题 的 第 一 道 程序 一 一 读 题 . 

(2) 审题 

数学 习题 ,一 般 都 是 由 已 知 条 件 和 需求 目标 (结论 ) 两 部 分 组 成 
的 . 因此 读 题 的 直接 作用 就 是 要 从 题目 中 找 出 已 知 条 件 和 需求 目标 ， 
储 入 大 脑 中 .这 是 解 题 的 第 二 道 程序 一 一 审题 . 

(3) 分 析 

经 过 这 两 道 程序 ,明确 了 题目 的 条 件 和 目标 , 接 下 来 的 工作 就 是 
展开 分 析 ,寻求 解法 .分 析 从 哪儿 开始 ?要 从 问题 的 条 件 和 要 达到 的 
目标 开始 .一 般 来 说 ,分 析 包 含 以 下 这 些 内 容 : 

1) 根据 题目 所 给 的 条 件 与 要 寻求 的 结论 ,思考 大 致 需要 用 到 哪 
些 知 识 .概念 与 数量 关系 ; 

2) 对 题目 的 条 件 .结论 进行 剖析 ,通过 联想 .类 比 与 变换 ,确定 
应 用 某 种 知识 ,概念 与 数量 关系 ; 

3) 综合 应 用 逻辑 思维 与 非 逻辑 思维 的 方法 ,寻求 解 题 思路 . 

(4) 拟定 解 题 计划 

通过 分 析 ,我 们 找到 了 解 题 途径 ,接着 就 要 考虑 怎样 实施 解 题 ， 
先 做 什么 ,后 做 什么 ,再 做 什么 ,需要 分 几 步 走 完 ,整体 上 要 有 个 计 
划 . 这 就 是 解 题 的 第 四 道 程序 一 一 拟定 解 题 计划 . 

(5) 实施 解 题 计划 

找到 了 解 题 方法 ,拟定 了 解 题 计划 , 接 下 米 就 是 进行 第 五 道 程序 
一 一 实施 解 题 计 划 . 按 拟定 的 计划 去 进行 推理 .计算 或 作 图 ,得 出 忆 
题 的 答案 ,这 是 解 题 的 成 果 . 到 了 这 一 步 , 解 题 的 成 败 就 取决 于 推理 
的 严密 性 ,计算 、 作 图 的 准确 性 . 解 题 的 每 一 步 必 须 有 充分 的 理论 依 
据 ,前 . 步 是 后 步 的 依据 ,后 一 步 是 前 一 步 的 必然 结果 ,保证 每 个 
解 题 步骤 都 是 严密 的 、 正 确 的 . 
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(6) 检验 

得 出 了 答案, 工作 并 不 能 算 完 ,还 应 检验 你 的 工作 是 否 有 疏忽 ， 
是 否 有 遗漏 或 多 余 的 步骤 ,答案 是 否 正确 ,要 检查 每 一 步 .在 实施 解 
题 计划 时 要 检验 ,答案 得 出 后 , 回 过 头 来 还 要 检验 ,从 多 种 角度 .多 种 
途径 上 i 检验 每 一 个 细节 ,确保 答案 的 正确 性 . 这 是 解 题 的 第 六 


着 科 


0 角 后 研究 

与 题目 有 联系 的 知识 你 是 否 都 考虑 到 了 . 你 过 去 解 过 的 题 是 否 
与 此 题 有 相似 的 ,是 否 可 以 利用 ? 你 能 否 利用 不 同 知识 ,通过 不 同 途 
径 求 得 问题 的 解 》 通 过 对 习题 的 肯 认 识 . 骨 联 想得到 不 同 的 解法 , 遂 
过 对 比 ,找到 更 简捷 合理 的 解 题 方法 . 

通过 多 途径 .多 角度 的 认识 问题 ,在 加 深 问题 理解 的 基础 上 考虑 
-下 ,此 习题 的 结论 是 否 可 以 推广 .还 要 考虑 : 此 习题 是 否 与 你 过 
见 过 的 习题 有 联系 ”此 题 的 解法 是 否 给 你 以 启发 ? 在 很 多 情况 下 ， 
往往 通过 与 会 解 习 题 的 联想 .类 比 发 现 规律 ,给 以 启发 ,借用 会 解 习 
题 的 结论 或 解 题 思路 顺利 地 解 出 原来 不 会 解 的 习题 ,或 对 原来 习题 
给 出 更 简捷 合理 的 解法 .这 是 解 题 的 第 七 道 程序 一 一 解法 研究 . 


3- 2 解 题 过 程 的 思维 分 析 


思维 ,是 人 脑 对 客观 事物 间接 的 .概括 的 反映 . 

上 面 介绍 到 的 各 种 解 题 程 序 ,环节 有 多 有 少 ,形式 也 有 叙述 、 表 
格 ,框图 等 多 种 表现 ,但 关键 步骤 都 是 相同 的 ,并 且 都 体现 着 一 个 共 
同 的 实质 , 即 解 题 过 程 与 思维 相 联系 . 解 题 程 序 就 是 解决 问题 的 思维 
程序 . 

值得 注意 的 是 ,数学 解 题 的 思维 过 程 , 既 有 直觉 的 成 分 又 有 逻辑 
的 成 分 ,两 者 互相 补充 又 交叉 进行 .由 于 有 直觉 的 成 分 ,使 得 我 们 尽 
管 可 以 从 发 现 心 理学 的 角度 对 这 种 思维 活动 的 某 些 特征 进行 研究 ， 
但 要 其 完全 归 入 某 种 馆 辑 框架 ,给 出 万 能 的 钥匙 是 不 可 能 的 . 另 … 方 
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面 ,又 由 于 数学 解 题 过 程 中 包含 有 逻辑 的 成 分 ,我们 又 总 可 以 总 结 出 
某 些 规则 . 
下 面 介绍 几 个 人 们 对 解 题 思维 过 程 的 看 法 . 


3-2-1 解 题 思维 过 程 的 四 阶段 说 


数学 发 现 的 思维 过 程 是 一 个 相当 复杂 的 问题 ,每 -个 人 有 不 同 
的 思维 方式 ,同一 个 人 发 现 不 同 的 数学 命题 也 可 能 有 完全 不 同 的 思 
维 过 程 .尤其 困难 的 是 ,任何 一 篇 数学 论文 ,都 只 有 发 现 的 结果 ,没有 
发 现 的 过 程 .一般 认为 ,心理 学 家 沃 勒 斯 于 1926 年 提出 的 创造 思维 
四 阶段 说 ; 准备 一 一 孕育 一 一 明朗 一 一 证 实 ,对 于 数学 发 现 也 是 适 
合 的 . 

1. 准备 阶段 这 是 一 个 自觉 的 有 意识 的 活动 , 它 主要 表现 在 把 
核心 问题 从 偶然 现象 中 分 离 出 来 ;调查 评价 有 关 知 识 ;进行 分 析 、 
类 比 . 

2. 孕育 阶段 这 是 一 个 等 待 时 期 ,可 能 会 持续 很 长 时 间 . 在 这 
个 时 间 内 ,人 以 现 有 的 知识 为 基础 展开 积极 有 效 的 思维 活动 ,向 解 题 
目标 迈进 .通常 要 经 过 观察 .试验 .查阅 资料 .钻研 相关 问题 等 阶段 ， 
形成 .种 产生 策略 的 心 向 ,努力 找 出 问题 解决 的 钥匙 . 

3. 明朗 阶段 ”明朗 是 在 总 体 上 对 解 题 方 针 .方法 产生 -种 本 质 
上 的 领悟 ,是 创造 性 思想 出 现 并 成 为 自觉 意识 的 过 程 . 它 常 常 表现 为 
顿悟 ,这 是 潜意识 和 有 意识 之 问 的 沟通 .在 孕育 和 明朗 阶段 , 非 逻辑 
思维 起 着 重要 的 作用 . 

4. 证 实 阶 段 ”这 是 以 现 有 知识 为 基础 ,运用 人 逻辑 思维 的 活动 . 
常 表现 为 与 公理 化 方法 相 联 系 的 数学 证 明 . 

关于 四 阶段 说 ,我 国学 者 还 提出 了 一 些 新 的 看 法 . 

1. SGLY 循环 理论 . 

认为 创造 过 程 是 由 实践 (S) 一 归纳 (G) 一 理想 (L) 一 演绎 (Y) 作 
螺旋 式 上 升 的 循环 运动 的 过 程 ( 如 图 3- 2). 

这 里 的 理想 阶段 是 最 关键 阶段 ,主要 指 创 立 模型 和 提出 假设 . 
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2. 定向 一 一 通 近 一 一 成 型 一 一 引申 . 

定向 期 : 即 收集 各 种 信息 ,决定 创造 方 
向 和 课题 ;逼近 期 : 以 最 大 的 才 力 和 决心 ， 
集中 精力 ,坚持 不 懈 , 调 动 一 切 才 能 ,向 既 
定 的 目标 进行 思维 冲击 ,是 创造 思维 最 紧 
张 . 最 关键 的 阶段 ;成 型 期 : 经 过 深思 熟 
谍 , 常 常会 产生 顿悟 或 灵感 ,新 的 观点 . 结 
论 随 之 脱颖而出 ;引申 期 : 经 过 验证 和 深 图 3.2 
化 思维 ,使 新 的 观点 .结论 更 加 系统 ,成 熟 . 

这 4 个 阶段 是 相互 渗透 .相互 影响 和 相互 制约 的 . 

以 上 说 的 是 研究 型 问题 的 思维 过 程 , 它 跟 练习 型 问题 有 层次 上 
利 程度 上 的 重大 区 别 ,但 对 于 第 一 次 遇 到 练习 型 问题 的 人 来 说 ,其 数 
学 解 题 过 程 与 数学 家 的 数学 发 现 过 程 是 相似 的 .因而 ,四 阶段 思维 过 
程 的 揭示 ,对 解 题 教学 有 重大 的 指导 意义 . 

非 欧 几何 的 发 现 是 一 个 典型 的 四 阶段 过 程 . 

第 一 阶段 第 五 公设 的 试 证 

公元 前 300 年 , 欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 诞 生 了 . 它 从 23 个 定义 、 
5 个 公设 .5 个 公理 出 发 ,推出 了 465 个 命题 .这 就 是 人 们 所 说 的 欧 儿 
里 得 几何 .一 千 多 年 来 , 欧 氏 几何 一 直 是 惟一 的 几何 学 . 

在 这 个 几何 体系 里 有 -个 第 五 公设 : 车 一 直线 与 两 直线 相交 ， 
且 同 侧 所 交 两 内 角 之 和 小 于 两 直角 , 则 两 直线 无 限 延长 后 必 相交 于 
该 侧 的 一 点 . 

几乎 在 《几何 原本 》 诞 生 的 同时 ,人 们 就 开始 了 第 五 公设 的 试 证 
[ 作 , 原 因 是 , 它 看 起 来 较 其 他 公设 公理 复杂 ,而 且 在 《几何 原本 》 里 
应 用 很 迟 ,到 第 29 个 命题 才 第 一 次 用 到 . 

第 五 公设 的 试 证 工作 沿 着 两 个 途径 展开 ,一 个 是 用 更 自明 的 命 
题 来 代替 第 五 公设 , 另 一 个 是 试图 从 其 他 的 几 个 公设 .公理 及 前 28 
个 命题 来 证 明 第 五 公设 .用 现在 的 话 来 说 ,就 是 人 们 怀疑 第 五 公设 不 
是 独立 的 . 
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欧 几 里 得 以 后 的 一 千 多 年 间 , 几 乎 所 有 的 大 数学 家 都 曾 试 证 过 
第 五 公设 ,也 有 人 宣布 获得 了 证 明 .但 仔细 分 析 , 不 是 中 间 有 错误 ,就 
是 默认 了 一 个 与 第 五 公设 等 价 的 命题 .如 

命题 1: 过 直线 外 一 点 有 且 只 有 一 条 直线 与 已 知 育 线 平行 ， 

命题 2: 在 同 `- 平 面 内 ,一 直线 的 垂 线 和 斜 线 必 相交 。 

命题 3: 过 不 共 线 的 三 点 恒 有 一 圆 . 

命题 4: 三 角形 的 内 角 和 等 于 两 个 直角 . 

命题 $: 存在 两 个 相似 而 不 全 等 的 三 角形 . 

命题 6: 勾 股 定理 . 

第 二 阶段 ” 非 欧 几 何 的 积累 

试 证 的 失败 ,引起 了 数学 家 的 思考 ,到 18 世纪 ,人 们 改变 了 方 
向 ,假定 第 五 公设 不 成 立 , 往 前 推 证 ,希望 得 出 矛盾 .确实 ,人 们 推出 
了 上 述 各 命题 均 不 成 立 的 许多 命题 . 如 三 角形 内 角 和 小 于 两 直角 , 旧 
不 是 常数 ;和 矩形 不 存在 ;不 存在 相似 而 不 全 等 的 兰 角形 . 这些 结 论 虽 
然 "怪异 ,但 它们 与 否定 第 五 公设 并 不 矛盾 ,事实 上 这 是 另 一 种 几何 
一 一 非 欧 几何 的 定理 . 

第 三 阶段 ” 非 欧 几 何 的 诞生 

正面 证 明 没 有 成 功 , 反 面 否定 又 得 不 出 矛盾 ,这 是 对 常识 的 挑 
战 , 它 激 起 了 现实 世界 可 能 具有 非 欧 几 里 得 性 质 的 大 胆 思 想 . 1826 
年 2 月 23 日 ,俄国 数学 家 罗 巴 切 夫 斯 基 在 喀 山 大 学 宣读 了 他 的 论文 
《几何 学 原理 的 扼要 阐述 又 平行 线 定理 的 一 个 严格 证 明 》, 宣 告 了 第 
五 公设 是 不 能 证 明 的 (独立 性 ) ,否定 第 五 公设 的 另 一 种 几何 是 存在 
的 ( 相 容 性 ). 这 一 天 ,被 认为 是 非 欧 几何 的 诞生 日 . 

第 四 阶段 ” 非 欧 几何 的 证 实 

但 是 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 并 没有 立即 得 到 承认 ,相反 还 受到 讽刺 
与 嘲笑 . 直到 他 死 后 多 年 , 非 欧 几 何 才 得 以 证 实 和 普遍 承认 ,成 为 20 
世纪 相对 论 产 生 的 前 奏 和 思想 准备 ( 继 罗氏 几何 之 后 , 另 一 种 非 欧 几 
何 一 一 黎 曼 几何 , 则 直接 为 广义 相对 论 提供 了 有 力 的 数学 工具 ). 
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1868 年 (罗氏 死 后 13 年 ) ,意大利 数学 家 柏 尔 特 拉 米 发 表 论 文 ( 非 欧 
几何 的 实际 解释 》, 证 明了 罗氏 平面 几何 的 片段 可 实现 于 欧 氏 空间 
1870 年 ,德国 数学 家 克 莱 因 解决 了 罗氏 儿 何 全 平面 或 全 空间 的 实现 
问题 . 

这 个 问题 从 准备 到 证 实 , 历 经 了 近 2 千年 ， 


3-2-2 解 题 思 维 过 程 的 三 层次 说 


心理 学 的 研究 表明 ,人 们 在 创造 性 地 解决 问题 的 过 程 中 ,思维 是 
按 层 次 展开 的 . 先 粗 后 细 , 先 宽 后 窗 , 先 对 问题 作 个 粗略 的 思考 ,外 
后 逐步 深入 到 实质 与 细节 .K* 邓 克 尔 提出 的 范围 渐 趋 缩小 的 汇 综 机 
式 ,把 思维 过 程 分 为 3 个 层次 ; 一般 性 解决 ,功能 性 解决 ,特殊 性 解 
决 . 上面 提 到 的 笛 卡 尔 模式 体现 了 处 理 -. 大 类 问题 的 层次 解决 思想 . 
而 对 于 具体 的 -- 道 数学 题 而 言 ,三 层次 解决 的 含义 为 

1、-- 般 性 解决 ” 即 在 策略 水 平 上 的 解决 ,以 明确 解 题 的 大 致 范 
围 或 总 体 方向 这 是 对 思考 作 定向 调控 

2. 功能 性 解决 。 即 在 数学 方法 水 平 上 的 解决 ,以 确定 具有 解决 
功能 的 解 题 手 段 . 这 是 对 解决 作 方 法 选择 . 

3 特殊 性 解决 。 即 在 数学 技能 水 平 上 的 解决 ,以 进一步 缩小 功 
能 解决 的 途径 ,明确 运算 程序 或 推理 步 又 ,这 是 对 细节 作 实 际 完成 

在 例 1- 8, 例 1- 11 中 ,我 们 见 过 这 种 思维 方式 ， 

例 3-4 已 知 本 圆 写 + 与 = 1(o >0>0),A ,有 是 酉 阅 上 的 丙 
点 ,线段 AB 的 垂直 平分 线 与 + 轴 相 交 于 一 点 P( ru,0) 证 明 

ee 
a a 


[1992 年 高 考 理科 第 (28) 题 ] 
讲解 ”这 是 1992 年 高 考 理科 压轴 题 ,得 分 率 为 0.27. 当 许 多 考 


”这 里 的 叙述 已 加 进 了 作者 数学 上 的 理解 . 
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担 的 理论 体系 .有 的 考生 用 函数 的 观点 来 看 这 道 题 ,立即 产生 如 鱼 得 
水 的 感觉 (图 3 一 3). 

1. 一 般 性 解决 xo 是 与 A,B 
坐标 有 关 的 变量 ,结论 是 确定 变量 zo 
的 取 值 范围 ,相当 于 确定 消 数 的 值 域 ， 
这 就 明确 了 解 题 的 方向 .从 哲学 的 意 
义 上 说 ,题目 己 经 解决 了 . 

2. 功能 性 解决 ”为 了 确定 函数 
的 值 域 , 需 完成 3 件 事 : 

(1) 求 出 变量 xo 的 表达 式 ; 

(2) 确定 表达 式 中 自 变量 的 取 值 范围 ; 

(3) 由 以 上 两 项 具体 推出 求证 式 . 

从 方法 的 角度 看 ,这 个 问题 也 解决 了 . 

3. 特殊 性 解决 ”就 是 运用 数学 知识 和 数学 技巧 去 完成 上 述 3 
件 事 ,而 在 具体 完成 每 一 件 事 时 ,可 能 还 要 重复 展 井 汪 层次 解决 . 

(1) 求 出 变量 zo 的 表达 式 

我 们 首先 要 去 找 出 关于 ro 与 A,B 坐标 间 的 等 量 关系 (一 般 性 
解决 ); 为 了 找 等 量 关系 ,需要 检索 建立 等 量 关系 的 记忆 储存 并 与 题 
意 沟通 (参见 $2-1- 3 中 列 方程 解 应 用 题 的 解 题 表 ,P.62) ,挑选 出 
适用 的 方法 (功能 性 解决 ); 具 体 应 用 方法 得 出 .ro 的 表达 式 ( 特 殊 性 
解决 ). 

我 们 采用 垂直 平分 线 所 提供 的 等 量 关系 . 设 A(acosa,bsina)， 
B(acosB,bsinB), 因 为 | PA|= |PB|( 这 是 一 个 等 量 关 系 ), 有 

(acosa - x0) + (bsina - 0)* = (acosB ~ xr0)* + (bsing - 0), 
即 2axo(cosa ~- cosB)= (a — 6b)(cos a - cos’B). 


但 由 PQ 与 x 轴 相 交 于 一 点 知 ,cosa 一 cosB 冯 0, 得 
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0 = 2 (coso + cosp). ( 
这 就 是 变量 ze 的 表达 式 . 
(2) 确定 cosa + cosB 的 取 值 范围 
这 时 ,又 视 1 = cosa + cosB 为 变量 (也 是 清 数 观点 ), 如 上 所 述 
cosa 天 cos8 ,所 以 
—2< cosa + cosB<2. (2 
这 相当 于 确定 了 中 自 变量 的 取 值 范围 . 
(3) 推出 求证 式 
由 上 述 中 .四 式 有 


ro et, 1€ (~2,2). 
据 正 比例 函数 的 音调 性 (还 是 孙 数 观点 )， 得 
-和 = 人 < jo<a 

以 上 ,用 函数 观点 层 层 分 析 和 解决 问题 ,处 处 条 多 化 吉 . 车 记 


Q(z，y) 是 精 国 与 + 与 =1 上任 一 点 , 则 


a 
hhD 


PQ = (rz0P ty (r-xp+p (1 三 ),rE[l-aal. 
得 二 次 函数 
EN TT 
不 单调 ,由 二 次 函数 最 小 值 的 惟一 性 知 a < -473 一 x0< 4a, 变形 妈 
得 所 求 这 种 处 理 也 是 函数 观点 ,并 且 非 常 直 观 . 

3-2-3， 解 题 思维 过 程 的 正方 形 性 质 图 


在 《数学 的 发 现 》 第 二 卷 第 11 章 , 波 利 亚 对 解囊 过 程 中 思维 活动 
的 性 质 通过 一 个 正方 形 表 来 论述 (图 3 一 4). 


一 已 
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这 张 图 表 把 9 个 词 排 在 正方 形 
里 ,1 个 在 正方 形 的 中 心 ,4 个 在 正方 


形 的 顶点 上 , 其余 4 个 则 写 在 4 条 A 

边 上 . 辨认 重新 配置 
. 动员 和 组 织 sh 约见 Do 
迟 站 机 个 相 畏 相 成 的 活动 表示 ~ 

在 正方 形 的 水 平 对 角 线 的 两 端点 上 . A 

“动员 "是 从 我 们 的 记忆 中 把 有 关 的 条 和 


款 抽出 来 ,市 "组织 ” 则 把 这 些 条 款 有 
晶 的 地 联系 起 来 解 题 过 程 主 要 地 就 是 由 这 两 种 活动 组 成 的 . 

波 利 业 指出 ,我 们 对 解 题 者 的 思维 活动 的 了 解 是 很 肤浅 的 , 它 的 
复杂 性 可 能 是 不 好 想象 的 . 不 过 这 种 活动 的 个 结果 却 是 十 分 明显 
的 : 随 着 解 题 者 的 前 进 ,他 收集 的 有 关 材料 也 就 越 来 越 多 . 

问题 刚 提出 时 , 解 题 者 具 看 到 … 幅 简单 的 画面 ， :个 末 经 削 析 
入 没有 组 半 或 只 有 很 少 细节 的 整体 恬 如 说 .只 看 到 未 多 量 与 已 知 
莒 (结论 与 条 件 ) ,它们 像 两 个 没有 桥梁 连接 的 小 岛 .但 最 后 的 画面 就 
很 不 同 了 : 它 是 复杂 的 ,充满 了 添加 上 来 的 细节 和 和 材料 ,它们 之 间 的 
联系 是 解 题 者 最 初 很 难 想到 的 .在 原来 几乎 是 空旷 的 几何 图 形 上 , 现 
在 有 了 辅助 线 , 有 了 辅助 未 知 量 ,从 解 题 者 以 往 获 得 的 知识 中 找 来 了 

- 些 材料 ,特别 是 那些 能 应 用 到 这 个 问题 上 的 定理 . 这 些 定理 现在 将 
发 挥 作用 ,这 是 解 题 者 最 初 所 不 曾 预见 到 的 ， 

这 些 材 料 .辅助 因素 .定理 等 是 从 哪儿 来 的 ? 是 解 题 必 搜罗 来 
的 ,他 要 从 记忆 中 把 它们 提取 出 来 ,并 且 有 意识 地 把 它们 与 问题 联系 
起 来 .我 们 把 这 种 收集 称 为 “动员 ”, 而 把 这 种 联系 称 为 组织” 

波 利 亚 进 -- 步 作出 这 样 的 比喻 : 解 一 道 题 就 像 建造 一 所 房子 ， 
我 们 必须 选择 合适 的 材料 .但 光 是 收集 材料 还 不 够 ,一 堆 砖 头 毕 竟 还 
不 是 房子 .要 构筑 房子 或 构造 解 ,我 们 还 必须 把 收集 到 的 各 个 部 分 组 
级 在 一 起 使 它们 成 为 一 个 有 意义 的 整体 . 

2. 辨认 与 回忆 
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构成 “动员 "这 个 角 的 两 条 边 标 以 “辨认 ”和 “回忆 ”. 事实 上 ,与 问 
题 有 关 的 条 款 的 “动员 ” ,往往 是 从 “辨认 "出 某 个 已 给 的 因素 开始 并 
且 有 赖 于 “回忆 "起 一 些 有 关联 的 因素 . 

比如 , 当 我 们 在 考查 问题 过 程 中 认 出 某 些 熟悉 的 三 角形 (或 某 些 
熟悉 的 代数 组 合 ) 时 ,我 们 会 显得 特别 高 兴 . 因为 我 们 熟悉 关于 下角 
形 的 凤 个 定理 而 且 也 解 过 有 关 三 角形 的 各 种 问题 ,它们 当中 有 些 是 
可 以 用 到 现在 这 个 问题 上 的 .通过 认 出 一 个 二 角形 我 们 便 使 问题 与 
以 往 获 得 的 大 量 知识 有 了 接触 ,这 些 知 识 的 某 些 部 分 现在 或 许 就 能 
用 上 .内 此 ,-- 般 说 来 ,辨认 ”能 引导 我 们 “回忆 ”起 某 些 有 用 的 东西 ， 
并 把 有 关 知 识 “ 动 员 " 起 来 . 

3. 充实 与 重新 配置 

构成 “组 织 " 这 个 角 的 两 条 边 标 以 “充实 "和 "重新 配置 .事实 上 ， 
“组 织 " 意 味 着 “充实 "这 个 问题 的 构思 ,依靠 添加 -- 些 新 的 细节 和 填 
补 空白 ,使 它 变 得 完满 ， ee 整 问题 的 整个 构思 . 

波 利 亚 说 ,我 们 在 图 形 中 已 认 出 了 一 个 二 角形 ,而 且 也 成 功 地 回 
兴起 可能 应 用 到 目前 这 种 情况 的 一 条 有 关 二 角形 的 定理 .不 过 ,变相 
把 这 条 定理 实际 用 上 ,还 必须 在 我 们 的 三 角形 上 引 某 些 辅 助 线 , 辟 如 
说 一 条 高 线 . 因此 一 般 来 说 ,这 些 动员 起 来 的 可 望 有 用 的 因素 ,可 以 
添加 到 问题 的 构思 中 来 ,使 问题 更 加 丰富 充实 ,填补 了 它 的 空白 与 不 

“充实 "可 以 使 新 材料 进入 我 们 问题 的 构思 ,这 对 整个 问题 的 “组 
织 " 来 说 也 是 重要 的 一 步 .但 是 有 时 尽管 没有 引进 什么 新 材料 ,只 十 
把 现 有 的 因素 “重新 配置 …- 下 ,在 新 的 关系 下 去 考虑 它们 ,我 们 也 同 
样 会 在 问题 的 “组 织 " 中 获得 进展 .通过 “重新 配置 "问题 的 各 个 因素 ， 
我 们 改变 了 问题 梅 思 的 “结构 ”, 得 到 一 个 比 原 来 安排 更 好 .更 协调 、 
更 有 和 希望 的 整体 . 这 就 是 “重新 配置 ” 

4, 分 离 与 组 合 

这 是 两 个 相辅相成 的 活动 ,表示 在 正方 形 的 铅 直 对 角 线 的 两 端 
点 上 “分 离 " 是 从 整体 里 把 特殊 的 细节 挑 出 来 组合 " 则 是 把 零散 的 
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细节 重新 集合 成 一 个 有 意义 的 整体 . 

波 利 亚 指出 , 当 我 们 去 考查 一 个 复杂 的 问题 时 ,我 们 的 注意 力 可 
能 时 而 被 这 个 细节 吸引 ,时 而 又 被 另 一 个 细节 吸引 .我 们 集中 注意 某 
一 个 细节 ,把 焦点 放 在 它 上 面 , 去 着 重 考虑 它 ,把 它 特别 挑 出 来 , 即 把 
它 从 周围 的 事物 里 区 分 出 来 ,一句 话 ,我 们 把 它 分 离 出 来 了 . 以 后 我 
们 的 注意 力 又 转 到 另 一 个 细节 上 ,又 把 另 一 个 细节 分 离 出 来 ,就 这 样 
继续 下 去 . 

在 考查 完了 各 种 细节 并 对 它们 中 的 某 些 重 新 予以 评价 之 后 ,我 
们 就 会 感到 有 必要 重新 把 这 些 情况 联 成 一 个 整体 去 看 .事实 上 ,在 重 
新 评价 某 些 细节 之 后 ,整体 的 面貌 可 能 会 起 变化 .这 些 重新 评价 过 的 
细节 再 结合 起 来 ,其 结果 便 会 出 现 一 个 所 有 细节 显得 更 加 和 谐 的 组 
合体 ,一 幅 胃 新 的 整体 的 画面 (在 例 2- 16 的 另 证 中 见 到 过 ). 

“分 离 与 “组合 就 是 这 样 相辅相成 地 推动 着 解 的 进程 “分离 
把 整体 分 成 若干 个 细部 , 随 之 而 来 的 “组 合 ” 则 把 这 些 细部 重新 集合 
为 一 个 多 少 有 些 不 同 的 整体 . 分 解 ,重新 结合 ,再 分 解 ,再 重新 结合 ， 
我 们 对 问题 的 了 解 可 能 就 是 这 样 朝 着 一 个 更 有 和 希望 的 前 景 演化 着 . 

5. 预见 

“预见 "是 我 们 解 题 活动 的 中 心 , 故 其 对 应 的 点 位 于 正方 形 的 中 
心 .我 们 的 所 有 活动 ,动员 和 组 织 各 种 各 样 的 因素 ,分 离 和 重新 组 合 
它们 ,辨认 和 回忆 它们 ,重新 配置 和 充实 我 们 对 这 个 问题 的 构思 等 ， 
这 一 切 都 是 为 了 想 预 测 到 解 或 解 的 某 些 特征 ,或 蘑 一 条 通 向 它 的 小 
路 .如果 这 种 预见 突然 闪现 在 我 们 面前 ,我 们 就 把 它 称 为 有 启发 的 想 
法 或 灵感 ,我们 整个 活动 的 中 心愿 望 就 是 想 要 得 到 这 样 一 个 想法 . 

6. 工作 的 进程 

(1) 当 我 们 沿 着 正方 形 的 边 从 左 到 右 读 这 些 词 时 ,我 们 就 从 动 
员 起 来 的 细节 达到 了 组 织 起 来 的 整体 .一 个 刚刚 辨认 清楚 的 细节 ,经 
过 仔细 分 离 和 集中 处 理 , 可 能 会 导致 整个 构思 的 重新 配置 . 同样 把 一 
个 回忆 起 来 的 适合 某 一 组 合 的 细节 恰当 地 加 进 我 们 的 构思 , 必 将 充 
实 整个 整体 . 
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(2) 当 我 们 把 正方 形 概括 的 思维 活动 应 用 到 特殊 的 对 象 上 时 ， 
它 会 采取 特殊 的 形式 .例如 ,对 应 于 正方 形 的 4 条 边 ,我们 可 以 列 出 
在 解数 学 问题 中 特别 重要 的 4 种 思维 活动 : 

辨认 : 利用 定义 ; 

重新 配置 : 改变 问题 的 形式 ; 

回忆 : 已 知 的 定理 和 问题 ; 

充实 ; 引进 辅助 因素 . 

(3) 如 果 我 们 问题 的 构思 已 变 得 很 匀称 ,很 有 条 理 , 所 有 的 细节 
都 已 齐全 ,而 且 都 是 熟悉 的 ,这 时 我 们 就 可 以 满意 了 . 如 果 在 你 的 和 
谐 的 整体 里 有 清晰 明了 的 细节 ,那么 解 的 想法 一定 就 在 眼前 了 ! 

当 我 们 感到 不 再 需要 重新 配置 时 ,就 说 明 我 们 对 问题 的 构思 向 
上 去 已 经 很 匀称 了 ,而 当 我 们 很 容易 地 就 能 把 全 部 细节 都 回忆 起 米 
时 (任何 一 个 细节 都 可 以 很 容易 地 勾 起 其 他 的 细节 ) ,这 表示 我 们 的 
构思 看 上 去 是 有 条 理 的 了 . 当 不 再 需要 什么 补充 时 ,我 们 的 构思 看 上 
去 就 是 完全 的 了 ,如 果 所 有 的 细节 都 已 辨认 出 来 , 那 就 表示 它 看 上 大 
已 是 熟悉 的 了 .细节 的 清晰 来 自前 面 的 分 离 与 集中 处 理 ,而 整个 构思 
的 和 谐 则 是 成 功 地 组 合 了 所 有 细节 的 结果 .我 们 之 所 以 说 想法 就 在 
我 们 的 眼前 ,是 因为 我 们 感到 事情 在 顺利 地 朝 着 更 充实 的 预见 前 进 . 

上 述 工 作 进程 的 标志 ,可 以 系统 地 归纳 成 一 张 表 ,它们 的 相互 位 
置 与 正方 形 中 那些 对 应 词 的 安排 相同 . 表 中 一 共有 7 个 词 ,其 中 4 个 
是 正方 形 4 条 边 上 的 词 ,另外 3 个 在 它 的 铅 直 对 角 线 上 . 


成 功 地 分 离 : 
清晰 的 细节 
充分 地 辨认 : 成 功 地 重新 配置 ; 
熟悉 的 匀称 的 
有 希望 的 预见 ， 
想法 即 在 眼前 
充分 地 回忆 : 成 功 地 充实 : 
有 条 理 的 完全 的 
成 功 地 组 合 : 


和 谐 的 整体 
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例 3-5 设 p 夭 0, 实 系数 一 元 二 次 方程 ?一 2pz +g=0 有 商 
个 虚数 根 xi, zz, 再 设 zi, > 在 复 平面 的 对 应 点 是 Zi ,2Z:, 求 以 2 ， 
2 为 焦点 且 经 过 原点 的 椭圆 的 长 轴 的 长 . 
[ 1984 年 数学 高 考 理科 题 ] 

讲解 ”为 了 求 椭圆 的 长 轴 2a ,经 过 “回忆 ” ,我 们 收集 到 出 现 a 
的 各 种 表达 式 : 

(1) | MFI| + |MF,| =20; 

(2) |z~zi|+|z—z,|=2a; 


(3) a=~v b2 +e?,; 


(4) e=£; 
a 


err 


这 些 信息 “动员 "出 来 , 哪 一 条 更 适用 呢 ? 还 需要 与 已 知 条 件 相 
比较 ,加 以 “辨认 ”, 作 出 选择 . 
因为 题目 的 条 件 是 以 复数 形式 给 出 的 ,加 以 "分离 "我 们 可 以 找 
出 二 次 方程 的 两 个 虚 根 
zi2=ptivVg-pi (0<p’<ou). 
这 就 确定 了 椭圆 的 焦点 . 又 因为 椭圆 过 原点 ,因而 将 这 些 材 料 加 以 
“组 织 ”, 有 
2a =|0-xzi|+|10- xz,| 
一 | xi | 十 | z | 
=2|zi| 
=2|ptvV aga- pil 
=2Vg. 
经 过 “重新 配置 "可 以 发 现 ,不 解 出 z1,; 也 是 可 以 求 2a 的 ,内 为 
>1 与 xz 共 入 , 有 
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[zl= Vazt = Vr = Vg. 
也 就 是 说 , 韦 达 定 理 代替 了 求 根 公 式 , 于 是 ,有 下 面 的 解法 . 
解 由 实 系数 一 元 二 次 方程 的 性 质 知 
z= ZF.0, |z2| = | zi|， = ziz >0. 
根据 椭圆 的 定义 ,原点 到 两 焦点 距离 之 和 为 24 ,有 
2a =10- zi|+10— zl| 
= |zi| + |z,| 
=2|zi| 
-Vs 
-VS 
=2Vg. 口 
例 3-6 设 数 列 |a,1 与 15,1 的 通 项 分 别 为 a, =2”,b,=3n1 
2. 它 们 的 公共 项 由 小 到 大 排 成 数列 |c,1. 求 数列 1c,1 的 前 项 
之 和 . 
讲解 ” 先 “ 动 员 ” ,收集 {a, | 的 前 项; 
2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048,… 
凡 属 15,1 的 项 ,以 3 去除 必 余 2, 由 此 可 “辨认 "出 属于 |c, | 的 项 
( 划 横 线 ) 
2,4,8,16,32,64,128,256,S12 ,1024,2048 ,… 
把 经 过 "辨认 "的 数 从 fa 中 "分 离 " 出 来 ,组 成 数列 
8,32,128 ,512 ,2048 ,… 
观察 这 个 结果 ,1a, | 从 第 三 项 开始 ,其 奇数 次 项 为 c, 骂 c, 足 
公 比 为 4 的 等 比 数列 : 
cn = a2n+t+i(n 宇 1). 


下 面 ,把 上 述 情况 加 以 "充实 ,可 ”组合 为 一 个 完整 的 解法 . 


了 罗 增 儒 . 评 1984 年 高 考 理科 试题 的 分 量 . 中 学 数学 教学 参考 ,1984 ,5， 
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解 由 已 知 条 件 有 
cl1=23=3Xx2+2. 
现 设 Cn 二 中 二 Cn 
则 ans2(mod3 ) ， 
从 而 an +1=2a, 三 4 三 1(mod3), 
am +2 三 4a,, 寺 8 三 2(mod3),， 
故 cr+l=Cmn+r2 二 4amn 三 4c， 


于 是 ,1c, | 是 公 比 为 4 的 等 比 数列 ,其 前 n 项 和 为 


cid 一 1) 8x(42-1) 1/13 
2T = 十 一 = 本 (2 -~ 8). 器 


3-3 ” 解 题 过 程 的 结构 分 析 


就 是 分 析 解 题 过 程 中 的 知识 结构 与 刀 辑 关系 , 弄 清 用 到 了 哪些 
知识 (或 方法 ), 先 用 哪些 .后 用 哪些 ,哪个 与 哪个 作 了 配合 ,最 后 组 成 
一 个 怎样 的 逻辑 结构 .学 会 对 解 题 过 程 作 结构 分 析 ,是 提高 解 题 能 力 
的 有 效 途 径 . 先 看 一 个 简单 的 例子 . 

例 3-7 如 图 3-S, 直 线 AB 与 CD 被 直线 EF 所 截 , 有 一 1 = 
2, 求 证 AB/ CD. 

[ 九 年 义务 教育 教材 初中 《几何 ?第 一 册 了 .94j 


Sn 


£ 
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讲解 不 难 给 出 如 下 的 证 明 ; 如 图 3-6, 有 
A1= /2 . 
SAL3>AB/ CD. 口 

但 是 ,这 个 证 明 只 是 “书写 ”, 还 不 是 解 题 过 程 .让 我 们 来 暴露 也 

本 题 是 由 数量 关系 去 人 确定 位 置 关 系 , 由 数量 上 的 角度 相等 ,去 确 

定位 置 上 的 两 线 平行 .思维 就 从 这 两 个 地 方 开展 活动 ,由 角度 相等 能 
推出 什么 结论 ?证 明 两 线 平行 需要 什么 条 件 ? 

1. 首先 从 理解 题 意 中 捕 提 有 用 的 信息 .也 就 是 从 题目 的 两 个 基 


本 构成 去 充分 理解 已 知 条 件 : 
(1) 从 题目 的 文字 叙述 中 获取 “符号 信息 ”. 
《1= /2. QW 
(2) 从 题目 的 图 形 中 获取 “形象 信息 ” 
芝 1 与 人 3 为 同位 角 ， © 
了 人 2 与 人 3 为 对 顶 角 ， (9 


等 等 .值得 注意 的 是 ,3 以 及 LA3 与 1、A2 的 关系 不 是 题目 叙述 
直接 告诉 我 们 的 ,而 是 我 们 通过 图 形 间 接 感 知 到 的 ,在 图 3 一 5 中 有 
8 个 角 , 哪 个 角 对 本 题 的 求解 是 有 用 的 ,我 们 事先 并 不 清楚 , 解 题 的 
重大 进展 就 在 于 理解 题 意 时 捕捉 到 3, 通 过 3 沟通 已 知 与 未 知 的 
联系 ,所 以 ,图 3-5 与 图 3-6 有 重大 的 区 别 ! 

从 图 形 中 提取 、 过 滤 出 形象 信息 是 平面 几何 的 基本 功 , 有 时 候 ， 
难 就 难 在 怎样 提取 , 妙 就 妙 在 恰当 过 滤 . 

2. 从 记忆 储存 中 提取 有 关 的 信息 ,以 作为 解 题 继续 进展 的 


依据 : 
(1) 对 顶 角 相等 ， 由 
(2) 等 于 第 三 个 量 的 两 个 量 相等 ， © 
(3) 同位 角 相 等 则 两 线 平行 ， (©) 


的 ,中 间 还 经 过 了 尝试 与 失败 . 
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3. 把 这 两 方面 的 信息 ( 共 6 条 ) 进 行 有 效 的 组 合 ,使 之 成 为 -个 
和 谐 的 逻辑 结构 : 


从 记忆 储存 中 提取 有 关 的 信息 | 


2 


Ee 
向 可 全 沽 本 党 


图 3-7 

这 就 是 我 们 解 这 道 题 的 平面 结构 图 ,包括 有 用 捕捉. 有 关 提 取 、 
有 效 组 合 三 部 分 .把 它 的 逻辑 骨架 抽出 来 ,就 是 “证 明 " 的 书写 .我们 
强调 ,自觉 地 、 坚 持 不 懈 地 进行 这 样 的 结构 分 析 , 将 有 效 提高 我 们 理 
解 题 意 的 能 力 ,将 综合 提高 我 们 运用 知识 .调动 方法 的 能 力 . (参见 
$4-1-3,P.149) 

例 3-8 某 工 广 计划 生产 轴承 26500 套 ,前 5 天 平均 生产 2180 
套 , 后 来 改进 了 操作 方法 ,平均 每 天 多 生产 420 套 . 试问 完成 任务 共 
需 儿 天 ? 

讲解 ”欲求 出 完成 任务 的 总 天 数 , 只 需求 出 改进 工艺 后 用 了 几 
天 ,再 加 上 前 面 的 5 天 .但 欲求 出 改进 后 用 的 天 数 , 又 需求 出 5 大 后 
还 剩 多 少 套 轴承 ,及 改进 工艺 后 每 天 的 产量 . 

(1) SS 天 后 尚 剩 轴承 : 26500 一 2180 x5=15600( 套 ). 

(2) 改进 后 每 天 的 产量 : 2180 + 420=2600( 套 /天 ). 

(3) 还 需 天 数 : 1$600 二 2600=6( 天 ). 

(4) 总 天 数 : 5+6=11( 天 ). 

解 题 的 逻辑 结构 为 图 3- 8. 
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A;; 计 划 生 产 


A:: 开 始 生产 


人 和 A,: 改 进 工艺 后 
5 天 


2180 套 每 天 多 生产 420 僚 


L 


26500 套 


B,: 前 5 天 生产 的 数量 


2180 x 5 二 10900( 在 ) 


2180 十 420 二 2600( 套 ) 


C: 还 需 生产 
26500 一 10900 二 15600( 套 ) 


D: 还 需 工 作 
15600 二 2600 一 6( 天 ) 


E: 完 成 总 任务 需 
5 二 6 二 11( 天 ) 


图 3-8 


把 其 中 的 思路 网 络 抽 出 来 可 得 推理 
树 为 图 3 一 9. 

直观 上 看 ,这 个 逻辑 推理 树 中 的 已 。 
知 条 件 (A;) 狐 如 各 个 树枝 的 顶端 ,结论 
犹如 主干 .从 条 件 推 向 结论 时 ,好 比 将 各 
个 分 枝 逐 渐 合并 ,即将 各 个 局 部 因素 组 
成 一 个 整体 ,类 似 于 逻辑 中 的 综合 ; 反 过 
来 从 结论 开始 逆 求 时 ,犹如 循 树干 向 上 ， 
树 权 越 来 越 多 ,即将 整体 分 解 为 局 部 ,类 
似 于 逻辑 中 的 分 析 . 推理 树 的 产生 过 程 就 是 个 不 断 “ 综 合 一 分 析 ” 
的 寻找 过 程 , 一 旦 题目 解 出 ,推理 树 也 就 畅通 .但 是 解 题 有 难 有 易 ,站 
而 根据 推理 树 的 推理 步 数 , 中 间 结 点 的 个 数 等 ,可 以 定量 描述 解 题 过 
程 的 内 容 难度 (不 同 于 描述 得 分 率 或 通过 率 的 统计 难度 ,人 参见 下 竹 ). 
同时 ,分 析 推 理 树 , 删 去 多 余 思维 回路 ,合并 中 间 环 节 , 有 助 于 找 出 更 


小 

> 
rE, 
i 
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优美 的 解法 ( $ 参见 例 3 一 9) 

原则 上 说 ,每 一 是 都 可 以 画 出 如 图 3-7, 图 3 一 8 那样 的 逻辑 结 
构图 ,但 比较 复杂 . 随 着 解 题 能 力 的 提高 ,对 于 解 题 环节 较 多 的 题目 ， 
这 种 结构 图 可 以 简化 , 即 只 抽象 出 核心 的 逻辑 框架 来 .图 39 那样 
的 推理 树 就 是 一 种 简化 形式 . 

例 3-9 分 析 第 二 章 例 2-6 的 解 题 过 程 ,给 出 改进 解法 . 

讲解 ” 原 解法 的 逻辑 思路 是 : 


图 3- 10 


(1) 由 图 可 见 ,“C 角 最 大 "不 能 推出 “人 C = 120””. 在 解 题 分 析 
中 ,“C 角 最 大 "对 计算 二 C 有 定向 作用 (不 去 计算 A, 人 人 B), 这 在 
思路 未 通 之 前 是 很 有 价值 的 ,但 是 ,作为 解 题 后 的 回顾 ,“ 人 C 最 大 ” 
的 判断 就 成 了 多 余 的 思维 回路 ,因为 计算 出 “人 C = 120”“ 本 身 已 兼 
有 判断 出 “人 C 最 大 ”的 功能 . 因而 ,那些 仅 为 推出 “人 C 最 大 "的 中 
间 环 节 ,如 图 ,加 等 均 可 删 去 . 

(2) 改进 解法 .从 目标 出 发 ,考虑 


+ b2—e? 
COSL_ 23ab 


只 须 将 b,c 表示 为 a 的 函数 ,代入 即 可 求 出 . 


由 已 知 有 26+2c=a* 一 a， 
2c—2b=a+3. 


©O 
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2_D 
解 得 b= 3, ©® 
2 
c= 中 
代入 余弦 定理 ,有 
+ (和 - (#3) 
CosC = 4 7 4 © 
2 .2 一 2a 一 3 
4 
2 (az-a)(a+3) 
4 4 、 
a(a--2a -3) © 
2 
_4a-(a +2a-3) 1 个 
2(a2 -2a -3) 2 


又 因为 三 角形 的 内 角 和 为 180 ,所 以 一 C 为 所 求 的 最 大 角 . [| 

(3) 这 个 解法 删 去 了 … 些 步骤 ,但 解 出 5,c 又 消去 ,这 仍 有 多 余 
思维 回路 , 式 人 由 .人 都 是 可 以 删 去 的 .由 

az+(etc)(O 一 c) , 

2ab ” © 


cosC =. 

把 中 .四 . 罗 代 入 , 即 可 得 @. 这 又 激励 我 们 去 作 进一步 的 思考 . 把 已 
知 两 式 分 拆 为 、 避 .如 后 ,又 在 @ 中 进行 组 合 ,这 种 “ 先 分 拆 后 组 合 ” 
的 回路 是 必要 的 还 是 多 余 的 呢 ? 注意 这 时 “结论 也 是 已 知 信 息 ”， 
有 cosC = -六 ， 
等 价 于 cz=Q2+8b2+apb， 9 

这 启发 我 们 ,车 能 由 已 知 两 式 得 出 @, 则 外 、@ ,加 的 分 拆 就 是 多 
余 的 了 .对 比 已 知 两 式 与 @ 之 间 的 目标 差 可 以 看 到 : 

1) 应 对 已 知 两 式 中 的 56,c 升 次 ,但 保留 a? 不 升 次 ; 

2) 应 将 已 知 两 个 式 子 合并 成 一 个 式 子 . 

据 此 ,我 们 得 出 下 面 的 解法 . 
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) 更 简 解 法 .由 已 知 有 
i(a+26)+2c= 4a, 
(a +2p)—-2c=—3. 


相 乘 a tb -= -a0,L 
1 _a+6—e? 

天 一 2 一 、 

中 2 2ab cos( 


得 二 角形 的 最 大 角 为 人 C=120". 口 ] 

由 本 例 的 分 析 可 以 看 到 ,不 断 进行 解 题 过 程 的 分 析 ,不仅 能 找到 
较 优 题解 ,而 且 能 学 会 怎样 解 题 . 这 方面 的 分 析 后 面 (特别 是 第 四 章 ) 
还 有 更 多 的 例子 .如 例 3- 11, 例 4-9, 例 4-18, 及 8$4-2-3 各 例 ， 
例 6-S8, 例 6-59 等 .习题 四 中 还 有 一 批 供 训练 的 题目 . 


3--4 解 题 过 程 的 长 度 分 析 


解 题 长 度 是 描述 解 题 过 程 的 一 个 概念 ,对 它 的 研究 .特别 是 定量 
研究 还 有 待 深入 . 
1. 解 题 长 度 的 概念 
用 工 表示 一 个 题目 的 解 题 长 度 . 如果 这 个 题目 可 以 用 微观 解 题 
程序 来 求解 , 则 其 解 题 长 度 称 为 单位 长 度 ,用 Lo 来 表示 ,这 个 程序 
解法 亦 称 为 标准 解法 
(1) 上 L 一 上 Lo. 表示 题 目的 解法 与 标准 解法 差不多 .我 们 称 了 所 
对 应 的 解法 为 常规 解法 . 
(2) L 一 0. 表示 题目 还 没有 解 出 来 . 当 上 >+ % 时 表示 题 月 还 
没有 找到 解法 ; 当 革 一- ce 时 表示 所 写 的 解法 是 错误 的 . 
(3) 上 L<Lo. 表 示 题目 的 解法 比 标准 解法 过 程 简单 .结构 优美 ， 
付出 的 解 题 力量 小 于 标准 解法 的 解 题 力 量 , 包 含 着 解 题 智 慧 . 
外 由 + 如 -ce<0 知 CC 为 钝 角 , 从 而 有 人 C 为 最 大 角 . 可 以 说 这 种 
解法 也 是 “ 先 判断 , 后 求解 ”. 
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(4) 上 Lov. 表示 题 自 的 解法 比 标准 解法 麻烦 ,付出 的 解 题 力量 
大 于 标准 解法 的 解 题 力 量 ,包含 着 解 题 笨拙 入 . 

这 里 说 的 解 题 力量 是 指 解 题 的 物质 基础 ,包括 数学 知识 与 数学 
方法 . 

例 3-10 车 (z 一 zz-4(xt 一 y)(y 一 z)=0, 求 证 .x,y,x 成 
等 半数 列 
11979 年 数学 高 考 理科 题 ] 

证 明 1 0=[-(r-y)-(y-z)] -4(r-y)(y- xz) 
=(r- vy) -2 -yy-z)+t(y—- 2) 
=[(x-y)-(y~z)], 

得 (zx~-y)-(y~z)=0, 
即 了 一 工 二 之 一 少 . 

按 定 义 ,x,y,z 成 等 差 数 列 . 癌 

证 明 2 将 已 知 式 视 为 y 的 二 次 方程 ,有 
4y -4(r+z)yt+.(r+z)=0, 

用 配方 法 或 求 根 公式 , 均 可 解 出 

_X+z 

y= 
有 ZYy=y—x. 

按 定义 ,x ,y,z 成 等 差 数 列 . 口 

证 明 3 当 z-y=0 时 ,有 xz=y=z, 结 论 显然 成 立 ， 

当 x 一 y 关 0 时 , 作 关 于 :的 二 次 方程 
(ry)t +(z—- rx)t+(y-z)=0, 

有 A=(z—- x) -4(r-y)(y-z)=0, 
从 而 两 根 相 等 ,1| = +;. 
又 由 方程 的 系数 和 等 于 零 知 ,方程 有 一 个 根 为 1, 从 而 如 = 六 = 


化解 题 笨拙 是 与 解 题 智慧 相对 照 的 一 个 词 . 用 了 多 余 的 知识 , 走 了 多 余 
的 思维 回路 ,人 为 拉 长 了 解 题 长 度 , 都 表现 为 解 题 笨 拙 . 
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1, 据 韦 达 定理 ,有 
l= n= ey, 
得 Vy TZ TY. 
按 定义 ,zx ,y,z 成 等 差 数列 . [L] 
证 明 4 已 知 条 件 表 明 , 以 zx- y,y->* 为 根 的 二 次 方程 (关于 
未 知 数 1) 
[it- (xz-y))lt-(y-z))]=0 
StL+(z- rx)t+(r-y(y-z)= 0. 
有 A=(z~x) -4(r—-y)(y-z)=0, 
从 而 两 根 相 等 
XT-y=y- Zz. 
按 定 义 ,z,y,z 成 等 差 数 列 . [J 
证 明 5 将 已 知 化 为 比例 并 作 等 化 


2ry) 之 一 并 中 
等 Dy 一 ZZ 一 
2y+tztx 1 © 
得 z—-Xx=~2(r-y), (3 
即 之 一 yy 一 yy 一 工 ， @ 


按 定 义 ,x ,y,x 成 等 差 数 列 . 口 
评析 这 5 个 解法 的 解 题 长 度 分 别 记 为 L1,L2,L3, La4, 上 Ls. 
其 中 的 Li 是 从 已 知 等 式 出 发 ,经 过 恒 等 变形 得 出 结论 , 属 常规 解 
法 ,有 
Li~ 
要 流明 久 关上 方程 的 现 吉 ， 但 基本 上 还 是 等 式 的 变形 ,运算 
量 与 Li 差不多 , 仍 有 
Ls~ Lo. 


”本 题 有 不 下 10 个 解法 ,此 处 仅 为 了 说 明 解 题 长 度 选用 5 个 . 
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解法 3 也 用 方程 观点 处 理 ,但 牵涉 到 情况 讨论 ,思维 较为 复杂 
还 运用 了 一 次 方程 的 判别 式 . 求 根 . 书 达 定理 等 多 项 知识 ,所 用 的 角 
题 力量 较 大 ,特别 是 与 上 L4 相 比 ,存在 着 明显 的 解 题 笔 拙 ,有 
Ls> Lo. 
解法 4 构造 了 一 个 与 L; 不 同 的 二 次 方程 , 免 去 了 讨论 ,简化 了 
过 程 ,与 上 | 相 比 , 既 有 新 颖 性 又 有 简捷 性 和 美 ,存在 着 明显 的 解 题 
智慧 ,有 
Ls<Lo. 
解法 5 貌似 作出 了 证 明 , 但 几乎 每 一 步 推理 都 是 错 的 (只 有 @):> 
中 没 有 问题 ). 首先 把 已 知 等 式 化 为 比例 要 有 分 母 不 为 零 的 条 件 , 所 
以 式 中 是 有 缺陷 的 ,幸好 这 一 缺陷 还 可 以 通过 讨论 (分 三 种 情况 ) 来 
解决 .其 次 由 @ 推 四 用 等 比 定理 也 需要 分 母 不 为 零 的 条 件 
-2y+z+x0. 个 
没有 讨论 这 一 点 , 式 @ 不 成 立 ,但 讨论 又 是 办 不 到 的 ,因为 式 轩 与 加 
直接 矛盾 ,所 以 , 式 @ 的 毛病 是 无 法 补救 的 ,并且 由 于 式 国 与 式 回 直 
接 矛 盾 ,由 式 四 推 式 余 也 成 了 问题 . 这 个 充满 知识 错误 和 逻辑 矛盾 的 
证 法 ,当然 是 还 未 完成 解 题 , 有 
Ls>—o0. 
2. 解 题 长 度 的 分 析 
首先 给 出 一 个 表意 公式 : 
解 业 长度 = 人 撩 是 局 ， 四 
其 中 K >0 是 使 得 公式 中 各 量 可 以 相互 换算 的 系数 . 这 个 公式 的 全 
义 是 ,题目 越 难 则 解 题 过 程 越 繁 ,而 解 题 智慧 越 多 则 解 题 过 程 越 简 . 
这 个 公式 告诉 我 们 ,优化 解 题 过 程 应 从 两 方面 去 做 工作 : 降低 
解 题 难 度 , 增 大 解 题 智 慧 . 
(1) 关于 降低 解 题 难度 
题目 的 难度 有 两 种 ,一 种 是 内 容 难 度 ,一 种 是 统计 难度 .内 容 难 
度 在 教育 目标 确定 之 后 ,是 客观 存在 的 ,由 题目 所 涉及 的 知识 面 , 知 
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识 点 所 属于 的 水 平 层次 , 解 题 的 推理 步 又 .灵活 性 .综合 性 等 来 整体 
评定 ,与 解 题 者 的 水 平 无 关 . 而 题目 的 统计 难度 则 取决 于 解 题 者 (被 
试 ) 的 水 平 ,是 指 试题 在 确定 的 被 试 对 象 上 表现 出 来 的 难度 值 ,可 以 
用 统计 方法 得 到 : 


p=$ 四 


区 
其 中 忆 为 统计 难度 ,X 为 试题 的 分 值 ,X 是 被 坛 的 平均 分 . 

我 们 这 里 考虑 的 是 内 容 难 度 , 它 是 客观 存在 的 ,我们 怎样 才能 面 
对 客观 存在 的 困难 而 降低 其 解决 的 难度 呢 ? 关键 是 增强 解 题 的 物质 
基础 一 一 解 题 力 量 .这 就 启示 我 们 要 加 强 基 础 理论 的 学 习 , 和 努力 掌握 
更 多 .更 系统 的 知识 与 方法 .同样 - 块 石头 ,小 丐 推 不 动 ,大 人 一 推 就 
动 了 ,原因 是 力量 不 一 样 . 同 是 一 道 三 次 方程 ,初中 生 解 不 了 ,大 学 生 
却 易如反掌 ,因为 大 学 生 掌 握 了 较 多 的 数学 知识 和 较 先进 的 数学 广 
法 , 解 题 力量 比 初中 生 大 . 提高 解 题 力 量 是 降低 解 题 难 度 的 积极 
措施 . 

“习题 效应 ”也 能 降低 解 题 难度 ,做 一 个 曾经 做 过 (或 与 做 过 的 题 
很 类 似 ) 的 题目 , 比 第 一 次 做 这 个 题目 要 容易 得 多 . 解 题 教 学 中 的 考 
法 目的 (8$1-2-2) 和 高 考 辅导 中 的 题 海战 术 , 之 所 以 有 市 场 ,就 十 
因为 习题 效应 的 确 能 降低 解 题 难度 .但 是 ,这 种 “大 海 捞 针 ”或 “ 睹 猎 
碰 死 耗 了” 式 的 应 试 策略 所 付出 的 代价 太 大 了 ,收效 也 太 低 了 .根本 
的 出 路 还 是 增强 解 题 力 量 ， 

降低 解 题 难度 的 另 一 种 积极 措施 是 增 大 解 题 智慧 . 在 例 3- 10 
的 Ls 中 ,由 于 机 智 地 构造 了 一 个 方程 ,使 得 结论 与 条 件 之 间 成 为 显 
然 的 定理 验证 ,同样 , 例 3 - 9 的 更 简 解 法 ,也 是 解 题 智 慧 降低 了 解 题 
难度 . 

(2) 关于 增 大 解 题 智慧 

解 题 智慧 是 指 准确 地 认识 问题 和 创造 性 地 解决 问题 的 能 力 . 比 
如 ,细致 的 观察 .良好 的 记忆 .丰富 的 联想 ,准确 的 判断 深刻 的 润 察 、 
精明 的 谋 格 等 ,都 是 解 题 智慧 的 表现 .核心 是 抽象 思维 能 力 . 
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解 题 智慧 与 解 题 过 程 的 关系 ,首先 是 , 解 题 智慧 不 是 天 生 的 , 它 
来 源 于 解 题 实践 ,并 且 以 解 题 力量 为 自 己 生 存 与 发 展 的 物质 基础 .其 
次 ,智慧 作为 大 脑 中 意识 的 作用 ,如 果 不 通 过 行为 表现 出 来 就 还 不 是 
知 慧 ,因此 , 解 题 智慧 是 在 解 题 过 程 中 存在 并 发 生 作 用 的 .最 后 , 解 是 
智慧 对 解 题 过 程 有 积极 的 影响 . 

由 表意 公式 四 可 以 看 到 , 解 题 智慧 能 直接 影响 解 题 长 度 , 并 且 还 
能 弥补 解 题 力量 的 不 足 而 影响 解 题 过 程 

对 于 … 道 给 定 的 题目 来 说 ,其 难度 是 客观 存在 的 ,所 投入 的 解 是 
力量 越 大 ,所 需 的 解 题 智 慧 就 越 小 ;反之 ,车 解 题 具 备 的 力量 越 小 , 则 
需要 付出 的 解 题 智慧 就 越 大 .特别 有 现实 意义 的 是 , 当 题目 的 难度 较 
大 .而 解 题 力 量 又 较 小 时 , 解 题 智慧 具有 决定 性 的 作用 , 它 可 以 “精神 
化 物质 " ,弥补 解 题 力量 的 不 足 , 完 成 解 题 ,这 就 是 智慧 的 价值 . 内 此 ， 
我 们 的 解 题 教 学 一 定 要 注重 解 题 智慧 的 开发 . 

例 3-11 方程 小 =3 的 解 是 ， 
| 1992 年 数学 高 考 理科 第 (19) 题 ] 

解 (见习 题 二 第 11 题 ) 去 分 母 ,得 

1+3-*=3+3.37, 


即 3:37+2-3 "7=0. 0) 
两 边 乘 以 37 ,得 关于 37 的 二 次 方程 

3°:(37)*+2.(37)—1=0. 全 ) 
分 解 (3:37—1)(37+1)=0, 
但 3*+1 关 0, 只 有 

3:37—1=0, 地 
即 37 =3 1， 
得 z= 一 1. 癌 


评析 这 是 一 个 常规 解法 ,其 解 题 长 度 为 了 0. 将 其 求解 过 程 进 
行 整体 分 解 可 以 得 出 3 个 步骤 ; 
1) 处 理 分 母 ,将 原 方程 化 为 四 式 ; 
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2) 处 理 负 指数 ,将 原 方程 化 为 二 次 方程 @; 

3) 求解 二 次 方程 及 简单 指数 方程 9. 

这 3 步 当中 ,起 转化 作用 的 是 前 面 的 “两 个 处 理 ”, 而 最 能 产生 实 
质 性 进展 的 是 第 2) 步 ,问题 一 旦 化 为 二 次 方程 ,就 是 一 个 有 公式 求 
解 的 标准 问题 了 . 并 且 两 个 “处 理 " 并 没有 逻辑 上 的 顺序 关系 ， 两 边 
乘 以 3*” 对 于 是 否 去 分 母 都 是 可 以 施行 的 , 抓 住 这 一 实质 步 双 ,交换 
两 个 步骤 的 顺序 ,直接 对 原 式 处 理 负 指 数 . 有 

另 解 1 两 边 乘 以 3 ,有 

3°(1+3 7) 3.37. 


1+37 
即 1=37*1+1, 
有 x+1=0, 
得 z= 一 1. 口 


评析 这 一 解法 (长 度 记 为 上 L1) 抓 住 了 原 解法 的 实质 步 弛 ,省 去 
了 "去 分 母 " 与 “化 成 二 次 方程 并 求解 "两 个 操作 ,直接 得 出 最 简 指数 
方程 ,从 而 开发 出 解 题 智慧 . L1 < Lo. 

再 分 析 这 一 解法 的 关键 步骤 可 以 看 到 , 它 的 实质 是 揭示 了 题 月 
分 子 .分 母 间 有 公共 的 式 子 , 可 以 相约 .保持 这 个 效果 ,可 以 变 乘 人 


37 为 提取 3 “. 
从 纯 数学 的 角度 来 看 ,[ 另 解 1] 向 我 们 揭示 了 一 条 信息 : 
1=3*.3 7, 
从 而 原 方程 的 左边 为 
1+377_37(3+11) 3 
1+3” 1+37 
或 1+3-7 1+3* _l 


1+3* 37(3 *+1) 37. 


@ 作 换 元 y=3 7 代入 可 得 到 同样 的 效果 .由 这 些 解法 可 知 ,把 3 可 推广 
1 


为 a , 邑 解 方程 


—a 7 
=a. 
+ 号 


第 三 章 ” 解 题 过 程 137 
另 解 2 原 方程 即 
3 7(37+1) 
1+3 7 中 
有 3 一 © 
得 > 二 一 1 


这 可 以 在 30 秒 内 心算 完成 . 
评析 记 这 一 解法 的 长 度 为 上 ;, 则 
Ls<Li<Lo. 


解 题 智慧 得 到 进一步 的 开发 .[ 另 解 2] 还 使 我 们 看 透 了 题目 的 本 质 ， 


只 不 过 是 由 简单 指数 方程 四, 作 了 一 个 乘 以 本 


1 = 1 的 变形 . 是 的 ， 


我 们 一 开始 不 能 “一 眼看 到 底 ”, 但 我 们 可 以 从 常规 解法 的 分 析 中 , 逐 


步 认识 题目 的 实质 并 开发 出 解 题 智慧 来 . 


例 3-12 设 西 n(n 之 4) 边 形 的 对 角 线 中 没有 3 条 相交 于 同 - - 


点 ,这 些 对 角 线 在 n 边 形 内 的 交点 有 多 少 个 ? 


[1963 年 北京 市 数学 竞赛 题 ] 

解法 1 (直接 计算 ) 设 计 一 个 计算 程 
序 如 下 : 

(1) 考虑 从 某 一 点 A 引出 的 对 角 线 
AB( 图 3 一 11), 则 其 余 n -2 个 点 分 布 在 
AB 的 两 侧 , 设 一 侧 有 上 & 个 点 , 则 另 一 侧 有 
nn 一 2 一 上 个 点 .由 于 与 对 角 线 AB 相交 的 
对 角 线 CD 的 两 个 顶点 必 分 别 在 AB 的 两 
侧 , 故 与 AB 相交 的 对 角 线 有 k(n 一 2 一 &) 
条 .又 由 于 没有 3 条 对 角 线 共 点 , 故 AB 上 
共有 

k(n—-2—-k) 
个 交点 . 


图 3-11 


(2) 因为 从 A 出 发 可 引 n 一 3 条 对 角 线 ,对 @ 令 = 1,2,…， 
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一 3 可 得 由 A 引出 的 对 角 线 上 的 交点 为 
An -2 一) 


nn 及 
=(n -2)Sk—- Sk 
k=1 天 


=1 


(7 -2)2(22 -3) (x~2)G -3)(2n -5) 
2 6 


(nC— 1) —2)(n — 3) 
6 


= C3_1( 个 ). 四 
(3) 让 A 取 遍 个 顶点 ,可 得 交点 
nC3_1( 个 ). ® 


(4) 但 上 式 中 每 一 个 交点 M 分 别 对 A7B,C,D 这 4 个 顶点 各 
计算 了 一 次 , 故 凸 ” 边 形 中 对 角 线 的 交点 数 为 
于 G31=C$( 个 ). 口 中 
评析 “这 个 解法 从 分 析 题 目的 几何 结构 人 手 , 设 计 了 “个 条 理 
清楚 的 计算 程序 , 先 算 一 条 对 角 线 AB 上 的 交点 ,然后 让 -个 端点 动 
(B 取 n -3 个 位 置 ), 再 让 另 一 个 端点 动 (A 取 遍 个 位 置 ), 最 后 得 
出 的 结果 也 是 正确 的 .可 以 认为 
L~Lo. 
但 这 个 解法 对 思维 能 力 和 计算 能 力 的 要 求 都 相当 高 , 若 解 题 力 
量 稍微 弱 一 点 ,就 有 可 能 算 不 出 @ 式 (只 保留 了 .> k(n -2-A)), 或 
得 不 出 @ 式 (比如 误 将 @ 式 视 为 结论 ) ,导致 
一- oo， 
然而 ,运用 解 题 智 慧 不 仅 能 缩短 解 是 长度 ,节约 解 题 力量 ,而 纪 
万 无 一 失 .请 看 
解法 2 (间接 计算 ) 我 们 来 揭示 一 个 对 应 . 
凸 nn 边 形 上 的 任意 4 个 顶点 A,B,C,D 决定 了 两 条 企 形 内 相 
交 的 对 角 线 (其 余 的 对 角 线 即 使 延长 相交 其 交点 也 不 在 形 内 ) ,这 两 
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条 对 角 线 决定 了 一 个 交点 M( 如 图 3- 11). 反 之 每 一 个 交点 M 决定 
了 两 条 对 角 线 ,从 而 对 应 着 凸 n 边 形 上 的 4 个 顶点 A,B,C,D. 所 
以 ,对 角 线 的 交点 数 等 于 从 7 个 点 中 取 4 个 点 的 组 合 数 C4. 口 
例 3-12 整数 1,2,…,n 的 排列 满足 : 每 个 数 大 于 它 之 前 的 
所 有 的 数 或 者 小 于 它 之 前 的 所 有 的 数 .试问 有 多 少 个 这 样 的 排列 ? 
| 1989 年 加 拿 大 竞赛 题 
讲解 ”这 道 竞赛 题 的 标准 答案 使 用 了 递 推 的 方法 . 
解法 1 设 所 求 的 排列 数 为 a, , 则 
ail=1. OD 
对 1 之 1 ,如果 在 第 i 位 , 则 它 之 后 的 nr 一 i 个 数 完全 确定 ,外 
能 是 
九 一 2 ， 刀 一 1 一 2 
WE n 一 1+2,…,n 一 1] 有 ai-1 种 排 法 ， 
邻 i= ,7 ,得 递 推 关系 
CQ， =1+arte +a,-.2t+ a,-1 OO) 
=(1+art +a, 2)+a,_1 
三 Qnr -1T+an-l 
=2a, 1. (3) 
由 OD.@ 得 ”a,=2” 1. 
评析 这 个 解法 是 “标准 的 ”, 可 以 认为 
L~Lo. 
分 析 这 个 标准 解法 可 以 看 到 ,关键 步 又 是 找 出 a 的 递 推 关系 . 
而 最 本 质 的 递 推 关系 应 是 全 式 ,当中 的 @O 仅 仅 是 过 小 性 的 . 从 解 题 过 
程 的 分 析 中 获得 本 质 的 认识 (这 时 结论 也 是 已 知 信息 !) , 解 题 长 度 就 
可 以 缩短 , 解 题 智慧 就 可 以 开发 出 来 . 
式 @ 告 诉 我 们 ,a 是 两 个 a, -| 之 和 ,其 中 一 个 a, -1 是 n 在 末 位 
的 排列 数 , 另 一 个 av -1 呢 ? 积 极 的 思维 活动 一 旦 展开 ,创造 性 的 思 
维 成 果 就 有 了 生长 的 土壤 . 稍 加 思索 即 可 知 , 另 一 个 a, -1 就 是 1 在 
来 位 的 排列 数 . 回 到 题目 即 可 以 看 到 ，“ 大 于 它 之 前 的 所 有 数 " 与 “小 
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于 它 之 前 的 所 有 数 "恰好 使 得 n 与 1 有 一 种 对 称 性 , 原 解 法 没有 在 
一 开始 就 抓 住 这 种 对 称 性 ,因而 给 我 们 留 下 了 改进 的 余地 . 

解法 2 因为 1 与 不 能 同时 出 现在 其 他 任 一 数码 的 前 面 ,所 
以 末 位 数 只 能 为 1 或 n. 现 设 满足 条 件 的 排 法 数 为 a, , 则 1 为 末 位 
数 时 的 排 法 数 为 a; -1,n 为 末 位 数 时 的 排 法 数 也 为 a, _1, 得 

a1=1, an=2an-1, 

从 而 au =22 1. 癌 

通过 解 题 过 程 的 分 析 而 开发 解 题 智慧 ,后 面 还 要 谈 到 , 它 是 贯穿 
全 书 的 一 条 大 动脉 . 


习题 三 ? 


1. 写 出 某 一 类 习题 的 微观 解 题 程序 . 

2. 根据 自己 的 解 题 经 验 总 结 出 一 个 宏观 解 题 程序 . 

3. 对 下 题 的 求解 作 结构 分 析 : 设 f(x )=47 一 2*11(z 之 0), 则 
f 1(0)=  __. 
[1993 年 高 考题 ] 全 

4. 对 下 题 的 求解 作 结构 分 析 . 

题目 等 腰 三 角形 的 两 底 角 相等 . 

证 明 在 全 ABC 与 人 4ACB 中 ， 


4B=AC， 
从 而 4AC=APBI; B [a 
又 人 A= 人 A( 或 BC= CB)， 图 5 
得 人 ABC 宇 人 ACB.(SAS 或 SSS ) 
从 而 LB=ALC. 0 


研究 5 一 10 题 , 写 出 真实 的 思维 过 程 ,总 结 解 题 程序 . 


(DD 本 练习 中 的 题目 将 陆续 作为 后 面 各 章 的 例题 ,这 是 本 书 设计 中 的 … 个 
“有 意 安排 " ,在 前 面 这 些 章节 中 已 经 见 到 过 . 
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5. 设 1a; | 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 ,S, 是 前 ”项 和 ,是 否 存 在 

常数 c >0, 使 得 对 某 一 n EN, ,有 

lg(S, -Cc)+lg( Sr+2— 
2 


Dlg(S, oe). 

6. 书架 上 有 4 本 不 同 的 数学 书 ,5 本 不 同 的 物理 书 ,3 本 不 同 的 
化 学 书 ,全 部 竖 起 排 成 一 行 . 如 果 要 求 各 类 书本 身 互 不 相 邻 ,… 共 有 
多 少 种 不 同 的 排 法 . 

7. 在 人 ABC 中 ,A,B, 人 C 所 对 的 边 分 别 是 a,b,c, 上 有 


c=10,S2 = 也 = 所 ,Pp 为 人 ABC 内 切 加 上 的 动 点 , 求 点 已 到 项 点 


A ,B,C 的 距离 的 平方 和 的 最 大 值 与 最 小 值 . 
8. 设 a,B8E(0,7), 且 


3 


cosa + cosB ~ cos(a + B)= 广 ， 
求 a,8 之 值 . 
(提示 : 一 般 性 解决 ” 视 已 知 为 二 元 三 角 方程 , 一 般 情 况 下 解 不 
确定 ,特殊 情况 下 才 有 定 解 . 
功能 性 解决 ”特殊 情况 主要 有 , 非 负 数 之 和 为 零 ,基本 不 等 式 取 
等 号 ,二 次 方程 判别 式 等 于 零 …… 
特殊 性 解决 ”整理 成 cos 4 了 人 的 二 次 方程 
2cos “人 2cos 2 了 cos SSE + ; =0.( 下 略 ) 
9. 小 船 顺 着 河流 经 过 两 个 码头 之 间 的 距离 用 了 6 个 小 时 ,返回 
的 路 上 用 了 8 个 小 时 . 顺 流 漂浮 的 森 排 通过 这 段 距 离 需要 多 少时 间 ? 
10. 设 D1,D;,…,D; -1 为 人 ABC 中 人 A 的 n 等 分 线 与 BC 的 
交点 ,求证 


ABY\"-! BD1 . BD,;, .:…… . BD,.i 
(和 ”CD . CD; .CD 
(提示 : 动员 一 一 辨认 一 一 分 离 一 一 重新 配置 ……) 
分 析 11 一 13 题 的 解 题 过程 , 从 中 开发 出 解 题 智 慧 
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11. 已 知 a,b,c 为 人 ABC 的 三 边 ,它们 的 对 角 分 别 为 A,B， 
C, 且 ccosB = becosA. 关 于 x 的 方程 5(x? 一 1)+c(r?+1)-2ax 
=0 的 二 根 相 等 ,求证 全 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 . 

[1994 年 山西 中 考题 ] 
证 明 将 余弦 定理 代入 已 知 ,得 
.2 二 
2ac 2pc ? 
有 w =0. 所 以 人 ABC 是 等 腰 三 角形 . 
又 由 二 次 方程 
(b+e) rx ~ 2ar (bp—-c)=0 
的 一 根 相 等 ,得 判别 式 为 堆 
0=A=4(a* + 6 —c?). 
即 a 十 0 一 2 

所 以 ,全 ABC 又 是 直角 三 角形 . 

综 上 所 述 , 全 ABC 是 等 腰 直 角 三 角形 . 口 

(提示 ; 第 一 步 得 出 等 厦 三 角形 对 第 二 步 证 明 没有 什么 启示 , 沁 
反 过 来 先 得 出 直角 三 角形 则 可 省 去 余弦 定理 ,节省 解 题 力 量 ) 

12. 解 不 等 式 V/ 3x 一 4>Vr-3. 

[高 中 代数 第 二 册 P.102 例 5] 

解 ”因为 根 式 必须 有 意义 ,所 以 先 解 不 等 式 组 

37z -4 之 0， 
x 一 3 宇 0， 
解 得 [rizx 之 31. AD 

男 一 方面 ,对 原 不 等 式 两 边 平方 得 

37 一 4>7 一 3. 
移 项 .整理 后 解 得 
四 人 > 工 | (人 
由 中 .@ 取 交集 ,得 原 不 等 式 的 解 集 是 
irlizrz 之 3|. 口 多) 
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(提示 : 与 @ 是 相同 , 求 四 是 否 必要 ?) 

13. 次 方程 (1 一 站 + (A+7)rz+(1+ 座 )=0(i 为 虚数 单 
位 ,AER), 有 两 个 虚 根 的 充分 必要 条 件 是 4 的 取 值 范围 为 _. 
11993 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

解 ”考虑 问题 的 反面 : 若 方 程 有 实 根 xo, 则 得 


(x28+ Arot1)+i(—xit+rxotA)=0. 


ri+Arot+1=0, OD 
上 是 , 

70 十 To +A=0. G@) 
中 + 四 得 (A+1)(xot+1)=0. C3) 
再 由 得。 J 
和 四 (2 侍 < 5 四 

X56 一 xot+1=0( 无 实 根 ). 

Xx0o= 一 上 ， 
或 4 Xo 

A=2. 


可 知 当 且 仅 当 4=2 时 , 原 方 程 有 实 根 .于 是 方程 有 两 个 虚 根 ( 尤 实 
根 ) 的 充分 必要 条 件 是 和夫 2. 口 

(提示 :由 方程 ,@ 解 出 4= -1 再 舍 去 是 一 个 思维 回路 . 从 方 
程 心 .四 中 消去 4 可 得 惟一 的 实 根 zo= 一 1.) 
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本 章 介绍 解 题 研究 的 两 个 新 观点 ,其 一 是 系统 方法 论 的 观点 ,其 
二 是 解 题 坐 标 系 的 观点 .它们 在 很 多 方面 都 尚 待 深入 人 研究. 


4 一 1 解 题 系统 论 


应 用 系统 科学 方法 来 研究 数学 教学 已 经 有 十 多 年 的 历史 了 , 它 
大 大 提高 了 教育 理论 的 科学 性 ,同时 也 大 大 增强 了 教学 实践 的 自觉 
性 .在 这 些 成 果 中 ,自然 包括 了 对 解 题 教学 的 研究 ,本 节 尝 试 作出 初 
步 的 整理 ,用 系统 科学 的 观点 来 描述 数学 问题 系统 ,数学 方法 系统 ， 
并 应 用 其 基本 原理 来 分 析 解 题 过 程 . 


4-1-1 数学 问题 系统 


数学 题 是 一 个 由 4 要 素 组 成 的 系统 , 记 作 ROY,O,Z,P)， 

Y 代表 初始 状态 , 即 题 的 条 件 . 

O 代表 最 终 状 态 , 即 题 的 结论 . 

Z 代表 解 , 即 由 初始 状态 到 最 终 状 态 的 转化 过 程 . 

P 代表 解 题 依据 , 即 由 初始 状态 到 最 终 状 态 转 化 的 理论 与 实践 
的 基础 . 

按照 系统 科学 的 观点 ,数学 问题 是 由 解 题 主体 S( 这 里 指 人 ) 与 
数学 题 系统 R 组 成 的 集合 (S,R). 如 果 主 体 S 接触 系统 R 后 ,认为 
RR 中 全 部 元 素性 质 及 关系 都 是 他 所 知道 的 ,那么 我 们 就 称 系统 R 
对 十 主体 S 为 稳定 性 系统 , 记 作 Ro; 如 果 主 体 S 接触 系统 R 后 ,4 
个 要 素 中 至 少 有 一 项 是 已 知 的 ,又 至 少 有 一 项 是 未 知 的 ,那么 我 们 就 
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称 系统 R 相对 于 主体 S 为 问题 性 系统 , 记 为 RR,. 如果 主体 S 被 要 求 
从 R 中 确定 他 所 不 了 解 的 元 素 的 性 质 和 关系 时 ,R 对 于 S 就 成 为 问 
题 ,问题 反映 了 解 题 者 现 有 水 平 与 客观 需要 的 矛盾 .因此 ,问题 就 赴 


矛盾 ,而 解 题 就 是 将 问题 性 系统 转化 为 稳定 性 系统 , 解 题 过 程 是 人 们 
寻求 解 的 思维 活动 . 


在 问题 情景 中 ， 未 知 的 “元 素 、 元 素 的 性 质 或 元 素 间 的 关系 等 ) 
-方面 像 空 着 的 位 置 ,需要 加 以 填充 ; 另 方面 又 由 "已 知 的 ”元素 .元 
素性 质 .元 素 间 的 关系 等 ) 客 观 决 定 着 ,构成 “已 隐蔽 地 确定 与 “未明 
显 地 给 与 ”的 统一 . 解 题 的 思维 活动 , 正 是 从 已 明确 地 给 与 的 .已 知 的 
东西 出 发 ,去 发 现 隐蔽 存在 的 、 待 求解 (证 ) 的 结论 . 这 是 一 个 积极 而 
生动 的 创造 过 程 . 

与 通常 讲 的 数学 题 的 概念 相 比 ,上 述 数学 问题 的 概念 具有 两 个 
特点 (参见 $1-1-1). 

1. 强调 主体 S 的 作用 

数学 问题 并 不 是 纯 客 观 的 孤立 的 题 系统 R ,而 是 由 R 与 解 题 主 
体 S 构成 的 整体 .一 个 R 是 否 成 为 问题 ,首先 是 R 对 于 S 是 否 成 为 
问题 性 系统 ;其 次 是 S 有 否 解决 R 的 意向 和 要 求 .由 此 可 见 ,那些 不 
能 激发 学 和 后 思考 的 .过 于 简单 或 者 过 于 繁 难 的 题目 ,那些 多 次 重复 、 
使 人 乏味 或 者 远离 学 生 需 要 ,被 学 生 认为 漠不关心 的 数学 习题 ,者 
不 能 看 成 具有 教学 价值 的 数学 问题 . 

2. 使 数学 问题 更 具 广 泛 性 

例如 ,对 数学 概念 的 研究 ,对 数学 方法 的 概括 与 探讨 ,数学 在 实 
际 生 活 中 的 应 用 等 等 都 是 数学 问题 ,在 数学 教学 中 应 该 重视 他 们 的 
价值 .1993 年 以 来 的 高 考 注重 应 用 题 是 十 分 正确 的 ,参见 例 7-1, 例 
7 一 2(P.483), 例 7-75(P.551). 

可 以 根据 问题 R, 中 未 知 元 素 的 个 数 ,将 问题 分 类 如 下 表 :% 


中 ” 见 参考 文献 [25] 张 乃 达 .数学 思维 教育 学 ,P. 134 一 P. 138. 
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二 素 | 问题 类 型 | 记号 | 确定 度 | 
3 辣 题 型 问题 | RE ”| 最 不 确定 
2 探索 型 问题 | ”R: ”| 较 不 确定 
[1 训练 型 问题 | RL | 。 确定 
0 标准 型 问题 Ro 完全 确定 | 
例 4-1 对 于 学 习 了 三 角形 全 等 ,尚未 学 习 等 腰 : :角形 的 初 - 


学 生来 说 ,分 别 有 以 下 问题 . 

问题 1 在 和 ABC 中 , AB = 4AC, 求 证 人 ABC= ~“ACH ,这 
R! 型 问题 ,只 有 解 未 知 ( 见 例 4- 26,P.190). 

问题 2 在 人 ABC 中 ,AB= AC, 那 么 人 ABC 与 <ACB 有 什么 
关系 ”证 明 你 的 结论 .这 是 R2: 型 问题 , 它 的 最 终 状 态 与 解 都 未 知 . 

问题 3 在 三 角形 中 , 边 与 角 之 间 可 能 有 什么 关系 ? 这 是 民 ; 型 
问题 , 它 的 初始 状态 ,最终 状态 . 解 都 未 知 . 

在 具体 解决 的 过 程 中 ,这 几 类 习题 的 求解 通常 是 逐 级 变换 的 , 即 
是 由 三 个 转化 时 态 构 成 的 : Ri 一 R2,R2->R1,R!->Ro. 并且 随 着 
解 题 时 态 的 进展 ,思维 的 日 的 性 愈 来 愈 明确 ,思维 的 方向 性 愈 来 愈 集 
中 ,逻辑 思维 的 成 分 逐渐 增加 , 非 逻辑 思维 的 成 分 逐渐 减少 ,思维 的 
结果 例 来 您 明确 . 其 具体 情况 如 下 表 : 
时 态 
| 思维 的 指向 性 | 
| 思维 的 发 散 性 


是 


Rp? 
不 明确 
强 发 散 


RE | RiR 
- 下 _ 

比较 明确 明确 
发 散 集中 


想象 .联想 .类 
比 ,发 散 思 维 . 直 
觉 思 维 


联想 、 类 比 、 
纳 .探索 性 演绎 、 
直觉 思维 、 发 


| 
可 


演绎 .完全 归纳 、 
罗 辑 思维 


一 下 


探索 选择、 判断 


| 


散 
| 思维 ,逻辑 思维 


选择 .判断 
探索 .推理 


推理 


4-1-2 数 


我 们 把 解决 一 道具 体 数 学 问题 的 简单 数学 操作 记 作 A ,而 这 种 


学 方法 系统 
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特殊 操作 所 能 解决 的 数学 问题 组 成 的 集合 记 作 P(A ) , 称 为 问题 集 ， 
它 反映 了 A 所 适用 的 范围 0 

由 简单 数学 操作 A 与 问题 集 P(A ) 组 成 的 系统 称 为 -- 个 解 题 技 
巧 , 记 作 M(A)=(A,P(A)). 这 样 ,数学 解 题 技 巧 就 包括 两 个 要 
素 ,第 一 是 解 题 操作 ,第 二 是 解 题 操作 适用 的 范围 ， 

例 4-2 我 们 在 解 方程 


时 , 令 w= 地 ,v= 证, 进行 了 一 个 “新 元 代 旧 式 " 的 操作 ,有 
Ai: 新 元 代 旧 式 ， 
P(A1) = | 解 分 式 方程 |. 


例 4-3 求 函数 ,= 艺人- 的 值 域 时 , 令 


六 二 Sinz ， It. 

进行 了 一 个 “新 式 代 旧 元 ”的 操作 ,有 
As: 新 式 代 提 元 ， 
P(A;)= |! 求 函数 值 域 | . 

例 4-4 在 证 明 三 角 条 件 等 式 

cos'e + sin a -1->sSin8 + eB-1 
cos28 sin28 sin2a 

时 , 令 ( 求 解 参见 例 4 一 43,P.241; 例 6 一 79,P 430) 
coszu sin2a 

cosB ”sinp 


进行 了 “新 式 代 旧式 "的 操作 ,有 


@” 见 周 春 荔 . 数 学 教育 与 数学 方法 论 .中 等 数学 ,1989,1,P.1. 又 见 张 旋 
达 . 按照 思 维 发 展 规律 进行 解 题 教学 .福建 中 学 教学 ,1985,4,P.10. 
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A3: 新 式 代 旧式 ， 
P(A;)= :证 明王 角 等 式 |. 
但 是 ,这 里 的 简单 操作 Ai,A,,A; 并 不 限于 解决 个 别 问题 ,而 
且 4 ,4A:,A3 也 有 共通 性 , 记 


A: 换 元 ， 
则 ”P(A)= | 解 方 程 . 求 函数 值 域 ,证 明 等 式 或 不 等 式 ,……|. 
这 时 AICA， 
P(A,)CP(A) (i=1,2,3). 
则 M(A)=(A,P(A)), 
是 比 M(A;)=(A;, P(A;))(i=1,2,3) 


更 高 层次 的 数学 技巧 ,成 为 适应 面 较 广 的 解 题 方法 一 一 换 元 法 . 
- 般 地 , 解 题 技 巧 的 层次 升 高 范围 扩大 ,积累 到 规律 化 的 程度 、 
可 反复 使 用 时 ,就 成 为 解 题 方 法 ?了 . 若 解 题 方法 的 层次 再 升 高 ,范围 
再 扩大 ,直到 至 少 含有 某 一 数学 分 支 的 问题 为 其 子 集 时 , 便 成 为 创立 
数学 学 科 的 数学 方法 了 .如 
(1) A: 坐标 方法 ， 
P(A)= | 解析 几何 | ， 
M(A)= | 坐标 方法 ,解析 几何 | . 
(2) A: 极限 方法 ， 
P(A )= | 微 积分 |， 
M(A)= | 极限 方法 , 微 积分 } . 
当 解 题 技巧 . 解 题 方法 的 层次 不 断 增加 ,升华 到 通用 性 的 境地 
时 ,就 成 为 解 题 思想 了 . 它 是 最 高 层次 的 解 题 方法 . 比如 , 波 利 亚 的 
“怎样 解 题 表 ”就 进入 到 这 个 层次 , 徐 利 治 的 RMI 原理 也 进入 到 这 
层次 ( 见 $6-2-2). 
由 于 解 题 思想 通常 不 会 很 多 ,在 使 用 上 有 不 方便 之 处 ,所 以 我 们 
已” 波 利 亚 在 (数学 分 析 中 的 问题 和 定理 》 德 文 初版 前 言 中 说 :一 个 想法 使 
用 -次 是 一 个 技巧 ,经 过 多 次 使 用 就 可 成 为 一 种 方法 . 
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把 由 解 题 思想 直接 推出 的 几乎 对 一 切 问题 都 有 指导 作用 的 、 介 于 解 
题 思想 与 解 题 方 法 的 中 介 形 式 , 称 为 解 题 原则 . 如 

1. 简单 化 原则 

要 求 把 较 复杂 的 问题 转化 为 较 简 单 的 问题 ,把 较 复杂 的 形式 转 
化 为 较 简单 的 形式 ,把 较 抽 象 的 问题 转化 为 较 具体 的 问题 . 

2. 熟悉 化 原则 

要 求 把 不 熟悉 的 问题 转化 为 熟悉 的 问题 ,尤其 是 转化 为 已 掌握 
的 基本 问题 . 

3. 系统 化 原则 

要 求 从 数学 问题 的 整体 结构 及 条 件 与 结论 的 相互 联系 中 去 寻找 
解决 问题 的 途径 . 

4. 和 谐 化 原则 

根据 数学 内 部 固有 的 和 谐 美 ,去 思考 问题 寻找 思路 . 

在 $4-2-2 中 还 要 谈 到 解 题 原则 . 


4-1-3 信息 与 解 题 


从 信息 论 的 观点 来 看 , 解 题 的 过 程 就 是 信息 的 获取 、 存 输 、 处 理 、 
输出 ,从 而 实现 解决 目标 的 运动 过 程 . 

解 题 信息 的 获取 ,主要 步骤 是 弄 清 题 意 ,明确 已 知 是 什么 ? 求证 
( 解 ) 是 什么 ? 亦 即 从 题目 本 身 去 获取 从 何 处 人 手 .向 何方 前 进 的 信 
息 . 题 目的 条 件 和 结论 是 两 个 信息 源 , 从 条 件 发 出 的 信息 预示 可 知 并 
启发 解 题 手段 ,从 结论 发 出 的 信息 预告 需 知 并 诱导 解 题 方 向 .为 了 从 
中 获取 尽 可 能 多 的 信息 ,我 们 需要 分 析 条 件 .分 析 结 论 .分 析 它们 之 
间 的 关系 ,需要 辅 以 图 形 或 记号 ,以 求 得 目标 与 手段 的 统一 . 

从 题目 本 身 发 出 的 信息 ,输入 解 题 主体 时 ,一 开始 是 孤立 的 、 零 
散 的 .混乱 的 ,经 过 初步 的 辨认 筛选 ,可 确定 哪些 是 有 用 的 ,哪些 是 无 
关 的 ,有 用 的 要 继续 接收 ,同时 ,进行 短期 的 储存 ;至 于 那些 与 解 本 题 
无 关 的 信息 , 则 予以 淘汰 .与 此 同时 , 解 题 主体 又 在 努力 妃 忆 过 去 在 
什么 地 方 .什么 情况 下 曾 出 现 过 类 似 的 题目 ,从 “存储 机 构 ”" 中 提取 出 
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与 本 问题 有 关 的 定义 定理, 公式、 法 则 与 类 题 ,索取 已 知 的 知识 , 调 
动 潜在 的 技能 ,进行 信息 的 对 比 、 借 鉴 和 再 生 . 

把 从 题目 中 捕捉 的 有 用 信息 与 从 存储 机 构 中 提取 的 有 关 信 息 结 
合 起 来 ,进行 加 工 、 重 组 与 再 生 , 这 实质 上 就 是 解 题 思路 的 探求 .这 个 
过 程 的 往复 循环 、 依 信息 的 反馈 而 由 大 脑 来 调节 . 捕捉 信息 、 提 取信 
息 .加 工 重 组 ,这 三 者 缺 一 不 可 . 波 利 亚 的 高 明之 处 就 在 于 ,他 在 解 题 
表 中 的 许多 问 句 常常 “一 语 三 关 ”, 你 见 过 类 似 的 题目 吗 ? 这 既是 启 
发 你 从 “ 题 " 中 捕捉 信息 ,又 是 催促 你 从 “记忆 ”中 索取 信息 . 如 果 你 
“ 见 过 ”, 这 是 一 个 信息 ,告诉 你 如 何 运动 一 一 两 组 信息 也 就 沟通 了 ; 
如 果 你 “ 没 见 过 ”, 这 也 是 一 个 信息 ,等 于 告诉 你 进行 下 一 步 的 行动 . 

随 着 信息 分 析 .加 工 的 进展 , 解 题 的 前 景 也 逐渐 明朗 .经 验 表 明 ， 
通过 观察 ,类比 .归纳 .猜想 等 手段 去 获取 解 题 大 体 方向 的 有 关 信息 
是 十 分 重要 和 非常 有 效 的 . 因为 简单 的 .具体 的 .局 部 的 情况 总 带 有 
系统 本 身 的 信息 ,而 特殊 解法 的 思路 中 常 能 显示 出 一 般 解法 的 信 
息 流 . 

信息 的 输出 ,表现 为 解 题 的 书写 .值得 注意 的 是 ,书写 完成 之 后 ， 
信息 这 程 并 没有 结束 ,解答 依然 我们 办 人 信息 ， 表现 为 解 后 的 探 
究 .所 以 , 波 利 亚 特 地 给 解 题 过 程 安排 回顾 ， 
久 作 用 不 仅 能 改进 完善 限 前 的 题解, 而 目 能 提炼 出 对 未 来 解 题 有 接 
导 作用 的 信息 ( 即 形成 数学 观念 的 基本 素材 ,或 称 解 题 经 验 的 信息 储 
备 ), 进 一 步 升华 为 人 们 搜索 捕获. 分析、 加 工 和 运用 信息 能 力 的 总 
和 一 一 数学 才能 . 

这 里 所 叙述 的 解 题 的 信息 过 程 与 $3 - 3 所 进行 的 结构 分 析 是 

-- 致 的 ,概要 的 说 , 解 题 的 信息 过 程 包括 这 样 一 个 “三 位 一 体 ” 的 

工作 : 

1. 从 理解 题 意 中 捕捉 有 用 的 信息 .主要 是 从 题目 的 叙述 中 获 
取 “ 符 号 信息 ", 从 题目 的 图 形 中 获取 “形象 信息 ” 

2. 从 记忆 储存 中 提取 有 关 的 信息 . 主要 是 定理 .公式 、 基 本 模 
式 等 解 题 依据 或 解 题 凭借 . 
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3. 将 两 组 信息 进行 有 效 的 组 会 ,使 之 成 为 一 个 和 谐 的 逻辑 结 
构 . 
这 三 件 工 作 :“ 有 用 捕捉 ”“ 有 关 提 取 ”“ 有 效 组 合 ” ,恰好 对 应 着 
人 的 心理 活动 的 三 个 环节 :观察 试验 联想 转化 .推理 证 明 . 
例 4-5 设 F(z)=4z-2z+1(zZ0), 求 F!(0)， 
讲解 (习题 三 第 3 题 ) 从 题目 中 可 得 两 个 信息 ,其 一 是 f(x) 
的 表达 式 ,其 二 是 反 函 数 广 !(z) 的 自 变量 的 取 值 为 0 
从 记忆 储存 中 提取 函数 与 反 函 数 的 关系 作为 解 题 的 依据 . 
f 1(0)=x=>/f(zr)=0, 
得 4* -2711=0. 
再 从 “ 原 高 中 课本 P.60 例 1” 的 回忆 中 ,得 出 指数 方程 的 解 
X=1. 再 一 次 应 用 函数 与 反 函数 的 关系 : 
1) =0< 全 广 !(0)=1. 口 解 题 的 信息 过 程 如 下 图 : 


从 记忆 储存 中 提取 有 关 的 信息 


祖 息 1: 广 !(0) = | 信息 1: /(1)=0 
of oh 
的 | 


图 4-1 
其 中 z>0 的 条 件 保证 了 反 函 数 存在 . 


DD 取 自 参考 文献 [35] 罗 增 儒 . 怎样 解答 高 考 数 学 题 ,P.72. 


152 数学 解 题 学 引 论 


再 看 一 个 从 信息 观点 探讨 解 题 过 程 的 有 趣 例子 . 

例 4-6 数学 老师 把 一 个 两 位 自然 数 n 的 约 数 个 数 告 诉 了 5S， 
把 的 备 位 数字 和 告诉 了 P.S 与 P 是 两 位 很 聪明 的 学 生 , 他 们 和 希 
望 推导 出 w 的 准确 值 . S 和 P 进行 了 如 下 的 对 话 一 一 

P: 我 不 知道 n 是 多 少 . 

S: 我 也 不 知道 ,但 我 知道 n 是 否 为 偶数 . 

P: 现在 我 知道 nn 是 多 少 了 . 

S: 现在 我 也 知道 了 . 

老师 证 实 了 S 和 P 都 是 诚实 可 信 的 ,他 们 的 每 一 句 话 都 是 有 根 
据 的 . 

试问 ”的 值 究竟 是 多 少 ? 为什么? 
[第 三 届 全 国 数学 奥林匹克 集训 班 考试 题 ] 

讲解 ” 记 的 约 数 个 数 为 a , 记 ? 的 数字 和 为 5, 则 每 一 个 都 
有 坐标 (a ,5b)( 反 之 不 惟一 ). 对 于 “两 位 很 聪明 的 学 生 " 来 说 ,所 有 两 
位 数 的 坐标 都 是 客观 存在 或 者 说 由 智力 水 平 所 不 难 获得 的 ,列表 如 
下 页 . 

两 个 学 生 找 n 的 过 程 ,就 是 根据 输入 信息 从 表 中 选择 的 过 程 ， 
而 这 种 选择 是 以 淘汰 的 方式 来 筛选 的 . 

1. 由 是 两 位 数 ,S,P 均 能 作出 估计 

2 委 c< 委 12 a11, 
1<b<18. 

2. S 的 已 知 信息 还 有 

(1) S 知道 4 但 不 知道 5; 

(2) S 还 知道 ,“P 知道 6”. 

3. 也 的 已 知 信息 也 有 

(1) P 知道 上 但 不 知道 ai 

(2) P 还 知道 ,“S 知道 a”. 

以 上 是 由 “老师 告诉 学 生 ” 所 提供 的 信息 ,以 下 是 学 生 间 对 话 所 
相互 提供 的 信息 . 


I 


十 
| 一 
过 

| 


-小 


| 13,31 
23,41 


14 32,50 | 
15,33,51 | | 60 
43,61 34 ld 32 70 | 

[ 1 一 
17,53,71 | 26,35,62 | | 44 | js0 

本 了 一 

27 |81l18,45,643 | 54 |36 72,90 

十 - 本 一 | -一 一 一 
| 937,73 |46,55,82,91| | 28 /64 | |! | 
| 9,47,83 | 38,65,74 92 56 | 
12 | 39,57,93 75 66 | 8 | 84 


| 十 + 


| 
13 67 |49| S58,85,94 76 


片 -村 一 一 一 | 
14 | s9 | 177,86,95 | | 68 | 
十 | 一 - | 二- 

六 


尼 | 加 | 说 | 人 | 人 | 一 


一 
pm 


| 
下 


he 
| 


15 69,87 78 


Ereadl 2 12| 30 了 -| 
奇 奇 | “ 奇 
奇偶 从 奇 | 奇 侦 个 | 介 偶 偶 | 偶偶 偶 


4. 第 一 句 话 相当 于 P 向 S 输入 重要 信息 : 凡 由 4 能 惟一 确定 
的 n 都 不 是 所 求 .有 
2 委 5 委 17. 

原因 是 5=1 时 n=10,485=18 时 n=99. 据 此 ,S 立即 删 去 第 1 行 与 
第 18 行 ,但 依然 无 法 确定 7 

5. 第 二 句 话 相当 于 S 向 了 输入 了 两 条 重要 信息 : 

(1) 凡 由 a 能 惟一 确定 的 n 都 不 是 所 求 , 由 此 , 己 便 删 去 w = 7， 
9 的 列 ; 
(2) 凡 由 a 不 能 确定 的 奇偶 性 的 列 ,都 不 是 所 求 (否则 S 就 


18 | 99 
| 
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不 能 说 “知道 是 否 为 偶数 ”. 由 此 P 便 删 去 a =4,5,6 的 列 .得 
a=2,3,,8,10,12. 

6. 这 时 PP 必定 会 从 (2,5)(3,65)(8,6)(10,5)(12,65) 中 ,将 65 
的 值 代 入 (6 对 于 P 是 已 知 的 ) 去 找 n .第 三 句 话 表明 ,P 找到 了 一 个 
惟一 的 坐标 与 已 知 的 5 对 应 ,这 等 于 告诉 S, 由 决定 了 惟一 的 一 对 
a ,n. 当 S 收 到 这 个 信息 后 ,立即 搜索 , 首先 删 去 那些 当 a =2,3,8， 
10,12 时 ,6 与 2 不 成 -一 对 应 的 行 :6=4,5,6,7,8,9,10,11,16; 同 
时 也 删 去 那些 5 对 应 到 a € 12,3,8,10,121 时 不 惟一 的 行 :5 = 12， 
13. 最终 得 到 下 表 的 结果 : 


7. S 是 知道 a 的 ,但 上 表 中 当 a =2 时 ,不 能 确定 n, 所 以 最 末 
一 句 话 等 于 告诉 我 们 a =8, 从 而 n = 30. 口 

需要 注意 的 是 ,以 上 的 信息 过 程 ,其 实 是 我 们 “第 三 者 ”( 不 是 S， 
P 两 人 ) 的 思考 过 程 . 由 于 S 一 开始 就 知道 a = 8,P 一 开始 就 知道 6 
=3, 所 以 他 们 的 信息 过 程 要 比 “我 们 "简单 得 多 . 

1 . PP 一 开始 由 5=3 知 ,n 只 能 是 21,12,30 其 中 之 一 ,但 他 无 
法 确定 哪 一 个 是 答案 ,所 以 他 说 “我 不 知道 n 是 多 少 ”. 

2’. S 一 开始 也 由 a =.8 知 ,n 只 能 是 30,40,24,42,70,54,56， 
66,78,88 这 10 个 偶数 其 中 之 一 . 当 PP 说 完 第 一 句 话 时 ,对 S 来 说 
没有 任何 进展 ,所 以 他 还 是 不 知道 n 为 何 值 .最 关键 的 话 是 :S 说 他 
知道 是否 为 偶数 . 

3'. P 得 到 这 个 信息 后 ,立即 排除 了 21,12, 得 出 n=30, 因 为 
=21 时 ua =4, 表 中 第 4 列 上 有 奇数 也 有 偶数 ;n = 12 时 a = 6, 表 中 
第 6 列 上 既 有 奇数 也 有 偶数 , 均 应 否定 .只 有 n= 30, 相 应 的 a=8， 
整个 第 8 列 全 为 偶数 . 

4 . PP 已 获得 结果 的 信息 再 反馈 回来 ,S 立即 明白 ,n 的 奇偶 性 
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排除 了 P 的 全 部 干扰 ,于 是 S 就 把 可 奇 可 偶 的 第 4,5,6 列 删 去 ,看 
那 一 个 n 能 与 5 成 一 一 对 应 且 在 第 8 列 上 . 这 时 只 有 第 三 行 上 的 > 
=30, 故 S 说 ,他 也 知道 了 . 

对 比 上 述 两 个 思维 过 程 可 以 看 到 ,为 了 确定 n 值 ,S 只 需 确定 
5b,P 只 需 确定 a ,而 "我们 " 则 既 要 确定 a ,又 要 确定 5. 于 是 “我 们 "不 
仅 要 从 S,P 的 思维 过 程 中 获取 关于 a ,2 的 信息 ,而 且 要 从 他 们 的 
思考 结论 中 以 及 他 们 思考 的 联系 中 获取 更 多 的 信息 .虽然 信息 的 具 
体 运动 形态 有 繁 简 之 别 , 但 把 系统 的 运动 抽象 为 -- 个 信息 变换 过 程 
还 是 一 样 的 . 


.信息 腑 其 一 ~ 信息 


图 4-2 


4-1-4 反馈 原理 与 解 题 


系统 的 输出 转变 为 系统 的 输 和 人 叫做 反馈 .反馈 影响 再 输出 ,如果 
加 强 了 再 输出 , 称 为 正 反 馈 ;如 果 减 弱 了 再 输出 , 称 为 负 反 馈 .反馈 原 
理 是 说 ,任何 系统 只 有 通过 反馈 信息 才能 实现 控制 ;没有 反馈 信息 的 
系统 就 不 能 实行 控制 . 

解 题 应 是 一 个 可 控制 系统 ,为 了 有 效 地 实行 控制 ,必须 要 有 信息 
的 反馈 . 解 题 反馈 是 数学 解 题 必 不 可 少 的 环节 .从 人 类 认识 活动 的 角 
度 看 ,每 一 个 人 的 完整 活动 都 有 定向 ,行动 .反馈 三 个 环节 组 成 ,没有 
反馈 环节 是 不 完整 的 . 在 波 利 亚 的 解 题 表 中 非常 重视 根据 反馈 信息 
作出 相应 的 调整 ,特别 地 ,还 把 “回顾 "作为 一 个 阶段 .- 

解 题 的 反馈 包括 解 题 中 的 反馈 和 解 题 后 的 反馈 . 例 2- 16 的 分 
析 处 理 对 这 两 种 反馈 都 有 体现 ， 

1. 解 题 中 的 反馈 

因为 我 们 的 解 题 并 不 总 是 一 帆 风 硕 的 ,一 个 思路 在 执行 中 会 发 
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现 有 的 环节 行 不 道 ,这 一 信息 就 指令 我 们 修订 方案 ,再 执行 .再 修订 ， 
ee 直到 成 功 或 失去 思路 ,这 就 是 解 题 中 的 信息 反馈 过 程 

解 题 中 的 反馈 通常 称 为 负 反 馈 . 如果 我 们 把 系统 的 现状 与 系统 
运动 要 达到 的 目标 之 间 的 差异 称 为 目标 差 , 那 么 负 反 馈 的 本 质 就 在 
于 设计 一 个 目标 差 不 断 减少 的 过 程 , 即 通 过 系统 不 断 地 控制 后 果 与 
目标 作 比 较 ,使 得 自 标 差 在 -- 次 又 一 次 的 控制 中 慢 慢 减 少 ,最 后 达到 
解 题 的 目的 .这 就 要 求 我 们 注意 以 下 各 点 : 

(1) 通过 题目 中 所 出 现 的 元 素 .元 素 间 所 进行 的 运算 ,元 素 间 所 
存在 的 关系 及 其 所 组 成 的 结构 去 找 差异 . 

(2) 系统 一旦 出 现 目标 差 , 便 立即 作出 某 种 减少 目标 差 的 反应 . 

(3) 减少 目标 差 的 调节 要 一 次 又 一 次 地 发 挥 作用 ,使 得 对 目标 
差 的 减少 能 积累 起 来 ,渐次 逼近 ,直至 消除 . 

我 们 经 常 看 到 一 些 同学 , 拿 着 题目 一 筹 莫 展 , 找 不 到 解 题 的 突破 
口 , 连 下 手 的 地 方 都 没有 ,这 在 很 大 程度 上 是 不 会 找 目 标 差 , 或 见 到 
日 标 差 却 不 能 作出 反应 .还 有 的 同学 常 在 成 功 的 思路 上 受阻 ,其 原因 
是 不 善于 把 目标 差 的 逼近 积累 起 来 .在 例 2-16 中 ,我 们 已 经 见 过 目 
标 差 的 分 析 ,在 例 1-12. 例 1-13,. 例 1-14 中 ,我 们 亦 见 过 因 不善 
于 积累 目标 差 而 放弃 了 一 个 本 可 成 功 的 思路 . 

例 4-7 已 知 关于 x 的 实 系数 二 次 方程 zr?+ar+6=0 有 两 
个 实数 根 a,B. 证 明 : 如 果 |a|<2,|B8|<2, 那 么 2lal<4+6b 有 16| 
<4. 

[1993 年 数学 高 考 理科 (29) 题 第 ( [ ) 问 ] 

讲解 ”我 们 来 找 目 标 差 . 

(1) 最 显著 的 目标 差 是 ,条 件 出 现 字母 ,8, 结 论 出 现 完 全 不 同 
的 字母 a,b. 对 此 立即 作出 反应 ,就 是 找 “ 根 与 系数 ”的 关系 ,有 


lat+B= ~a, 中 
la8= 6; © 
或 rT tarth=(r-a)(r-p) 


及 求 根 公 式 
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一 @ +V az2-46 


ap= 3 
等 . 
(2) 这 时 结论 就 变 为 
f2la + Bl<4+0p, (全 
lgl<4. 四 
其 中 四 式 可 由 已 知 条 件 直 接 得 出 ,问题 转化 为 集中 解决 号 式 (目标 差 
已 经 减少 ). 


(3) 这 时 式 @@ 与 条 件 的 目标 差 主 要 有 两 个 . 

1) 条 件 中 的 a ,8 是 单独 存在 的 ,而 结论 中 的 a,B 集 中 在 -- 个 
式 子 里 ; 

2) 条 件 中 的 ,8 以 一 次 方 的 形式 出 现 ,结论 则 对 条 件 进行 组 
合 , 出 现 a8 项 . 

问题 是 ,绝对 值 怎么 处 理 ? 

(4) 立即 作出 反应 ,或 讨论 a + B 宇 0,a + Bp<0 两 种 情况 ,或 平 
方 将 条 件 与 结论 沟通 . 比如 ,将 @ 式 平方 后 作 差 

(4+aB)*-[2(a+B)]=(4~a’)(4- pr),， 加 

即 (4+6)-4a2=(4-o2)(4-B2). © 

至 此 ,我 们 已 经 建立 起 了 a,pP 与 a,b 的 直接 联系 ,整个 思路 就 
沟通 了 .这 是 一 个 不 断 反 应 .连续 积累 的 过 程 ,这 是 一 个 有 目的 的 定 
向 调控 和 有 价值 的 渐次 逼近 过 程 . 本 题 将 在 例 4 一 32(P.205) 中 换 -- 
个 角度 继续 俩 究 . 

例 4-8 一 个 国际 社团 成 员 来 自 6 个 国家 ,共有 成 员 1978 人 ， 
用 1,2,3,…,1977,1978 编号 .请 证 明 该 团 至 少 有 一 个 成 员 的 顺序 号 
数 与 他 的 两 个 同胞 的 顺序 号 数 之 和 相等 ,或 是 一 个 同胞 的 顺序 号 数 
的 两 倍 . 
LIMO2 -5j 

分 析 本 题 的 背景 是 图 论 中 的 许 尔 (Schur) 定 理 ,直接 求解 主要 
困难 有 : 
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(1) 不 知道 哪些 编号 属于 哪个 国家 ; 

(2) 大 数量 的 总 体 中 找 小 数量 的 特殊 元 素 . 

解决 第 (1) 个 困难 可 设 字母 代替 ,解决 第 (2) 个 困难 可 逐步 缩小 
搜索 范围 ,一 次 又 次 的 用 字母 代替 ,一 圈 又 一 圈 的 收缩 范围 ,终于 
可 以 断定 存在 由 同一 国家 成 员 编 号 组 成 的 集合 

SC11,2,3,…,1978|, (1<i<6) 
使 得 在 S; 上 ,方程 x + y= x 有 解 . 
在 具体 证 明 中 ,可 转 而 证 方程 
之 之 一 yy 
在 某 一 S; 上 有 解 . 

证 明 6 个 国家 共有 成 员 1978 人 , 据 抽 屠 原理 (1978 =6x329 
+4) 知 ,至 少 有 330 人 属于 同一 国家 A1, 记 它们 的 编号 为 ci,a>， 
a33%0; 且 aliKaz<…<a3sag, 由 它们 可 组 成 329 个 正 整数 差 : 

CQ2 4Q1 023 241 Q330 一 21. 
如 果 其 中 有 一 个 关 a; - ai= oj 属于 A1 国 , 则 a;=al+aj( 当 aj=al 
时 ,ci;=2cai) 
命题 成 立 . 

如 果 它 们 都 不 属于 A1 国 , 则 这 329 个 差 就 是 其 余 5 国 成 员 的 
编号 .根据 抽 屠 原理 (329=5x65+4) ,其 中 至 少 有 66 个 编号 属于 同 
一 个 国家 A;,, 记 它们 为 61,52,…,b66, 且 和 <pb<…<b66, 可 组 成 
65 个 正 整数 差 ; 

b2—b1,b3— 61,°…,b66— bi. 
如 果 其 中 有 一 个 差 5,; -bi 属于 Ai 国 或 A; 国 , 则 有 

(1) 6b; 一 6b1=a;€ Ai, 即 存在 

bi=a’i~ala EAI， 
bi=a’l—~ai,a 1€ Ai, 
使 (a'i-a1)-(a1-al)=a;, 
得 a'i=a’it+aj,( 当 a'l=aj 时 ,a';=2a;). 
命题 成 立 . 
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(2) b; -61=6b;€ A;, 则 
b;=b1+6;,( 当 bi1=b 时,b;=261). 
命题 成 立 . 

如 果 65 个 正 整 数 差 都 不 属于 A, 国 和 A, 国 , 则 这 65 个 差 就 是 
其 余 4 国 成 员 的 编号 ,又 由 抽 居 原理 (65=4Xx16+1) 知 ,其 中 侍 少 有 
17 个 编号 属于 全 -国家 A3, 记 它们 为 cj,c2,… cy, 且 ciIKc<… 
<cv, 可 组 成 16 个 正 整数 差 : 

C2 一 C15C03 一 CC17 一 Cl1， 

同 理 , 若 其 中 有 一 个 差 属 于 A| 国 或 A, 国 或 A; 国 , 则 命题 成 
立 .否则 16 个 正 整数 差 就 是 其 余 三 国 的 编号 ,其 中 必 存 在 6. 个 编号 
属于 同一 国家 A4, 记 它们 为 di,dz,*…,de, 且 di<dy<<…<<de, 可 
组 成 5 个 正 整 数 差 : 

ds di,d3-— di,*,de—di. 

同 理 ,车 其 中 有 一 个 差 属于 Ai 国 或 A; 国 或 As 国 或 As4 国 , 则 
命题 成 立 , 否 则 这 5 个 正 整 数 差 就 是 其 余 两 国 成 员 的 编号 ,其 中 必 存 
在 3 个 编号 属于 同一 国家 As, 记 它们 为 ei ,e2,e3, 征 eliKez<e3, 可 
组 成 两 个 正 整数 差 : 

€2 Cl;€63— €1: 

如 果 其 中 有 一 个 差 属 于 A1,A;,A;3,A4,A;s 国之 一 , 则 命题 成 
立 . 否则 这 两 个 差 就 是 A6 国 成 员 的 编号 , 记 它 们 为 fi, fo, 且 请 < 
户 ,那么 

fa-fi 
就 是 一 个 不 超过 1978 的 正 整数 ,无 论 它 是 那个 国家 的 成 员 编 号 , 命 
题 都 成 立 . 口 

易 见 ,整个 解 题 过 程 就 是 根据 反馈 实施 调节 ,并 连续 积累 目标 差 
的 过 程 . 

2. 解 题 后 的 反馈 

反馈 原理 对 于 解 题 的 指导 作用 ,不 仅 表现 为 解 题 中 对 目标 差 的 调 
节 , 而 且 表 现 为 解 题 后 对 数学 命题 的 重新 认识 和 对 解 题 方法 的 评价 . 
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(1) 数学 命题 的 重新 认识 包括 : 

1) 解法 正确 吗 ? 对 问题 的 答案 和 解 题 过 程 进行 有 效 的 检验 是 
解 题 的 -个 重要 环节 , 它 不 仅 能 提高 解 题 的 正确 性 ,而 且 还 有 助 于 活 
路 我 们 的 思维 活动 ,增强 我 们 思维 的 批判 性 . 

2) 对 条 件 和 结论 中 作 过 适当 讨论 没有 ? 

3) 探索 题目 的 背景 ,对 结论 特殊 化 .一般 化 等 . 

(2) 解 题 方法 的 评价 主要 是 探求 方法 的 实质 ,追求 解法 的 优化 
等 ,许多 数学 家 认为 :追求 方法 的 简捷 和 优美 是 过 去 与 现在 所 有 数学 
家 数学 思想 的 特点 ,也 是 所 有 数学 优秀 生 的 非常 典型 的 特征 .个 

1) 题目 中 本 身 有 什么 特点 ? 解 题 中 是 怎样 利用 这 些 特点 找到 
解 题 突 破 口 或 成 功 思 路 的 ? 教训 是 什么 ? 

2) 解 题 中 应 用 了 哪些 知识 与 方法 ? 其 中 关键 在 哪里 ? 画 一 张 
结构 框图 . 

.3) 是 否 还 有 别 的 方法 ?” 更 一 般 的 方法 ? 更 特殊 的 方法 ? 沟通 
其 他 学 科 的 方法 ?更 简单 的 方法 ,更 多 的 方法 ? 

4) 方法 本 身 对 已 知 数据 或 已 知 关系 的 依赖 是 本 质 的 还 是 非 本 
质 的 ”同样 的 方法 是 否 能 立即 作出 推广 ? 实质 性 的 推广 需 对 方法 作 
怎样 的 改变 或 创新 ? 

5) 提炼 对 今后 解 题 有 指导 意义 的 方法 论 价值 ,逐步 积累 搜集 信 
息 ,分 析 信 息 、 加 工 信 息 、 应 用 信息 的 能 力 . 

例 4-9 已 知 a 关 6b 是 方程 x? 一 4r+1=0 的 两 个 根 ,不 解 方 


程 求 一 一 + 的 值 . 


a+l b+t+l 
分 析 ” 先 整理 求 值 式 
1 1 _ (a+6)+2 


atl' b+1 abt+(latb) tl 
可 见 , 只 和 需求 出 (a +45),ab 的 值 .这 由 韦 达 定理 可 以 完成 . 


解 ” 由 韦 达 定理 ,有 


人 克 鲁 捷 茨 基 . 中 小 学 数学 能 力 心理 学 .上 海 教育 出 版 社 , 已 .347. 
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lia+6b=4, 二 

(lab=1; 1 

、 _1 1 (a+b)+2 人 
代入 ,得 atl orl ab+(a+pb)tl 这 
4+2 站 人 

= 口 Gh 


解 后 回顾 ”仔细 阅读 从 分 析 到 求解 的 全 过 程 ,我 们 看 到 分 析 是 
正确 的 ,求解 也 是 正确 的 . 画 出 框图 : 


条 件 “方程 rz -4ur1 0 a.6 为 根 
L 


a+b:4d lab=1 


、 1 1 (utb)+2 
Hptl ab+t(arp)+l ! 
图 4-3 


也 未 发 现 有 多 余 的 思维 回路 . 

但 是 ,我 们 别 忘 了 , 解 题 前 的 分 析 是 在 思路 未 明朗 .结论 未 得 出 
的 情况 下 进行 的 (如 同 在 黑 房 间 里 摸索 ); 而 解 题 后 的 回顾 是 在 四 路 
已 明朗 .结论 已 得 出 的 情况 下 进行 的 (如 同 拉 开 了 房间 的 电灯 ), 后 者 
比 前 者 多 了 很 多 信息 ,其 中 “结论 也 是 已 知 信息 ”. 由 结论 知 


《ar+b)+2 _] 个 
abt(lato)jtl © 
即 (a+6)+2=ab+(a+6)+1, 
即 ab=1. 


这 就 表明 , 求 出 e+8=4 是 多 余 的 , 回 过 头 来 看 人 式 也 会 发 现 ， 
不 需要 求 出 c+ w 的 值 也 能 分 子 分 母 同时 约 去 ， 
解法 2 由 韦 达 定理 有 
ab=1, 
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1 ,1 ab ,1 


代入 得 at+ltb+1l atab b+l 
bl 一 
= 六 1 HT 

因 1 1 at+b+2 

-十 = 

或 at+l b+1l co+a+po+l 


_ a+b+2 _ 
Tratp+i™ 10D 


我 们 认为 ,对 于 初中 学 生来 说 ,这 道 题 目的 解 题 教学 应 该 包括 从 
原 解法 到 解法 2 的 全 过 程 ,只 讲 原 解法 姨 观 点 不 高 又 包含 “ 解 题 笨 
拙 ”; 只 讲解 法 2, 会 陷入“ 题目 这 样 解 ” 的 泥潭 ,在 弄 不 清 “ 思 路 人 怎么 
来 ”的 “ 玄 法 ”面前 ,学 生 反 而 连 基本 方法 都 掌握 不 了 . 

例 4-10 车 0<a,b,c,d<1, 证 明 

(1-a)(1-6)(i-c)(1-d)>1-a-b-c-d. © 
讲解 ”这 道 题目 的 目标 差 主 要 有 了 两 个 : 

(1) 单个 字母 的 不 等 关系 与 多 项 式 间 的 不 等 关系 之 间 的 差异 . 

条 件 是 : 0<Ca<1,0<p<1,0<c<1;,0<d<1, 或 

0<1-4a<1,0<1-6<1,0<1-c<1,0<1-4d<1; 

结论 是 : (1 -a)(1-65)(1~-c)(1-4d) 与 1~a-b-c-d 之 间 
的 不 等 关系 . 

为 了 消除 这 个 差异 ,应 该 对 已 知 条 件 加 以 组 合 ( 相 乘 . 相 加 等 
运算 ). 

(2) 求证 不 等 式 左右 两 边 结构 上 的 差异 . 

左边 是 : 四 次 式 且 取 乘积 的 形式 ; 

右边 是 : 一 次 式 ,表示 为 代数 和 的 形式 (一 次 五 项 式 ). 

为 了 消除 积 与 和 之 间 的 差异 ,可 以 将 不 等 式 左边 展开 ,转化 为 证 
不 等 式 


ab+actad+bc+bd+cd 


”由 此 例 我 们 编 拟 了 1996 年 全 国 初中 数学 联赛 第 一 (1) 题 , 见 例 7-71. 
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~ abc — abd — acd -pcad + abcd >0. (全 

比较 中 .名 两 式 ,目标 差 到 底 是 扩大 了 还 是 缩小 了 呢 ?” 我 们 见 
到 ,有 的 书刊 不 看 问题 的 实质 ,只 见 名 的 项 数 很 多 , 便 轻率 断言 “这 显 
然 是 麻烦 的 ”其实 ,此 时 的 目标 差 很 明确 ,就 是 用 人 中 左边 的 7 个 正 
项 去 抵消 4 个 负 项 . 把 已 知 条 件 用 上 去 ,这 是 很 容易 做 到 的 . 式 @@ 等 
价 于 

ab(l-c)tad(l-6)+ac(l~-d)+6c(1-4a) 
+ bd + cd + abed >0. (0D 

所 以 ,这 是 一 个 可 行 的 思路 ( 例 1 - 12). 

解 后 研究 上 述 思路 虽 可 行 , 俱 欠 佳 , 当 字母 不 多 (2 个 ,3 个 ,4 
个 ) 时 它 可 行 , 而 当 字母 大 量 增加 时 ,局限 性 就 暴露 了 .那么 ,问题 在 
娜 里 呢 ? 我 们 注意 到 两 条 ， 

(1) 将 式 中 变 为 @ 式 时 , 原 结构 上 的 简单 和 谐 被 打破 了 , 原 结构 
上 便于 递 推 的 规律 性 或 优越 性 被 淹没 了 . 

(2) 式 避 的 成 立 ,在 于 利用 了 11-5,1-c,1 一 4d 为 正 数 的 性 质 
U-b>01i-c>01-d>0), 它 们 都 小 于 1 的 功能 未 体现 出 来 
(1-p<1,1-c<11-d<1), 并 且 au<1 的 条 件 没有 用 到 .这 - 方 
面 说 明 有 这 样 的 命题 :车 a >0,0<b,c,d<1, 则 

(1~a)(1-6)(1 -ec)(1l -4d)>1-a-b-e-d. 
男方 面 也 启示 ,保留 原 条 件 , 用 上 更 多 的 性 质 也 许 会 找到 更 加 和 谐 的 
解法 . 

为 了 沟通 “乘积 四 次 式 " 与 “一 次 五 项 式 " 的 联系 ,我 们 把 左边 化 

为 五 项 式 的 代数 和 
(1~-a)(1-6)(1-c)(1-a) 
=(1-a)(1-6)(1-c)-d(l1-a)(1-6)(1-e) 
=(1-a)(1~6) -ce(l-a)(l-6)-d(1-a)(l1-6)(1-ce) 
=1-a-b(l-a)-c(l-a)(l-6)-ad(1-a)(l1-6)(1-.e). 
然后 ,再 缩小 得 出 不 等 式 , 只 需 注意 到 

0<1-a<1， 
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0<(1-a)(1 -po)<1， 
0<(1-a)(L-p)1-c)<1， 
便 立 即 得 出 所 求 ,而 且 可 以 推广 ,对 0<a<1i, 有 
(1-ai1L 一 az2) 1 一 an) 
=1 一 ai 
~as(1l—al) 
—a3(1— a1)(l~a,) 
—a(l—-ai)(l—a)…(l1—-a,-1) 
>1-al-a™" -a,. 
这 个 解法 实质 上 是 分 两 步 消 除 不 等 式 左 右 两 边 的 目标 差 : 
(1) 消除 项 数 上 的 目标 差 ,使 得 与 右边 的 项 数 保 持 一 致 . 
(2) 消除 指数 上 的 目标 差 , 缩 小, 变 等 式 为 不 等 式 . 
上 述 结构 ,n 号 命题 与 n -1 号 命题 存在 着 明显 的 相似 性 ,也 极 
易 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 


4-1-S$ 有 序 原理 与 解 题 


凡 有 信息 交换 信息 转 输 的 系统 ,必定 有 信息 的 流向 问题 ,有 流 
动 的 先后 次 序 问 题 ;系统 的 结构 ,也 反映 了 要 素 之 间 有 时 间 上 或 空间 
位 置 上 的 差异 ,表现 为 有 序 结构 . 

一 般 地 ,如 果 -- 个 系统 的 性 质 ,结构 和 功能 是 由 简单 向 复杂 .由 
低级 向 高 级 的 方向 发 展 , 则 称 为 有 序 . 否则 称 为 无 序 或 混沌 . 

有 序 原理 认为 ,任何 系统 只 有 开放 ,与 外 界 有 信息 交换 才能 有 
序 . 与 外 界 无 信息 交换 的 封闭 系统 要 使 之 有 序 是 不 可 能 的 , 随 着 过 程 

在 解 题 这 个 系统 中 ,深刻 理解 题 意 为 有 序 , 解 题目 标 差 减 少 为 有 
序 , 思 路 条 理化 (如 由 浅 入 深 、 由 简单 到 复杂 、 由 具体 到 抽象 .由 特殊 
到 - 般 等 ) 为 有 序 ,解法 灵活 变通 为 有 序 ,能 沟通 各 单元 ,各 学 科 之 间 
的 联系 为 有 序 
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解 题 思考 的 作用 在 于 使 大 脑 有 关 部 分 的 信息 联系 起 来 ,组 成 新 
的 结构 , 即 更 为 有 序 . 思 考 过 程 就 是 大 脑 内 部 各 个 子 系统 交换 信息 的 
过 程 ,就 是 有 序 的 过 程 . C 
例 4-11 在 RtAABC 中 ， 
CM 是 斜 边 AB 上 的 中 线 ,车 
4C,CM, BC 顺 次 成 等 比 数 列 ， 
求人 CMEB 的 度数 由 (图 4-4) 4 M P 
讲解 ”在 解 题 的 开头 ,从 理 图 4_4 
解 题 意 中 获取 信息 ,从 记忆 储存 
中 提取 信息 ,并 进行 简单 的 加 工 , 可 得 出 --- 系 列 的 信息 单元 : 


记忆 储存 : 色 上 股 定理 


一 一 -EEC 0 
必 3 
记忆 储 站 -说 衣 二 光 霄 数 定义 
F 二 AC = ABeos 4 
- A\ TFI f 
作 Rt ABC 网 本 加 
图 4-6 
记忆 储存 : 百 角 角形 中 , 色 边 上 的 | 
中 线 等 于 科 边 的 -- 半 
CW 为 斜 边 4B 
二 的 中 线 © 


”以 此 题 为 背景 我 们 编 拟 了 1995 年 初中 联赛 填空 第 (4) 题 . 
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记忆 储存 : 等 比 中 项 性 质 


AC, CM, BC 成 
等 比 数列 


CiP = AC. BC 


记忆 储存 : 外 角 定 理 
LCMB= 4 MAC+ L MCA 
4MC 中 


A 4HC 中 


MC + MB? - BO 


人 = 一 一 一 一 一 一 一 
A CMB 中 coSCL CMB HC MA 


图 4- 10 


记忆 储存 : 面积 公式 


Sa cw = 二 = CM MBsinL CMB 


图 4 一 11 
还 可 以 列 出 一 些 信息 ,它们 开始 是 孤立 的 、 零 散 的 ,杂乱 的 ,经 过 
进一步 思考 ,判断 哪些 是 有 用 的 ,哪些 是 暂时 用 不 着 的 ;考虑 将 有 用 
的 信息 应 按 怎样 的 先后 顺序 加 以 串联 和 组 织 才 能 构成 解决 本 问题 的 
合理 结构 ,从 而 走向 有 序 .其 中 一 个 方案 是 取 @、@、@、@. 由 
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(#48) = CM? (由 @) 
= AC.BC (由 办) 
二 4PBcos4'4BsinA (由 人 @) 
= AB?sin2A ( 倍 角 公式 ) 


2 


= 二 AB?sin LCMB， (由 人 加) 


得 sinLCMB=,(0< LCMB<n) 


有 一 CVMB= 或 人 口 

这 样 ,当初 分 散 的 代数 信息 .几何 信息 .三角 信息 就 根据 解 题 的 
最 终 目标 而 组 成 一 个 和 谐 的 结构 ,从 而 走向 有 序 . 

对 这 个 有 序 化 过 程 进行 回顾 可 以 看 到 ,为 了 出 现 人 CMB ,首先 
出 现 2A ,为 了 出 现 2A ,用 到 倍 角 公式 .但 是 ,如 果 对 


CM?= AC:BC 
直接 用 面积 公式 , 便 可 出 现 人 CMB ,从 而 简化 解 题 过 程 , 取 @、@ ,四 
等 ,由 NM 为 中 点 得 
CM = BM, 
且 2SAam= Saage, 
有 2 二 CMzsinZCMB = 方 "AC: BC， 


把 CM2= AC:BC 代入 ,得 
sinLCMB = 十 ,(0< 人 CMB<n) 
有 /CMVB= 于 或 了. 口 
其 信息 过 程 如 下 ,简捷 而 流畅 . 
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AT BA1 
[CAI 为 料 过 
IAB Wl 2Sa0uB Le CAME . rm 1 | 
= Soa ACBC | ne COME > 
ACLCM BC a | 5 
四 Go 


成 窜 比 中 项 | 


图 4-12 


例 4-12 设 4,B,C 是 入 ABC 的 三 个 内 角 , 且 
11 sinA cos4| 
1 snB cosB 
11 sinC cosC 
求证 全 ABC 是 等 腰 三 角形 . 
讲解 ”按照 有 序 原理 ,我 们 打破 纯 行列 式 计算 或 纯 三 角 计 算 的 
界限 ,开放 联想 ,与 解析 几何 沟通 .首先 ,已 知 条 件 给 我 们 的 信息 是 
PlsinA ,cosA )， 
Q (sinB ,cosB )， 
R (sinC ,cosC), 
三 点 共 线 ;其 次 ,我 们 从 P,Q,R 又 再 生出 信息 :已 ,Q,R 部 是 单位 
圆 上 的 点 ;最 后 ,我们 从 
记忆 储存 中 提取 信息 :直线 与 圆 最 多 有 两 个 交点 ,于 是 得 P,Q,RR 
中 至 少 有 两 点 重合 ， 


三 0， 


[sinA = sinB, 
cosA = cosB; 
sinA = sinC,， 


cosA = cosC， 


中 ” 罗 增 颂 . 利用 单位 图 证 明 三 角 条 件 等 式 .中 学 数学 研究 ,1983,1,P.20， 
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lsinB =sinC， 
或 lcosB = cosC. 
”上 再 从 题目 中 获取 信息 
0O<A,B,C<x, 


A=B 或 A=C 或 B=C. 
无 论 那 种 情况 ,人 ABC 均 为 等 腰 三 角形 . 口 
解 题 的 信息 过 程 如 下 (图 4-13), 其 中 最 关键 的 是 "构造 单位 贺 
上 的 三 个 点 P,Q ,R” ,此 招 一 出 ,其余 步 又 只 不 过 是 例 行 差 事 . 
| 从 理解 额 意 中 袖 近 有 有 用 的 信息 | 


| | 


| [行列 式 的 | 
值 为 零 甲 形 的 内 外 


满足 z+ y=1| 
的 点 在 单位 加 上 | 
一 蕊 点 共 线 的 条 件 
_ 国 爱 最 和 有 全 
[两 个 交点 

_ 人 天 
一 | 等 角 对 等 边 一 -一 一 [EC 为 毒性 角形 


池 玉 和 六 六 愉 第 甘 逢 该 慷 本 于 一 一 


| 竺 4 一 

例 4- 13 已 知 三 楼 锥 -ABC, 顶 点 P 在 底面 内 的 投影 是 

AABC 的 垂 心 ,PB = PC ,BC =2, 侧 面 PBC 与 底面 所 成 的 一 面 角 
的 度数 为 60" . 求 三 棱锥 已 - ABC 的 体积 (图 4- 14). 
讲解 作 POJ」 面 ABC, 由 棱锥 的 体积 公式 ,有 


V = 地 Saapc* PO 


= .1.Bc.AD. 
=3°7°BC:AD:PO 
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一 工 . AD 门 ， 
=3 4D'PO. 


由 此 ,产生 一 个 思路 ,分别 
求 出 AD , PO .但 这 是 无 序 的 ， 
因为 已 知 条 件 只 确定 了 己 在 
BC 的 垂直 平分 线 MD 上 , 却 
未 确定 P 的 具体 位 置 ,因而 ~ 
PO 不 是 定 值 . 同样 ,已 知 条 件 4 
只 能 确定 AD 是 BC 的 垂直 平 


分 线 ,但 不 能 确定 高 线 AD 的 B 

长 ,4D 也 不 是 定 值 .问题 在 于 图 4 一 14 

PO 与 AD 之 间 存 在 反比 例 关系 ,其 乘积 
AD:PO=Y3 


是 常数 .因而 , 求 乘积 AD. PO 以 确定 体积 才 是 有 序 的 .作为 探索 ， 
可 取 A 为 O, 则 全 ABC 为 等 腰 三 角形 ,4AB =V2,AD=1,PO=Y3， 


v= 地 AD.PO= 号 . 
其 一 般 性 的 解法 如 下 . 
解 记 O 〇 为 等 腰 公 ABC 的 垂 
心 ,如 图 4-15, 连 AO 交 BC 于 丫 ， A 
则 AD 是 BC 的 垂直 平分 线 . \ 
OD | BC. 
又 POD 上 平面 ABC , 连 PD, 则 
PD | BC. 
从 而 人 PDO 就 是 侧面 PBC 与 底面 B LN C 
ABC 所 成 二 面 角 的 平面 角 . 图 4_15 
LPDO=60", 
PO=v30OD. 


又 在 等 腰 人 ABC 中 , 记 a= 会 , 则 人 OBD =a, 有 
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OD = BDtana = BCtana ， 
AD = DCeota = BCeota; 
相 乘 AD:OD= 卫 BC2=1， 


得 V= 杞 Saaac'PO 
1 


=3AD:PO 


= 半 4D3OD 
-号 4D:OD 


-3 
= 字 . 口 


4-1-6 整体 原理 与 解 题 


任何 系统 都 是 有 结构 的 ,组 成 系统 的 各 要 素 互 相关 联 、 互 相 制 
约 , 形 成 一 个 整体 .我 们 看 问题 ,不 要 离开 系统 去 孤立 考察 某 一 要 来 ，; 
同时 ,系统 也 不 是 孤立 的 , 它 与 环境 有 密切 的 联系 ,应 把 系统 置 于 环 
境 之 中 去 考察 .整体 原理 认为 :系统 整体 的 功能 不 等 于 各 部 分 功能 
之 和 . 

FEE = 2 部 十 忆 联 

就 是 说 ,整体 功能 等 于 各 部 分 功能 之 和 再 加 上 各 部 分 相互 联系 形成 
结构 产生 的 功能 . 若 系统 的 结构 优化 , 则 天 发 >0, 系 统 的 整体 功能 就 
大 于 各 部 分 功能 之 和 ; 若 系统 的 结构 劣化 , 则 E 联 <0, 系统 的 整体 功 
能 就 小 于 各 部 分 功能 之 和 . 

任何 一 道 数学 题 都 是 有 结构 的 ,整体 原理 要 求 我 们 从 整体 结构 
上 去 全 面 理解 题 意 ,从 动态 分 析 中 去 寻找 总 体 思路 . 

例 4-14 甲乙 两 人 分 别 从 A,B 两 地 同时 出 发 相向 而 行 ,两 
人 相遇 在 离 A 地 10 千 米 处 ,相遇 后 ,两 人 速度 不 变 ,继续 前 进 ,分 别 
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间 的 距离 . 
讲解 设 A,B 的 距离 为 x 千 米 , 甲 的 速度 为 vi, 乙 的 速度 为 
v2, 那 么 题目 两 次 表述 的 条 件 可 列 成 方程 (时 间 为 等 量 关 系 ) 


10_ zr-10 
Ul v2 ” 

QU 
Z+3_ 2 一 3 由 
Ul U2 


问题 归结 为 解 这 个 方程 组 .这 是 从 两 个 局 部 分 别 看 问题 . 芳 整 体 去 看 
呢 ? 我 们 有 这 样 的 认识 (如 图 4-16): 
(1) 第 一 次 相遇 ,甲乙 共同 走 了 一 个 全 程 , 甲 走 了 10 千 米 . 
(2) 第 二 次 相遇 , 甲 、 乙 共同 走 了 三 个 全 程 ,一 方面 申 走 了 10x3 
二 30 千 米 ; 另 方面 甲 走 了 x +3 千 米 , 有 方程 
r+3=3x10, 
得 x=27( 千 米 ). 
两 相 比 较 , 当然 是 
后 者 对 整体 结构 的 揭示 
更 深刻 .更 本 质 .但 是 前 
者 也 可 以 通过 认识 的 深 
化 而 接近 问题 的 本 质 . 
将 中 中 的 两 方程 相 除 ， 
并 运用 等 比 定理 ,有 
Z+3_ 2 一 3 等 比 3z _ 
10 xz-10 Ti 
亦 得 r+3=30. 
在 这 里 ,运算 代替 了 分 析 . 所 以 说 ,运算 是 机 械 化 的 推理 . 
例 4-15 某 水 池 装 有 编号 为 1,2,3,…,9 的 9 个 进出 口水 管 ， 


3， 
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有 的 只 进 水 ,有 的 只 出 水 .已 知 所 开 的 水 管 号 与 水 池 灌 满 时 间 如 


下 表 9， 
| |! 1,2 | 2,3 4,5 es 攻 加 
2 | 4 | 8 |16 | 3 | 6 |14|248 | 496 

个 水 管 -- 齐 开 , 水 池 多 少 小 时 灌 满 ? 
并 和 设 第 & 号 水 管 灌 满 水 池 的 时 间 为 zs 小 时 , 当 & 号 水 管 只 

出 水 时 ,其 灌 满 水 池 的 时 间 为 负数 . 依 题 意 有 9 元 方程 

1 ,1.1 


zo ri 496. 
1 83 1_16561 41 13 1 
如 果 分 别 解 出 6 


72 1 111 SS1 2 1 
496'zr6 62'z7 3l1zg 124’zxo -#6 然后 青 求 
1 - 
一 … 一 2. 口 QD) 
IT 
之 1 X22 To 


这 将 不 胜 其 繁 . 注意 到 式 中 中 的 分 母 可 由 9 个 方程 直接 相 加 得 
出 , 即 


1 1 1，、1 1 1 
-一 十 一 十 …' 十 一 sa. 二 2 
2 2 | 2+4++Aj6l © 


其 中 用 到 496 为 完全 数 的 性 质 .进而 有 
@ 本 例 系 笔者 为 1989 年 初中 联赛 提供 的 候选 试题 ,后 来 被 改编 为 第 
(5) 题 .见习 题 六 第 63(18) 题 . 
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Xl 2 Xo 
这 种 考虑 与 着 眼 于 局 部 ( 求 出 x1,x2,… ,xo) 相 反 , 抓 住 题目 的 
整体 结构 ,直接 瞄准 最 终 目 标 . 其实, 按照 这 种 思考 , 设 未 知 数 也 是 多 
余 的 . 
解 考虑 所 有 水 管 的 两 倍 一 齐 开 1 小 时 可 灌 满 全 池 的 几 分 之 
几 . 求 和 


1 1 .1 - 
2 本 06 


这 表明 ,恰好 把 水 池 灌 满 .因为 9 个 水 管 的 两 倍 1 小 时 可 灌 满 水 池 ， 
所 以 9 个 水 管 一 齐 开 ,2 小 时 灌 满 . 口 

例 4-16 三 个 12 cm x 12 cm 的 正方 形 都 被 连接 两 条 邻 边 的 
中 点 的 直线 分 成 A,B 两 片 ,如 图 4 一 17(1) 所 示 , 把 这 6 片 粘 在 一 个 
正六 边 形 的 外 面 ,如 图 4 一 17(2) 所 示 . 然后 折 成 多 面体 (如 图 4 - 
18), 求 这 个 多 面体 的 体积 (单位 cmm ). 
[美国 数学 邀请 赛 第 三 届 第 15 题 ] 


图 4-17 


解法 1 如 图 4-18, 将 立体 图 形 分 割 为 一 个 正六 棱锥 S - 
ABCDEF 与 3 个 三 棱锥 S- P4B,S-QCcD,S-REF 之 和 .可 以 算 


出 Vo= 训 3，V3= 夫 a3( 其 中 a 二 12cm), 得 
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图 4-18 图 4- 19 
V= 上 ca+3x24a3= 了 03=864(cm). 口 


解法 2 将 立体 图 形 补充 成 一 个 正方 体 ,如 图 4- 19, 则 所 求 积 
的 几何 体 是 正方 体 的 半 ,V = 让 a3= 广 X123=864(em?). Do 


解法 1 是 分 割 , 由 部 分 求 整体 ;解法 2 是 补充 ,由 整体 求 部 分 .就 
本 例 而 言 ,整体 处 理 明显 优 于 分 割 处 理 , 这 也 是 基本 图 形 的 思想 ( 见 
$6-2-1). 


4-1-7 系统 与 要 素 


系统 是 处 在 一 定 相互 联系 中 ,与 环境 发 生 关系 的 各 个 组 成 部 分 
的 整体 ,组 成 系统 的 各 个 单元 .因子 ,部 分 , 即 为 要 素 . 视 一 道 数 学 题 
为 系统 时 ,组 成 这 道 题 的 各 个 部 分 就 是 要 素 . 比如 ,函数 


f(x)=arctanr + Tarcsinz ， 人 中 


2 
为 一 个 系统 ,而 
yi=arctanr€ 人 -各 ,至 ),zER， 


= yarsinzE[- 于 ,至 ),zEc[-11 


@ 此 解法 来 自 当 年 上 海 向 明 中 学 的 学 生 吴 思 卑 . 
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便 是 两 个 要 素 . 

系统 与 要 素 是 对 立 的 统一 .系统 包括 要 素 ,要 素 组 成 系统 ,两 者 
是 有 区 别 的 ,同时 又 是 互相 依存 的 ,没有 要 素 就 没有 系统 ,没有 系统 
就 没有 要 素 ,孤立 的 系统 或 孤立 的 要 素 都 是 不 存在 的 . 

当 我 们 欲求 出 中 函数 f(x) 的 值 域 时 ( 即 1989 年 高 中 联赛 第 
一 (2) 题 ), 不 能 把 y1, y 的 值 域 直接 相 加 ， 得 [一 3 ,于 )， 因为 要 素 
y 在 这 个 系统 里 要 受到 定义 域 为 [ _1 .的 制约 .有 


-二 ,TEL-1, 1]; 


-mHzE[-1,1]. 
直接 相 加 还 要 考虑 y1,y2 具有 相同 的 单调 性 ,在 
(1) 相同 的 定义 域 范围 内 [ -1,1]， 
(2) 相同 的 单调 性 (增加 ) 条 件 下 ， 
可 由 yi,w2 的 值 域 相 加 得 出 f(z ) 的 值 域 为 
nT XA 
| -到 3|. 
系统 与 要 素 的 研究 ,为 分 析 与 综合 相 统 一 的 科学 方法 提供 了 深 
人 阐述 的 依据 , 它 启示 我 们 ,要 分 析 各 要 素 及 要 素 之 间 的 联系 方式 ， 
综合 诸 要 素 成 为 有 机 的 整体 ,并 讨论 系统 与 外 界 的 相互 影响 . 
例 4-17 已 知 x?+ y=1, 求 


三 工 十 y 
的 取 值 范围 . 
讲解 z,y 是 组 成 u 的 两 个 要 素 ,由 
Xr + y= 


yr + y= 1 ， 
知 1 .zc ,y 的 取 值 范围 为 

-1 委 x 委 |， 

-ly<1l. 
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但 我 们 不 能 直接 相 加 ,得 出 x 的 取 值 范围 ; 
-2 入“ 委 2. 


因为 各 要 素 之 间 是 互 有 联系 、 相 互 制约 的 . 因而 x ,y 不 能 同时 取 最 


大 .最 小 值 .我们 用 参数 方程 的 形式 把 这 种 联系 
xz 二 办 =1 

反映 出 来 ,有 人 (0<a<2n) 
y= sinag; 


. . Ld 
& = Cosa + sina =VJ5sinfa 十 4 } 


故 u 的 取 值 范围 为 [ -V2,V2]. D9 
例 4-18 解 不 等 式 
V3r-4>Vr-3. 
[ 原 高 中 代数 第 二 册 P.102 例 5] 
解法 1 因为 根 式 必须 有 意义 ,所 以 先 解 不 等 式 组 
3z 一 4 之 0， 
Z 一 3 之 0， 
得 1xrizr 之 31. 
另 一 方面 ,对 原 不 等 式 两 边 平方 得 
37z 一 4> 工 一 3， 
移 项 ,整理 后 解 得 |z |x> 广 | 
由 名 .四 取 交集 ,得 原 不 等 式 的 解 集 是 
ix|x 宇 31. 口 


© 


CY 


这 个 解法 见于 习题 三 第 12 题 ,没有 任何 知识 上 的 问题 ,结论 也 
是 对 的 .但 从 方法 论 的 角度 看 ,存在 思维 回路 ,因为 式 中 与 式 急 是 一 
样 的 , 先 求 式 @@ 然 后 合并 再 去 掉 不 是 必要 的 . 从 系统 方法 论 的 观点 
看 ,上 述 解法 没有 揭示 出 构成 不 等 式 左右 两 边 两 个 要 素 之 间 的 联系 . 


解法 2 将 原 式 化 为 


和 由 不 等 式 (x + y)2 和 2(0c2+ 只 )=2, 也 能 简便 求 出 范围 . 
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V3(r-3)+5>Vr-3. 
这 表明 ,在 右边 有 意义 时 ,左边 也 有 意义 且 恒 大 于 右边 , 故 不 等 
式 的 解 就 是 /x 3 的 存在 域 
之 3. 口 
这 种 处 理 的 特点 是 ,将 左边 要 素 与 右边 要 素 结合 起 来 思考 ,避免 
了 盲目 性 ,也 开发 出 了 解 题 智慧 . (请 思考 问题 的 几何 意义 ) 


4 一 1 一 8 过程 与 状态 


系统 的 状态 是 指 系统 稳定 性 的 一 面 ,而 系统 的 过 程 是 指 系统 变 
化 性 的 一 面 ,稳定 与 变化 是 相互 区 别 又 相互 依存 的 .没有 过 程 的 状态 
是 不 存在 的 ,没有 状态 的 过 程 也 是 不 存在 的 ,系统 的 状态 决定 和 影响 
着 过 程 ,系统 的 过 程 又 决定 和 影响 着 新 的 状态 ,如 此 循环 往复 ,两 者 
总 是 相互 联系 的 . 

例 4 一 19 求证 

S=[ 3-1)*(V1991)*][ SV1951)*] 

是 整数 . 

讲解 ”为 了 证 明 S 为 整数 ,我 们 来 设计 一 个 “过 程 ” ,引进 函数 


a 
f(z) = 


及 F(x)= f/f(- xz)f(zr) 
三 [DCD] (3). 

当 z=v1991 时 ,就 星 现 S 这 种 状态 

F(v 1991) = S. 
当 我 们 研究 清楚 了 一 般 运 动 过 程 的 性 质 ( 即 函数 F(z) 的 性 质 ) 时 ， 
便 可 导出 该 过 程 在 特殊 静止 状态 下 也 应 具有 同一 性 质 ( 由 一 般 到 特 
殊 ) .由 

F(-x)= F(x), 
知 多 项 式 F(z ) 是 偶 函 数 , 有 


第 四 章 ” 解 题 观点 (二 ) 179 


F(x) = Es), 


可 知 下 (x) 只 含 x 的 偶 次 项 ,成 为 关于 z2 的 整 系数 多 项 式 , 取 x*= 
1991 可 得 $= 下 (V1991) 是 整数 . 口 

上 述 处 理 的 实质 是 ,将 所 面临 的 问题 放 到 一 个 更 加 波澜 壮阔 的 
背景 上 去 考察 . 这 能 使 我 们 站 得 更 高 ,看 得 更 本 质 .事实 上 ,完成 上 题 
之 后 ,我们 立即 可 以 把 1991 改 为 任意 一 个 自然 数 . 

例 4-20 如 图 4--20, 在 矩形 ABCD 中 ,P 为 对 角 线 BD 上 
点 ,AP BD,PE BC,PF CD, 求 证 : 


、、2 、、 之 
牙 ) 1 站 ) = 
讲解 ”在 这 个 问题 中 ,和 矩形 的 形状 和 大 小 没有 限定 ,但 PE , PF， 
BD 的 关系 是 恒定 的 ,求证 式 反映 了 这 种 关系 的 运动 过 程 . 
为 了 获得 这 一 运动 过 程 ,我 们 先 来 考 虚 某 一 状态 , 当 人 ADB 为 
某 一 确定 的 锐角 a 时 , 则 
LPAB= /PBE= /ADB= ADPF=a. 
有 PE = PBsing (Rt 人 PBE 中 ) 
= ABsina (Rt 人 APB 中 ) 
= BDsina, (Rt 人 ABD 中 ) 


即 胡 =sin a 
同 理 =o08a. 
PE PF 
实质 上 ,这 是 (项 ,六 ) 的 一 种 状态 


(sim a ,COS 3 ). 


由 状态 去 认识 过 程 , 有 


2 
(于) + (BB) net oda=t 


在 状态 特征 (a) 隐 去 的 同时 ,过 程 的 性 质 显现 了 ,这 时 候 的 PE , PF， 
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BD 也 从 某 种 状态 中 的 线段 升华 为 一 般 情 况 下 的 线段 . 表现 为 过 程 
与 状态 的 统 一， 
本 例 的 另 一 思考 是 ,为 了 证 明 


击 =sinia， 
先 使 量 岗 一 致 ,化 为 


PE ,zy 
ZEBR 
下 面 的 工作 就 有 方向 了 . 


4-1-9 结构 与 功能 


结构 是 指 系统 内 部 各 个 要 素 的 组 织 形式 ,而 系统 在 -一定 环境 中 
所 能 发 挥 的 作用 便 是 功能 .结构 与 功能 是 对 立 的 统一 ,相反 的 结构 可 
以 表现 为 不 同 的 功能 ,而 相同 的 功能 可 以 通过 不 同 的 结构 来 实现 

结构 是 各 要 素 的 联系 形式 , 它 主要 反映 了 系统 内 部 的 整体 性 ,而 
功能 主要 反映 系统 与 环境 的 相互 联系 .相互 作用 所 表现 出 来 的 能 力 . 

下 面 介绍 一 个 由 功能 认识 结构 的 重要 方法 一 一 黑箱 方法 . 这 是 
一 种 由 表 及 里 ,由 功能 到 结构 的 认识 客体 的 科学 方法 . 它 的 基本 形式 
是 ,通过 观察 输入 和 输出 的 信息 来 推断 黑箱 的 结构 . 

一 道 数 学 题 是 一 个 黑箱 ,通过 信息 的 输入 .输出 而 破译 黑箱 就 是 
解 题 . 

我 们 可 以 把 求解 二 次 方程 ar? + br + c =0 看 成 是 一 个 黑箱 模 
型 ,输入 的 量 是 a ,5b,c 三 个 系数 ,输出 是 二 次 方程 的 两 个 根 x1 和 
z2. 这 里 的 黑箱 (或 传输 系统 或 变换 ) 经 破译 出 来 就 是 求 根 公 式 ( 图 4 
一 21). 


一 3 
SN a. 


-btV bb ~ 4ac 0 


| X12 2a 


图 4-21 
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例 4-21 一 个 计算 机 的 程序 设计 为 单调 或 连续 函数 了 (是 个 黑 
箱 ). 当 输入 xz 时 ,输出 为 A(z); 当 输入 > 时 ,输出 为 /(y); 当 输入 
(x+y) 时 ,输出 为 A(z)+ f(y). 求 x) (其 中 f(1) 隆 0). 

讲解 ”由 黑箱 输入 .输出 


二 
了 ->f(y 
z+y 一 | 黑箱 | 一-7CO4 
图 4-22 


可 得 对 应 规律 为 柯 西 汐 数 方程 
f(rty)= f(r)+ f(y). 
解 得 ( 见 例 6 一 13,P.358) 
f(x)=axr (a=f(1)).0D 
例 4-22 已 知 一 个 自然 数 被 3 除 余 2, 被 5 除 余 3, 被 7 除 余 
2, 求 这 个 数 人 了. 
讲解 ”把 这 个 数 设 为 < 


并 看 成 黑箱 ,分 别 输入 3 个 -A 2 

信息 .得 出 3 个 输出 信息 只 
(anes 图 4 .23 

有 x 二 3(mod5), | 
ZE2(mod7 ). 

解 得 r=105k+23. (k=0,1,2,.…) 


其 中 最 小 的 自然 数 为 23. 口 
例 4-23 在 极 坐 标 系 中 ,椭圆 的 二 焦点 分 别 在 极点 和 (2c,0) 
上 ,离心 率 为 e, 则 它 的 极 坐 标 方程 是 


全 《孙子 算 经 ) 原 文 是 :“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 ,五 五 数 之 剩 三 
上 七 数 之 剩 二 , 问 物 几 何 ?” 
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_cU=e) _c(1-e’) 
A. ~ 1- ecosb B. C 1-ecosg 
、 __cUL-e) __ ce2) 
Cp e(1— ecos0) D. Po(1— ecos0) 


[1995 年 数学 理科 高 考题 ] 

讲解 ”这 里 的 4 个 选择 支 便 是 4 个 黑箱 ,而 根据 题目 的 要 求 我 
们 只 需 肯 定 一 个 或 否定 三 个 ,并 不 需要 对 每 一 个 黑箱 的 内 部 结构 完 
全 弄 清楚 .我 们 输入 -- 个 特殊 点 加 以 观察 . 取 0=0, 相 应 的 应 有 p 
=4&+c, 但 

A c- 

. P=c B. PC 一 c++ 

C. p=a . _D. p=atc 
只 有 了 D 是 相 容 的 ,否定 A,B,C 可 得 D. [] 

“ 定 值 问题 " 先 特殊 化 找 出 定 值 , 然 后 给 出 一 般 性 的 证 明 ,是 一 种 
典型 的 黑箱 方法 .黑箱 方法 的 独到 之 处 就 在 于 ,即使 不 知道 (甚至 无 
法 知道 ) 系 统 内 部 的 构造 .机理 时 ,我 们 仍然 可 以 通过 外 部 观察 而 了 
解 系统 的 整体 功能 了 . 


4 一 2 ” 解 题 坐 标 系 


解 题 坐 标 系 是 我 们 研究 解 题 的 一 个 工具 , 它 反 映 了 用 数学 手段 
研究 数学 解 题 的 一 种 愿望 .本 节 将 尝试 用 这 种 观点 研究 解 题 思路 的 
探求 . 解 题 过 程 的 改进 和 解 题 成 果 的 扩大 ， 


4-2-1 解 题 坐标 系 的 建立 
如 果 我 们 把 解 题 依据 粗略 地 分 解 为 数学 方法 的 实施 与 数学 原理 


(概念 .公理 .定理 公式 等 ) 的 应 用 ,那么 数学 问题 系统 可 以 表示 成 一 
个 解 题 坐 标 系 ,说 明 如 下 . 


TD 李 仁 夫 . 系统 科学 在 数学 教育 中 的 渗透 .数学 通报 ,1992,3,P.1. 
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x( 方 法 ) 
图 4 一 24 


1. 以 横 轴 表示 数学 方法 方面 的 实施 ( 记 为 方法 轴 ) ,以 纵 轴 表 示 
数学 原理 方面 的 应 用 ( 记 为 内 容 轴 ) ,题目 的 条 件 和 结论 (包括 题目 求 
证 的 结论 与 题目 未 写 出 的 结论 ) 分 别 表示 为 坐标 平面 上 的 两 个 点 . 它 
们 的 存在 形式 本 身 是 内 容 与 方法 的 统一 ,两 个 思考 方向 的 交叉 一 一 
原点 ,显示 出 这 样 一 个 原则 :内 容 与 方法 的 统一 是 我 们 解 题 思考 的 基 
本 出 发 点 . 

2. 解 题 示意 为 连结 两 点 间 的 一 条 折线 ,这 条 折线 记录 了 数学 思 
维 的 轨迹 . 它 告 诉 我 们 ,寻求 条 件 与 结论 之 间 的 逻辑 通道 是 解 题 的 思 
考 中 心 .在 这 个 思考 中 , 横 轴 方向 的 推进 表示 方法 或 技巧 的 运用 , 纵 
轴 方 向 的 推进 表示 数学 内 容 的 转化 ,整个 解 题 过 程 就 是 内 容 与 方法 
的 联系 与 转化 过 程 .就 是 在 数学 观点 的 指导 下 ,运用 数学 方法 ,转化 
数学 内 容 的 推理 过 程 . 

3. 审题 ,尽量 从 题 意 中 获取 更 多 的 信息 ,可 以 表示 为 以 条 件 或 
结论 为 中 心 的 一 系列 同心 圆 . 从 条 件 出 发 的 同心 圆 信息 ,预示 可 知 并 
启发 解 题 手段 ;从 结论 出 发 的 同心 圆 信息 ,预告 须知 并 诱导 解 题 方 
向 ,两 组 同心 圆 的 交接 处 (中 途 点 ), 就 是 分 别 从 条 件 .结论 出 发 进行 
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思考 的 结合 点 ,也 是 手段 与 日 标的 统 -一 处 . 所 谓 综合 法 就 是 结合 点 落 
在 结论 上 ,所 谓 分 析 法 就 是 结合 点 落 在 条 件 上 . 当 已 知 为 充分 条 件 
时 ,就 形成 从 已 知 经 中 途 点 到 结论 的 有 向 链 ; 当 已 知 也 是 必要 条 件 
时 ,就 形成 从 结论 经 中 途 点 到 已 知 的 有 向 链 ; 当 已 知 既 充分 又 必要 
时 ,就 形成 一 个 圈 . 

4. 在 解 题 坐标 系 上 ， 
内 容 是 提供 方法 的 内 容 ， 
方法 是 体现 内 容 的 方法 . 
解 题 坐 标 系 上 的 每 一 点 ， 
-方面 是 内 容 与 方法 的 统 
一 , 另 - -方面 其 在 两 轴 上 
的 投影 又 都 不 惟一 . 同一 
内 容 可 以 从 不 同 的 角度 去 
理解 ,同一 方法 可 以 在 不 
同 的 地 方 发 挥 效能 . 同一 图 4_25 
个 数学 存在 4 (图 4- 
25) ,可 以 看 成 (zlj,yl), (zy2), (Tl y3) (zy1) (XT2, 2), 
(zz,y3)，…(za,yi), (2z3y2)， (za y3)， 等 等 . 这 里 的 J1，.72，.y3 
均 与 A 有 关 ,说明 这 些 内 容 存 在 着 转化 关系 ,实质 上 是 同一 知识 链 
上 的 几 个 知识 点 ;同样 ,xj ,zy,z3,…，, 也 与 A 有关, 说 明 这 几 个 方 
法 或 技巧 存在 着 内 在 联系 ,实质 上 是 同一 条 方法 链 上 的 几 个 环节 .这 
就 为 多 角度 .多 侧面 考虑 数学 对 象 及 其 之 间 的 关系 提供 了 理论 依据 . 

5. 结论 也 是 已 知 信息 . 这 是 解 题 坐 标 系 的 一 个 特点 , 当 我 们 把 
结论 表示 为 坐标 系 上 的 一 点 时 ,结论 就 成 为 已 知 与 未 知 的 统一 了 ,在 
寻找 思路 的 过 程 中 ,我们 可 以 把 它 当 做 已 知 条 件 来 使 用 ,就 像 列 方程 
解 应 用 题 时 的 未 知 数 . 事 实 上 ,对 于 “ 题 " 而 言 , 结 论 隐 含 在 条 件 之 中 ， 
当 条 件 给 定时 ,结论 也 在 客观 上 随 之 确定 ,只 不 过 是 隐蔽 给 定 而 已 . 
称 为 客观 上 确定 与 隐蔽 地 给 予 的 统一 .要 注意 从 结论 获取 信息 ! 要 
目不转睛 地 盯 着 目标 前 进 ! 
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6. 无 论 是 对 横 轴 方向 的 思考 ,还 是 对 纵 轴 方 向 的 思考 ,也 无 论 
是 从 题目 条 件 中 获取 信息 ,还 是 从 题目 结论 中 获取 信息 ,都 要 提取 业 
已 储存 的 信息 ,都 要 对 信息 进行 加 工 .运用 ,都 要 收集 信息 的 反馈 ,并 
进行 再 处 理 , 这 里 面包 含 着 辩证 思维 与 直觉 思维 ,它们 弥漫 在 整个 解 
题 坐标 平面 上 ,体现 了 解 题 活动 的 实质 是 思维 活动 .~ 条 题解 折线 的 
画 出 ,往往 经 历 过 许多 类 比 .联想 .归纳 .尝试 和 失败 ,这 就 像 在 解 题 
坐标 系 上 , 试 着 用 铅笔 画 草图 折线 , 画 了 又 擦 , 擦 了 又 画 ,但 决 不 是 育 
目睹 碰 , 有 时 一 个 机 智 的 数学 念头 导致 了 一 个 卓有成效 的 解 题 计划 ， 
这 个 念头 从 好 是 有 准备 的 思考 和 解 题 经 验 长 期 积累 的 升华 ,是 微 信 
息 由 于 有 意识 的 捕捉 而 瞬间 强化 . 

7. 图 4-24 有 助 于 理解 数学 证 明 的 心理 机 制 就 是 在 问题 的 条 
件 及 结论 的 启发 下 ,激活 记忆 网 络 中 的 一 些 知识 点 ,然后 沿 接线 向 外 
扩散 ,依次 激活 新 的 有 关 知 识 .同时 ,要 对 被 激活 的 知识 进行 筛选 .组 
织 . 评 价 .再 认识 和 转换 ,使 之 协调 起 来 ,直到 条 件 与 结论 之 间 的 线索 
接 通 ,建立 起 逻辑 演绎 关系 . 上述“ 扩散 一 激活 ”的 观点 ,是 数学 证 明 
思维 中 心理 过 程 的 一 种 解释 . 

例 4-24 已 知 (C25 一 26 = 1, 求证 b>4ac. 

讲解 ”单纯 从 外 形 上 思考 ,就 是 消除 已 知 与 求证 之 间 两 个 主要 
差异 (差异 分 析 ): 

第 一 ”字母 指数 上 “一 次 与 二 次 ”的 差异 ，; 

第 二 、 数 式 关系 上 ,“ 等 式 与 不 等 式 ” 的 差异 . 

于 是 ,从 已 知 出 发 ,我 们 可 以 通过 “平方 ”来 升 次 ,再 由 等 式 甩 掉 
非 负 项 而 导出 不 等 式 . 比如, 先 由 已 知 解 出 


6 一方 +wV2c 。 (AI ) 
2 
平方 升 次 2 = 分 +2ac +2c? (A,) 


-人 (三 -Vac) +4ac (A3) 
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之 4ac. 口 (As) 
应 该 说 ,这 种 解法 对 题目 结构 的 分 析 是 正确 的 ,方法 或 技巧 的 应 用 也 
是 成 功 的 ,但 是 ,这 种 解法 像 例 行 差事 一 样 缺 少 特色 ,在 解 题 坐 标 系 
中 ,主要 表现 为 横向 的 推进 : 恒 等 变形 、 乘 方 、 配 方 . 放 缩 技巧 等 . 
Ai( 算 术 运 算 , 一 次 等 式 )， 
A2( 平 方 ,二 次 等 式 )， 
A3( 配 方 ,二 次 等 式 )， 
As( 缩 小 ,二 次 不 等 式 ). 
其 题解 折线 如 图 4 一 26 所 示 . 
如 果 我 们 不 是 绝对 地 把 /2 看 成 是 静止 的 “已 知 数 ”, 而 是 未 知 数 
的 一 个 取 值 ,那么 ,已 知 条 件 就 表明 二 次 方程 有 实 根 
ar2+ br+c=0, 


万 (Bi) 


从 而 判别 式 非 负 

b? -4ac 衬 0SSb? 之 4ac. 口 
这 样 ,两 句 话 就 把 题目 解 完 了 ,是 二 次 方程 的 理论 代替 了 乘 方 .配方 
的 过 程 与 不 等 式 “ 放 缩 法 "的 技巧 . 


图 4-26 图 4 一 27 


在 解 题 坐 标 系 上 ,后 一 求解 主要 表现 为 纵向 的 转化 : 
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第 一 、 由 等 式 转化 为 方程 .这 从 系统 论 看 来 ,就 是 使 系统 开放 , 并 
为 静止 .孤立 的 状态 设计 一 个 更 为 生动 ,更 为 广阔 的 过 程 . 

第 二 .由 方程 有 实 根 得 出 结论 . 于 是 在 方程 的 观点 之 下 ,思维 链 
被 大 大 简约 .在 图 4-27 中 ， 

Bi( 概 念 转化 ,方程 有 实 根 ). 
这 个 B1 是 已 知 条 件 在 内 容 轴 上 的 投影 . 

为 了 得 出 太 宇 4ac ,前 一 思考 更 注重 形式 上 的 一 致 ,表现 为 思维 
比较 具体 .比较 平缓 的 演算 ,含有 较 多 的 线性 思维 的 形式 ;后 一 种 思 
考 更 注意 内 容 上 的 转化 ,表现 为 思维 比较 抽象 ,比较 跳跃 的 推理 , 含 
有 较 多 的 多 元 思维 形式 .两 相 比较 ,后 者 观点 更 高 ,能 力 更 强 , 格 调 更 
新 . 把 内 容 与 形式 结合 起 来 思考 .把 方法 运用 与 概念 转化 配合 起 来 
推进 ,必然 思路 更 加 宽广 .风格 更 加 高 雅 . 

例 4-25 已 知 ae+b+c=0, 求 证 as+p3+c3=3apc. 

讲解 对 a=65=c 的 平凡 情况 , 自 不 待 言 . 只 需 考虑 wa ,5,c 不 
全 为 零 的 情况 . . 

如 果 仅 仅 从 方法 技巧 上 考虑 ,那么 本 题 就 是 一 个 “从 等 式 到 等 
式 的 条 件 等 式 问题 (其 解决 办 法 是 恒 等 变 形 ); 外 形 上 的 差异 只 有 字 
母 上 的 “指数 ” ,立即 可 以 想到 两 个 处 理 方法 . 

解法 1 从 已 知 出 发 “ 乘 方 " 升 寡 为 求证 式 


0=[(a+pb)+c (4)) 
=(a+b)3+3(atb)c{l(atb)+ej+e (A;) 
=[a3+3ab(a+6b)+63]+0+e3 (A;) 


=a3+63+c3— 3abc. 
移 项 即 得 . 口 
解法 2 ”从 求证 式 出 发 ,分解 .归结 为 已 知 式 
a3+b3+c3—3abc 
=(a+6b)3+c3—3ab(a+b)- 3abc (Bi) 
=[(a+b)+c][l(a+6)-(atb)ct+e]-3ab(at+bt+e) (B,) 


(Ba) 
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=(at+b+t+e)(a :+b + ~ab- bc ca). 


代入 已 知 即 得 . 口 ] 
这 两 个 解法 对 题目 结构 形式 的 分 析 是 正确 的 、 方 法 或 技巧 的 运 
用 也 是 成 功 的 ,但 思维 层次 停留 在 较为 具体 平缓 的 演算 水 平 上 .其 题 


解 折 线 如 图 4 一 28(1) (2) 所 示 . 


图 4-28 


如 果 我 们 给 等 式 a +8 +c=0 赋予 活 的 数学 内 容 , 那 将 出 现 -- 
种 新 的 格局 .首先 , 它 不 再 是 一 个 静止 的 等 式 ,而 是 方程 
ar+byt+cz=0, 
有 非 零 解 z= y= z=1. 
其 次 , 它 不 再 是 一 个 孤立 的 等 式 ,而 是 三 个 同样 的 等 式 
at+b+t+c=0, 
ctat+b=0, 
bt+ct+a=0, 
最 后 ,将 上 述 两 个 看 法 结合 起 来 ,得 齐 次 线性 方程 组 
ar+byt+cz=0, 
rtayt+b6z=0, (C1) 


\br+ceyt+az=0. 


有 非 零 解 x = y= z=1, 从 而 系数 行列 式 等 于 零 


a br 
0=lc a b&b (C,) 

bp ¢ a 
=a3+6b3+c3— 3abc. (C3) 


变形 即 得 . 口 
这 里 , 既 没 有 用 到 乘 方 公式 ,也 没有 用 到 因 式 分 解 技巧 ,是 对 方 
程 解 的 定义 的 理解 ,把 a + + c=0 转 化 为 齐 次 线性 方程 组 ,从 而 归 
结 为 行列 式 的 简单 展开 . 在 解 题 坐标 上 ,表示 为 图 4- 29. 
将 上 述 思路 作 等 价 移植 ,有 下 面 的 行列 式 证 法 中 


a5+b+c-3abc 


a br 


站 
9 
SR 
~ 


| 
SQ 
十 
Sn 
十 
ND 
Sr 


4-2-2 解 题 思路 的 探求 
结合 解 题 坐 标 系 的 结构 特点 ,我们 提出 探求 解 题 思 路 的 5 个 基 


本 原则 . 
1. 平面 结构 原则 


0， 还 有 一 证 法 是 以 a ,b,c 为 根 作 三 次 方程 (x -a)(r -6)(r-c)=0， 
有 即 + (ab+ b+ca)xr-ab==0, 再 把 x=a,b,c 分 别 代 人 后 相 加 ， 
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将 数学 内 容 与 数学 方法 结合 起 来 ,组 成 一 个 平面 结构 , 正 是 解 题 
坐标 系 的 特点 ,由 ' 此 派生 出 来 的 第 一 个 解 题 原 则 ,我 们 称 为 平面 结构 
原则 . 

平面 结构 原则 是 说 ,在 解 题 思 路 的 探求 中 ,要 注重 内 容 与 方法 的 
统一 .因而 ,要 自觉 地 把 数学 观点 、 数 学 概念 .数学 定理 、 数 学 公式 . 数 
学 方法 .数学 技巧 等 作为 一 个 整体 而 结合 起 来 集中 思考 .例如 

(1) 对 题目 的 结构 ,不 仅 注重 外 形 上 的 分 析 , 而且 注重 内 容 上 的 
理解 ,能 从 一 个 孤立 静止 的 数学 形式 中 找 出 关联 活动 的 数学 内 容 . 比 
如 ,把 一 个 已 知 数 看 成 是 未 知 数 的 取 值 ,把 一 个 常量 看 成 是 变量 的 瞬 
时 状态 ,把 一 个 图 形 看 成 两 个 图 形 的 重合 ,把 一 种 数学 存在 看 成 是 另 

-种 数学 存在 的 条 件 或 结果 等 等 ,这 些 认识 之 所 以 可 行 ,是 因为 一 定 
的 数学 内 容 总 是 要 表现 为 一 定 的 数学 形式 ,而 一 定 的 数学 形式 又 总 
能 反映 某 些 数学 内 容 . 例 4-24,. 例 4-25 已 经 体现 了 这 些 认 识 . 下 
面 ,再 看 一 个 例子 . 

例 4~26 证 明 等 腰 三 角形 两 个 底 角 相等 . 

[习题 三 第 4 题 ] 

讲解 ”如 图 4 一 30, 在 人 ABC 中 ,AB 
=AC. 为 了 证 明 ~B = 人 C, 通 常 是 作 底 
边 上 的 高 ,将 其 分 成 两 个 全 等 的 三 角形 .这 
是 把 图 4- 30 看 成 只 有 一 个 三 角形 ,为 了 
得 出 一 对 全 等 三 角形 只 好 作 辅 助 线 .但 是 ， 

全 等 三 角形 就 是 能 够 重合 的 三 角形 ,把 重 ， ‘< 
合 在 一 起 的 三 角形 分 开 ( 就 像 初 中 老师 扯 图 4- 0 
开 纸 皮 三 角形 那样 ) ,我 们 就 在 图 4 一 30 上 

看 到 人 ABC 与 人 ACB( 集 合 M=MUM), 有 


AB= AC, 
从 而 AC= AB; 
且 A= 了 A (或 BC= CB)， 


得 人 ABC 宇 人 ACB. 
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有 LB=ALC. 

(2) 解 题 过 程 中 不 仅 要 注意 方法 技巧 的 应 用 ,而 且 要 揭示 数学 
内 容 的 转化 ,注意 从 内 容 的 联系 上 去 寻找 解 题 思路 .同时 ,在 数学 内 
容 的 应 用 上 ,不 仅仅 限于 定理 .公式 的 应 用 ,还 注意 数学 概念 .特别 是 
定义 的 应 用 .经 验 告诉 我 们 ,方法 是 对 内 容 的 理解 "“ 方 法 寅 于 概念 
之 中 

例 4-27 已 知 等 差 数 列 。,b,c 中 的 三 个 数 都 是 正 数 , 旦 公益 
不 为 零 ,求证 它们 的 倒数 所 组 成 的 数列 二 ,二 ,不 可 能 成 等 莽 数 全 
[1984 年 高 考 文科 试题 ] 

讲解 ”在 参考 文献 [351P.242 中 曾经 给 出 了 本 题 的 4 种 解法 ， 
并 且 指出 “a ,6,c 为 正 数 "的 条 件 可 以 舍 去 ,但 都 还 没有 对 其 "内 容 " 


作出 揭示 ,其 实 题目 的 实质 是 双 曲 线 ?= 之 上 不 同 的 3 点 <, ， 
(5 让 (二 不 能 共 线 ， 
证 明 ”建立 平面 直角 坐标 系 , 若 十 ,二 ,二 成 等 差 数列 , 则 A 


(二 ),B(4 二 ),C(c 芋 )3 点 共 线 ,但 A,B,C 又 在 双 曲 线 y= 
a Cc 
凸 上 , 必 有 两 点 重合 ,a 6b 或 5=c 或 a =c 篆 与 "公差 不 为 零 "矛盾 ， 


命题 得 证 . 口 
例 4-28 已 知 abc0,9+09zmr,p-090F¥nxn,m,n€EZ,H 
acosO+ psin0=c， 
acosp + psinp 三 C; 
求证 a 二 b 二 < 一 . 
cos 5? sin 《二 oosg3? 
讲解 ”这 原 是 中 学 课本 的 一 道 习 题 ,笔者 当时 正在 教 中 学 ,已 经 
产生 了 解 题 坐标 系 的 思想 ,将 等 式 赋 予 直线 方程 的 几何 内 容 ,于 
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1981 年 得 出 一 个 新 解法 人 
证 明 已 知 表明 不 同 的 两 点 
A(cos0 ,sing), 
Bl(cosg ,sing), 
都 在 直线 art+pby=c : OD 
上 ,但 A,B 又 决定 一 条 直线 方程 
(cosO — cosgp)(y ~ sing)= (sing ~ sing)(x ~ cosg). 


即 XCOS 2 + vSin 人 = Cos 2 . (2 


因为 两 点 确定 惟一 -- 条 直线 ,所 以 ,上 述 两 条 直线 重合 ,得 对 应 
系数 成 比例 


a 上 


C 
= = 一 . 口 
COS 人 sin 2 COS 2 


用 直线 重合 来 处 理 " 一 类 双 参 数 曲 线 系 过 定点 问题 ” 既 新 颖 又 有 
效 ,请 参见 《数学 通讯 )1984 年 第 11 期 ,P.22. 

2. 广角 投影 原则 

由 于 - 定 的 数学 内 容 可 以 有 多 种 不 同 的 存在 形式 , 同 -- 数 学 形 
式 又 可 以 从 多 种 内 容 上 去 理解 ,因此 ,在 解 题 坐 标 系 上 ,每 -点 的 坐 
标 是 不 惟 - -的 ,由 此 产生 解 题 思路 探求 的 广角 投影 原则 . 

广角 投影 原则 是 说 ,在 解 题 思路 的 探求 中 ,要 将 条 件 或 结论 向 两 
轴 作 多 角度 的 投影 . 

希 尔 伯 特 在 巴黎 世界 数学 家 代表 大 会 上 曾经 说 过 :数学 学 科 是 
一 个 不 可 分 割 的 有 机 整体 , 它 的 生命 力 正 在 于 各 个 部 分 之 间 的 联系 . 
的 确 ,数学 最 为 迷人 之 处 是 不 同 分 支 之 间 有 许多 相互 影响 ,预想 不 到 
的 联系 有 时 会 奇迹 般 的 展现 在 你 的 眼前 .” 

在 这 个 多 角度 的 投影 中 ,数学 知识 不 是 孤立 的 单 点 或 离散 的 片 
断 ,数学 方法 也 不 是 各 别 无 关 的 一 招 一 式 ,它们 血肉 相连 ,组 成 一 条 


DP 见 中 学 数学 教学 (安徽 ),1982,3,P.44. 
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就 在 于 ,当知 识 链 中 的 某 一 -环节 受到 刺激 时 , 整 条 知识 链 就 都 话 牙 起 
来 .有 意识 地 积累 知识 链 ,是 优化 知识 结构 的 -- 个 途径 ,也 是 广 开 解 
题 思路 的 -- 个 源泉 ,脑子 里 的 知识 链 越 多 . 越 长 , 解 题 的 思路 与 念头 
也 就 越 广 . 越 快 . 

例 4-29 已 知 l|al<1,165|<1, 求 证 


讲解 这 是 莫斯科 第 十 五 届 (1952 年 ) 数 学 芝 赛 的 一道 二 题 , 现 
已 进入 中 学 课本 作 例 题 . 
(1) 从 知识 链 上 展开 
观察 题目 中 的 条 件 和 结论 ,容易 看 到 一 个 共同 的 形式 :|rl<1， 
而 这 有 一 系列 的 等 价 关 系 , 即 数学 内 容 上 的 联系 或 “知识 链 ”. 
[zl<tie3zr2<1 
-1<r<l 
(r+1i)(r-1)<0 


这 些 可 以 看 成 是 条 件 或 结论 在 解 题 坐标 系 的 纵 轴 上 的 一 系列 投 
影 (图 4 一 31), 每 一 个 投影 都 将 触发 一 个 解 题 思路 . 


十 
思路 1 全 |<1 
atpby 
中 (各 疙 ] <1 


Oat+p)<(I+aby 
(1+ab) ~-(at+b)>0 
Sl+ab ~a~ b>0 
(1 -a’)(1-6)>0 


图 4-31 
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lal<1 llal>1 
sl<13 61>1 09 
可 见 条 件 是 充分 而 不 必要 的 ， 


由 上 述 思路 可 得 一 个 恒等式 @ 


(1+ab)?-(at+6)=(1-a’)(l- 6). 


它 使 得 证 明成 为 显然 . 
思路 2 


OO-(1+ab)<at+b<1lt+tab 
atb+l+ab~>0 
at+b-1-a<0 
0 2 

(1 -a)(1-6)>0. 

由 已 知 得 最 后 一 式 成 立 .事实 上 ,有 


1 = —(l1+ab) 
1+ab 
< -(1+ab)+(l+a)(1+5) 
二 ap 
atb 
l+ab 
(1l+ab)-(l-a)(1-6) 
l+ab 
1+ap 
<1rab 
=1. 


DD 由 zx-(atb)rtab=(r-a)(r-b), 
xz*+(a+b)rtab=(xz+a)(r+b), 


相 乘 ,可 得 更 一 般 性 的 恒等式 


(c+tab)- (a+b) r= (x a)(x:— 6). 
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或 ~-(1+ab)<—(1+ab)+(l+a)(1+6) 
=a+b 
=(1+ab)—-(1-a)(1-b) 
<1l1+ab. [0 
+b +b 
思路 3 (于)( 生 党 1) 
__(a’-D)(b-1) 
(by <0. 口 
事实 上 ,这 只 是 恒等式 @ 的 变形 . 


、 十 
思路 4 设 工 = 全- ， 


之 一 工 (1-a)(1-6) 


若 再 作 合 比分 比 ,可 得 到 一 个 始 料 未 及 的 解法 . 
(1+a)(1+6)-(1-a)(1-6) 
思路 5 x=(0ra)ro) Tao) 
两 个 正 数 的 差 与 这 两 个 正 数 和 之 比 , 必 在 -1 与 +1 之 间 . 
(1~a)(1-6) 
六 ra) (6) 
1+¢1-2)(1-6) ? 
(Ta (1+6) 


正 是 + 分 -1 与 +1 为 定 比 = 人 +2X1 妈 >0. 口 


1-a)(1-5) 
(2) 从 转化 链 上 联想 
Irzi<1Gr 在 ~1 与 +1 之 间 
所 存在 1>0, 使 二 = 十 -人 


1+ 


全 函数 F(x) = 的 性 质 


1l+z 
今 更 多 函数 的 性 质 . 
同样 ,这 些 也 是 解 题 坐 标 系 纵 轴 上 的 一 系列 投影 .示意 仍 如 图 
4—31. 
思路 6 由 ja|<1 知 ,存在 41>0 使 
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_ 一 Ai 
4 1 + 人 A 
同 理 , 存 在 4 >0 使 
_ 工 一 42 
1+A2 
1 一 41 1 一 42 
从 而 at+b 1+AhAl 1+2, 1~AA 
1+ ol-Al-A 1+AiX 
1+A1l+ A 
由 AiX2 后 |<1 口 
思路 7 
Flr)= 1 
有 rr>O0GIF(r)I<L1. 


取 x1>0,z2>0, 使 ? 
a=F(xi), b= F(xr2), 

则 =F(rir2). 

但 x1x;>0, 故 得 |F(zxix2)|<1， 

w | 人 外 < 

思路 8 引进 函数 


(zz)= 芭 二 ， 


其 定义 域 为 (-1,1). 取 a,pE(-1,1), 有 


at+pb 


f(a)+106)=f( 生 澡 


由 左边 存在 知 右边 也 存在 ,得 和 二 属于 定义 域 ( - 1,1). 口 


人 实质 上 是 = 
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思路 90 设 。= 了 如, 有 . 
(1+ab)c- (a+65)=0, 
作 -- 次 函数 g(x)=(1+ab)zx- (a+b)， 
是 增 函 数 ,但 g(-1)=-(1+a)(1+p)<0， 
g(1)=(1-a)(1-5)>0; 
得 g(-1)<g(c)<g(1). 
由 增 函 数 知 -1<c<1. 口 
这 就 把 不 等 式 的 证 明 , 归 结 为 函数 值 的 验证 与 定义 域 范围 的 
研究 . 
思路 10” 作 一 次 函数 
f(x) = + tatb) ， 


l+ab 
是 增 函 数 , 取 
zl=—-(l+t+ab)-(at+b)=-(l+a)(l+6)<0, 
x2= (1tab)-(at6)=(1~a)(1-6)>0; 
有 f(x1)=-—1, 


f(x2)=1. 

.由 单调 性 ,得 -1= f(r)<f(0)<f(r2)=1. 口 

这 又 把 不 等 式 的 证 明 ,归结 为 函数 值 的 验证 与 值 域 范围 的 人 研究. 

(3) 从 形 数 结合 上 沟通 

1) 从 函数 图 像 上 看 (作出 上 述 有 关 函 数 的 图 像 来 研究 , 略 ) 

2) 从 面积 上 看 

{ 在 直角 坐标 系 上 取 点 A(1,a),B(1, 一 b),M(1-b.1 一 4b), 图 
4 一 32 是 a >0,6b>0 时 的 示意 图 .其 他 情况 可 逐一 讨论 ,有 

la+6| 
2 


必 D， 笔 者 于 1988 年 获得 这 一 解法 ,后 来 发 表 在 1990 年 第 6 期 的 《数学 通 
报 》 上 , 见 该 刊 P.17, 例 2. 
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二 SAAOB 

<S AAOB+ S 人 AOM 

a+b (QU-6)(1-a) 
2 2 


_l+ab 
= 一 .0 


2” 在 直角 坐标 系 上 , 作 单 位 圆 ， 
取 A(a,0),B(0,5),G(a,b). 图 
4 一 33 是 a >0,b>0 时 的 示意 图 ,其 他 情况 可 逐一 讨论 ,有 


SOAFN + SOMEB 


图 4-32 


< Soacs + SovcN， 
即 at+b<ab+1. 0 
3) 从 斜率 上 看 
1 在 直角 坐标 系 上 取 点 
Al(l,a), Ai(a,l), As( -a,—1), 
B(-abo,-50), 则 Al, A2,B 三 点 
共 线 


图 4 一 33 


Tr-ay=0. 
且 由 |51<1 知 ,B 在 Al,A, 之 间 , 因 为 B 分 Ai, 有 A; 为 定 比 A= 
1+6b 


1 一 p>0; ,又 易 知 A 与 Al1 关 于 v= 对称. 示意 如 图 4 一 34: 


(Da>0 (2)ua<0 


图 4 一 34 
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显然 AB 的 斜率 在 AA 的 斜率 与 AA, 的 斜率 之 间 ,但 


__ _ _a+b 
kaa'= -1, kaa,=1,kap= ib: 
有 -1= aa <kap<kas,=1. 
at+p 
即 1726 <1. 口 


2” 在 直角 坐标 系 上 取 点 册 
[za=(1+a)(1+6), 
Mr re) 
[xp=-(1-a)(l-6), 
Ty=(1-a)(1-6). 
则 直线 4B 的 斜率 在 OB ,OA 的 斜 
率 之 间 ( 图 4 一 35) 


kop < kap < koa. 图 4 -35 
_ +a)(l+6)- (1l-a)(l-6) 
有 1<0ra)ro) rt at -6 <! 0 
(4) 更 广泛 的 联想 ( 仅 给 出 思路 ) 
1) 面积 
用 行列 式 表示 
1 0 0 
1 -a 
a+o=| =|I1 1 -ai, 
1 b 
1 1 b 
1 0 0 
1 -a 
ltab=| 一 |1 1 -a 
b 1 
1 5b 1 


若 在 直角 坐标 上 了 到 A(1, -a),B(1,5),C(b,1). 则 问题 转化 
为 (图 4-36)， 


SAAOB < SAAOC: 


QD 罗 增 儒 . 不 等 式 与 图 形 的 性 质 .数学 通讯 ,1989,10,P.33. 
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TT-ay=b, 
作 方 各 pd 
则 当 ial<1,15b1<1 时 ,|xi<1. 
3) 三 角 函 数 
|sinz + cosy| 委 11+sinzcosy|. 
(5) 推广 
1) 充 要 条 件 推广 也 


llal<1 | 
ol<1 


2) 复数 推广 
对 zi,zzEC， 车 |zil<1,|zz|<1l, 则 
下 有 


latb 
1+ab 


labl<1. 


<1, 


3) 个 数 推广 


取 9 = arctan (lay61 9, 则 


0<6< 了. 
开工 TT 
有 4 < 0< 才 ， 


得 -1<tan( 李 -9j<1 


中 ”由 这 个 推广 可 引出 1993 年 高 考 理科 第 (29) 题 ,参见 例 4- 32. 
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_ 1 1-tang 
即 1<1ftang<1， 
2 加 at+b 
得 1<1426<1- 


一 般 地 ,对 aiyQa2 ,4anE( 一 1,1), 取 


0 = arc (1~ a)(l- a2)…(1— a) 
arctan (y+ a (T+a) (Tt a,)’ 


(1+a)- (1-ai) 


可 得 <1. 


卫 (1+ai)+ (1-a) 
特别 地 ,对 lel<1,161<1,1cl<1, 有 


at+b+ec+abc 
l+abt+act+wbe <1. 


在 这 个 例子 里 ,我 们 看 到 数学 知识 之 间 是 互相 沟通 的 . 遇 到 一 道 
不 能 马上 求解 的 问题 时 ,可 以 试 着 向 纵横 两 轴 作 多 角度 的 投影 (特别 
不 要 忘 了 作 纵 轴 的 投影 ) ,考虑 一 个 等 价 的 问题 ,一 个 类 比 的 问题 、- 
个 辅助 的 问题 ,在 这 个 开放 的 系统 里 ,不 同学 科 、 不 同 领域 之 间 的 信 
息 可 以 转换 , 解 题 思路 将 在 这 个 转换 中 诞生 ,如 泉 喷 涌 . 请 继续 参见 
例 4-34, 例 4-35. 

3. 内 圈 递 扩 原 则 

如 果 解 题 折线 过 长 或 过 于 曲折 ,一 时 无 法 弄 清 ,那么 我 们 可 以 试 
着 考虑 两 组 同心 圆 的 最 内 圈 , 即 从 条 件 或 结论 出 发 ,作出 一 小 步 扒 
理 , 进 行 稍稍 简单 的 变形 ,然后 再 一 小 步 一 小 步 慢 慢 扩 展 解 题 坐标 
系 上 的 同心 圆 . 我们 称 此 为 解 题 思 路 探求 的 内 图 递 扩 原则 . 

考虑 最 内 图, 可 能 会 找到 一 个 更 容易 着 手 的 问题 .一 个 更 特殊 的 
问题 ,或 者 问题 的 一 部 分 . 当 我 们 一 小 步 又 一 小 步 地 前 进 ,稍稍 简单 
又 稍稍 简单 地 变形 的 时 候 , 就 有 希望 找到 一 个 中 途 点 ,或 者 理 顺 整个 
思路 . 就 像 频 子 息 出 一 样 摸 出 一 条 当初 并 未 完全 意识 到 ,并 未 完全 把 
握 住 的 思路 . 

这 里 体现 了 小 步子 前 进 和 连续 积累 的 思想 . 
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例 4-30 在 等 厦 和 ABC 中 ,以 底 边 AB 的 中 点 O 为 圆心 作 半 


贺 与 两 腰 相 切 于 P,Q. 在 统 PQ 上 任 取 一 点 DD. 过 D 作 Q@O 的 切线 
交 两 腰 于 M,N .求证 AM 与 BN 的 乘积 为 定 值 . (图 4 一 37) 


图 4 一 37 4-38 
讲解 ”可 能 这 是 一 道 没 有 做 过 的 题目 ,我们 不 知道 定 值 是 什么 ， 
更 不 知道 怎么 证 .那么 ,让 我 们 先 迈 开 一 小 步 . 


(1) 取 品 为 PQ 的 中 点 ,试探 定 值 是 什么 . 
如 图 4-38, 这 时 MNVAB ,有 
LAMO= LOMN= LAOM, 


得 AM = AO, 
同 理 BN = BO ， 
故 有 AM-: BN = AO'.: BO. © 
(2) 再 迈 一 小 步 , 当 DD 不 是 PQ 的 中 点 时 ,中式 还 成 立 吗 ? 只 需 
证 (图 4-37) 
AM _ BO 
AO BN: 
只 需 证 和 人 OMAcANOB. 人 


(3) 再 迈 一 小 步 ,两 三 角形 能 相似 吗 ? 
因为 人 <A= 人 B, 所 以 只 需 再 证 
LAOM = /BNO, 
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或 LAMO= LBON. 
只 需 证 LA+ALZAMO+ABNO=x. © 
或 LB+ABON+/AAOM=x. 


(4) 三 个 角 之 和 等 于 x 可 以 证 明 吗 ? 
可 以 ,因为 四 边 形 的 内 角 和 等 于 2x, 有 
2r = 人 4+AAMN+MNB+ 一 有 
=2A+2AMOD +2BNO . 
两 边 除 以 2 即 得 @ 式 . 
证 明 如 图 4 一 37, 连 OM ,ON ,由 相 切 知 


LAMO= 了 LAMN， 
ZBN = 六 ZMNB， 
得 LA+LAMO+LBNO 
=3(LA+LB+LAMN+ LMNB) 


= XR. 


但 A+/AMO+/AOM=x, 
得 LAOM = ZBNO. 
又 LA=ZLB, 
得 AOMAWA NOB. 
AM _ BO 
从 而 AO ”BN 
2 
即 AM'BN=40.EO= (人 党 ) . 
为 定 值 ?. 口 
4. 差异 渐 缩 原则 


在 解 题 坐 标 系 上 ,条 件 与 结论 之 间 位 置 上 的 不 同 ,反映 了 内 容 及 


人 ” 沿 着 此 题 的 思路 ,笔者 编 拟 了 1995 年 高 中 数学 联赛 第 二 试 第 三 题 , 见 
例 7- 69. 
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形式 上 的 目标 差 . 解 题 折线 的 画 出 ,在 于 消除 它们 之 间 的 差异 ,达到 
新 的 平衡 .我 们 在 此 称 为 差异 渐 缩 原则 . 它 在 8$4-1-4 反 馈 原理 与 
解 题 中 曾经 谈 过 .在 8$86-2-3 还 要 谈 到 . 


例 4 一 31 已 知 函 数 f(x)= tanr,zE (9 和) 若 x ,2 EE 
(0, 至 ) 且 zi 天 xz2, 证 明 


fC) + f(r)]>/(23 于) 
[1994 年 数学 高 考 理科 (22) 题 ] 
讲解 求证 式 可 具体 化 为 


‘1+ ~、 
3 (tanzi + tanz2) > tan 一 (DD 


观察 左 、 右 两 边 的 差异 并 加 以 消除 .有 
(1) 两 边 的 函数 名 称 相 同 ,但 角 不 -- 样 ,对 这 一 目标 差 立即 想 
到 , 变 为 同 角 .同名 未 数 : 
tan 了 ， tan 也 tn 四 
1 一 tan2 村 1 一 tan? 7 1 -tan Ftan 
(2) 两 边 的 函数 与 角 均 已 统一 , 若 记 


YI ,TX2 
a=tan7, b= tan 7 ,apE(0,1) 


列 式 人 为 EE © 
很 清楚 ,两 边 的 差异 在 于 运算 方式 不 同 ,左边 是 两 项 之 和 ,右边 

是 一 项 ,立即 作出 反应 ,对 左边 通 分 合并 ,可 得 

a bob _ (a+b)(l~ab) 

-a 1 (~-ab)- (ao © 
其 中 恒等式 

(1—-ab)* -ta-b)=(1-a’)(l1-6)>0, 
与 例 4-- 29 中 的 恒等式 
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(1+ab)2-(a+b)j2=(1-a2)( -6). 
是 等 价 的 . 
(3) 对 比 式 @ 与 式 @ 的 差异 ,只 须 作 一 步 缩 小 ,将 式 四 的 分 母 变 
为 (1 ab 便 可 完成 全 题 的 证 明 : 


a b 
十 一 一 一 ~ 
2 1—b? 


1 一 ac 
__ (a+b)(1- ab) 
(1-ab)-(a-6b) 
(a+6b)(1 -ab) 
> apy 


加 全 
例 6-60 将 继续 研究 本 题 . 
5. 迹 线 平移 原则 
在 解 题 坐 标 系 上 ,每 一 道 题 的 题解 都 有 一 条 思维 轨迹 ,其 中 有 的 
在 结构 上 会 有 相似 之 处 ,形成 一 些 平行 迹 线 .平时 注意 积累 平行 迹 
线 ,探求 解 题 思路 时 有 意识 寻找 和 借鉴 平行 迹 线 是 一 个 重要 的 解 题 
原则 ,我 们 称 为 迹 线 平 移 原则 . 
这 一 原则 体现 了 类 比 的 思想 .基本 问题 的 思想 ,也 体现 了 熟悉 化 
的 原则 .与 “模式 识别 ”的 解 题 策 略 相 通 ( § 6 一 2 一 1). 
例 4-32 已 知 关于 z 的 实 系数 二 次 方程 
r+t+art+b=0. 
有 两 个 实数 根 a,B. 证明 
( 工 ) 如 果 fel1<2,181<2, 那 么 21al1<4+5, 且 152|1<4. 
(五) 如 果 2lali<4+8 且 151<4, 那 么 Icel<2,1p81<2. 
[1993 年 数学 高 考 理科 (29) 题 ] 
讲解 ”初步 理解 题 意 ,有 
at+B=—a, 
ap= 5b. 
于 是 ,题目 可 改写 为 
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lal<2, 
181<2 
这 种 结构 与 例 4-29 
141<1， 十 
al2 | 合 蚤 |<1 © 
有 很 多 的 相似 之 处 ,那么 ,这 道 课本 例题 的 题解 折线 能 否 平 移 过 来 ， 
处 理 我 们 当前 的 问题 呢 ? 这 是 一 个 念头 ,一 个 途径 ,也 是 一 个 进展 . 
事实 上 ,这 道 高 考题 可 以 理解 为 课本 例题 经 过 “两 次 变换 、- 次 加 强 ” 
得 到 . 
(1) 对 课本 作业 题 作 变换 
a=24， 
8=2B; 


2la+p8lI<4+ap8， 


|a8|<4. 出 


则 式 @ 四 可 变 为 
|a|<2, 

一 > 
18|<2 
(2) 对 式 @ 再 作 变 换 
a= —-(at+B), 
b= ap; 


et ; 
4+ap <1. 全 


由 
则 式 @ 可 变 为 
{jal <2 
181<2 
其 中 变换 @ 可 以 用 二 次 方程 zr?+ ar + 5=0 有 实 根 a,B 来 代替 . 

(3) 对 式 @ 再 增加 一 个 充 要 条 件 的 层次 , 便 得 式 @. 

于 是 ,处 理 例 4 一 29 的 十 几 个 思路 就 可 以 平移 过 来 处 理 下 面 的 
这 道 高 考题 下 . 

例 4-33 设 !a.} 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 , S, 是 其 前 项 
和 .证 明 


"=—>2|a|<4+6. 加 


@ ”参考 文献 [35]1P.102 一 115 有 15 种 解法 . 
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l S, +l + 
2 Slog s Sasi. OD 


[1995 年 数学 高 考 文科 题 ] 

讲解 ”可 能 我 们 一 点 也 看 不 出 为 什么 会 有 这 样 的 对 数 不 等 式 成 
立 .但 是 这 并 不 要 紧 , 我 们 可 以 考虑 同心 圆 的 最 内 图 ,将 求证 式 化 为 
稍稍 简单 的 不 等 式 


S,S, 12< S21. OO 

> Sn Sn+l alt+ qd9， 7 
马 < 二 - 
或 Dnt+1 Sn+2 a1t qon+1 ® 


在 考场 上 ,许多 考生 对 比 @@ 与 @ 之 后 ,决定 放弃 全 而 采用 GO ,其 实 鲜 
有 更 好 的 对 称 性 ,更 和 谐 ( 例 1-12), 且 就 是 课本 不 等 式 一 章 上 的 真 
分 数 不 等 式 9 :已 知 gc,b,m 都 是 正 数 ,并 且 a <b, 求 证 
生 如 > 多. © 
据 此 , 视 m 为 a1,a 为 qS,,b 为 gS,+1, 有 
a1+ gd, ~ dS __ Sn 
Q&1+ 9q9n+1 gSn+1 Sr 


al 
ai+gS， go 、S 


cl+gSnrl CS ,1 Sr+tl 
考生 在 成 功 面前 撤退 ,反映 了 平时 没有 很 好 积累 题解 迹 线 或 临 
场 中 不 善于 平移 迹 线 . 


由 于 真 分 数 不 等 式 由 有 许多 解法 ,将 其 平移 过 来 , 便 可 得 本 例 的 
“一 题 多 解 ”. 挑 几 个 有 趣 的 列举 如 下 : 
思路 1 ( 定 比 分 点 ) 


DD ” 真 分 数 不 等 式 可 以 直观 地 说 成 :糖水 加 糖 变 甜 了 . 
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S, ai .1 
S, 1 artgS, Sarl goatl 


Sa alt gSat1 1+-< 
gSn+1 
、 Sn+tl Sn + al 
这 表明 ,去 一 分 与 1 为 定 比 A= >0, 
Si+2 Sn+l qn+1 

Sn Sn+l 

tl 
有 SS 1 


取 对 数 即 得 . [] 
思路 2 (中 点 与 斜率 ) 在 直角 坐标 系 上 取 点 A (al, a1)， 
B(gS, 11,9S;), 则 AB 的 中 点 为 (图 4 39) 


( al+ gqSn+l Sn+2 


i 2 2 ， 
(3: 3 、 
| att+ gS Sn+l 
> ” 2 2 
显然 ,三 射线 的 斜率 有 不 等 式 
kop < koc < koa, 
S, ,Sn+l _ 
< 一 < 人 1 一 
即 Sn+1 Sn+2 ! 图 4 3 


取 对 数 即 得 . 口 ] 
思路 3 (复数 与 斜率 ) 在 复 平面 上 取 两 点 A (ail, al) 
有 B(qS li,gS, ) ,其 和 为 
ixX=a1+ q+1= Sn+3， 
: y=a1+ qn = Sn+t: 
则 OD 为 平行 四 边 形 OBDA 的 对 
角 线 ,有 斜率 不 等 式 (图 4-40) 
kog < kop < koa. 


_Sa Dn+tl 
即 SS 


取 对 数 即 得 . 口 
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思路 4 (单调 性 ) 由 


Snil _ al+gd9 al 


5 5S. SS, < 
知 ,n 增 大 时 ,S， 也 增 大 ,数列 | 污 半 | 是 单调 递 碱 数列 ,从 而 
S| 
| | 是 单调 北 增 数列 ,有 
SS3 


取 对 数 即 得 . 口 ] 
4-2-3 解 题 过 程 的 改进 


追求 解 题 过程 的 简单 ,追求 思维 过 程 的 经 济 ,是 解 题 研究 的 一 项 
基本 任务 ,也 是 数学 工作 者 的 一 个 共同 性 格 . 在 解 题 坐 标 系 上 ,表现 
为 解 题 折线 的 简短 ,或 思维 链 的 优化 . 

解 一 道 题 忘 一 道 题 ,或 在 同一 思维 层次 上 重复 做 好 几 道 题 , 并 不 
能 获得 解 题 能 力 的 提高 . 注重 解 题 过 程 的 分 析 与 改进 ,就 是 力图 通过 
解 “ 有 限 道 题 " 来 获取 解 “无 限 道 题 ”的 那 种 数学 机 智 . 

波 利 亚 说 过 ,一 个 好 的 教师 应 该 懂得 并 且 传 授 给 学 生 下 述 看 法 : 
没有 任何 -一道 题 是 可 以 解决 得 十 全 十 美的 ,总 剩 下 些 十 作 要 做 ,经 过 
充分 的 探讨 与 钻研 ,我 们 能 够 改进 这 个 解答 ,而 且 在 任何 情况 下 ,我 
们 总 能 提高 自己 对 这 个 解答 的 理解 水 平 . 岂 

解 题 过程 的 改进 通常 要 经 历 两 个 阶段 并 进行 4 个 方面 的 分 析 . 

1. 两 个 阶段 是 : 整体 分 解 与 信息 交合 

整体 分 解 就 是 把 原 解法 的 全 过 程 分 拆 为 一 些 信息 单元 ,看 用 了 
哪些 知识 ,用 了 哪些 方法 ,它们 是 怎样 结构 在 一 起 的 ,并 从 中 提炼 出 
几 个 最 本 质 的 步骤 . 在 这 个 整体 分 解 中 ,要 注意 发 现 , 哪 些 重要 信息 
是 在 半途 上 被 白白 浪费 的 ,哪些 思维 回路 是 在 盲 月 中 被 多 余 增 添 的 ， 


四 见 参 考 文献 [27] 已 .15. 
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哪些 过 程 是 可 以 合并 的 ,哪些 步骤 是 可 以 转换 的 . 

信息 交合 就 是 抓 住 整体 分 解 中 提炼 出 来 的 本 质 步骤 ,将 信息 单 
元 转换 或 重组 成 新 的 信息 块 ,这 些 新 信息 块 的 有 序 化 将 删 去 多 余 的 
思维 回路 ,将 用 更 一 般 的 原理 去 集中 现存 的 许多 过 程 ,将 用 一 个 简单 
的 技巧 去 代替 现 有 的 常规 步 又 .于 是 ,一 个 新 的 解法 就 诞生 了 . 

上 文中 ,对 例 2-16. 例 3-9,. 例 3-11、 例 4-9、 例 4-18 的 分 
析 都 体现 了 这 两 个 完整 的 阶段 . 比如 例 2- 16(P.90) ,我 们 首先 从 原 
解法 中 整体 分 解 出 三 个 最 本 质 的 步骤 ,表现 为 三 类 公式 


.3 . 工 

3z sin 2 sin > 

J tan 污 一 zan2 一 ri 
2 "2 


© sinz = sin 3zoos 过 -cos 3Zsin 光 ， 
2 2 2 2° 


(3 方 (cosz + cos2z)= cos 沪 cos 池 ， 
然后 将 其 "串联 式 " 书 写 ， 
OO—®. 
作 信 息 交 合 改 为 “并 联 式 ”书写 ; 
oo 
得 出 新 证 法 .虽然 所 用 的 公式 完全 一 样 ,但 境界 已 经 不 同 (实质 是 从 
右边 推 左边 ). 至 于 例 3 一 9(P. 128) 等 ,经 过 改进 之 后 ,其 解 题 长 度 已 
大 大 缩减 . 
2. 四 个 方面 的 分 析 是 : 
(1) 看 解 题 过 程 是 否 浪费 了 更 重要 的 信息 ,以 开辟 新 的 解 题 通道 . 
这 需要 我 们 重新 审查 每 一 个 知识 点 的 发 散 度 ,特别 是 对 纵 轴 作 再 投影 . 
(2) 看 解 题 过 程 多 走 了 哪些 思维 回路 ,通过 删除 、 合 并 来 体现 简 
洁 美 . 
对 于 上 述 两 点 ,我们 有 如 下 的 说 明 . 当 我 们 进行 解 题 思路 的 紧张 
探索 时 ,总 是 先 瞄准 某 些 已 经 抓 住 的 方向 ,展开 大 跨度 . 粗 线条 的 联 
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想 或 类 比 ,总 想 排山倒海 般 直 奔 解 题目 标 . 这 时 候 的 脑 风 暴 无 暇 顾及 
更 多 的 纳 节 ,也 来 不 及 选择 更 平坦 的 道路 但 是 ， 当 思 路 -- 晶 打 通 , 解 
法 初步 得 出 时 ,兴奋 之 余 的 沉思 ,将 会 使 我 们 冷静 找 回 当初 浪费 人 不 半 
途上 的 更 重要 的 信息 ,将 会 使 我 们 清醒 看 到 本 来 不 需要 增添 的 许多 
思维 回路 . 进 … 步 的 思考 ,更 周密 的 运筹 ,常常 会 激发 出 “个 更 机 智 
的 数学 念头 ,或 者 会 整理 出 个 更 满足 学 生 心 理 .更 适合 教 ， 要 的 
解 题 方案 .这 时 候 的 兴奋 不 仅 较 前 更 为 强烈 ,而 旦 更 充满 美感 . 
- 晶 获 解 , 就 立刻 产生 感情 上 的 满足 ,从 而 导致 心理 封闭 ,忽视 
解 题 后 的 再 思考 ,恰好 错过 了 提高 的 机 会 ,无 异 于 "人 宝山 而 空 返 ” 
3) 看 是 寿 可 以 用 更 一 般 的 原理 去 代替 现存 的 许多 步骤 , 提 启 
整个 解 题 的 观点 和 思维 的 层次 . 
(4) 看 是 理 可 以 用 一 个 更 特殊 的 技巧 去 代替 现存 的 常规 步 又 ， 
以 体现 解 题 的 奇异 美 . 
容易 明白 ,任何 数学 问题 的 结构 都 有 共性 和 个 性 两 个 方面 .由 共 
性 出 发 ,我 们 可 以 设法 找 出 处 理 这 一 类 问题 的 更 高 观点 或 统一 原理 ; 
而 由 个 性 出 发 ,我 们 又 可 以 找 出 解决 这 一 道 特定 题目 的 特殊 技巧 .这 
晤 方面 的 思考 ,是 优美 解 的 重要 源泉 ,而 数学 的 整体 性 或 统一 美 叉 为 
种 思考 提供 了 条 件 . 沿 着 知识 链 .方法 链 可 以 找 , 按 照 逻 辑 思维 林 
以 找 ,通过 类 比 .联想 .转化 .移植 .构造 也 可 以 找 . 
总 之 ,在 解 题 坐标 系 上 , 解 题 过 程 的 改进 就 是 条 件 或 结论 在 两 笛 
上 上 的 再 投影 ,就 是 解 题 折线 的 分 拆 与 重组 ,就 是 寻找 最 短 链 或 最 优 
链 . 而 这 - 切 又 都 是 为 了 获得 "怎样 学 会 解 题 " 的 更 多 局 示 . 
例 4-34 已 知 
a +b*— kab=1, "| 
etd -kd=!; C2 
(u,b,c,d,k 都 是 实数 ,ik|<2) 
求 下 lac- Wd 过 -一 2 一 全 


讲解 ”有 的 书刊 由 “ 数 一 一 形 "联想 得 出 个 解法 . 并 由 断言 :无 
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论 用 “ 消 元 法 "还 是 “三 角 换 元 法 "证 明 , 计 算 量 都 非常 大 . 先 引 述 原 解 
法 这 程 如 下 : 
(1) 由 已 知 式 中 .加 的 形式 想到 点 (ce ,qd ) 在 椭 赔 (D 上 . 
(2) 由 求证 式 想到 点 (a ,5 ) 在 直线 
ca—- db=m 4 
上 ,其 中 m 是 新 引进 的 待定 值 ,下 来 要 确定 
17 Ts - 2 . 
V 4k 
3) 因为 (a ,5) 辐 时 满足 中、 加 ,所 以 mm 的 值 应 使 方程 组 
[ca db=m, 
la +b: -kab=! 
有 实数 解 . 消去 6， 得 关于 a 的 二 次 方程 
(c+d’ — ked )a + (kdm -2cm)at (Cp —d*)=0. 
1 代入 ,得 
al+ (kdm -2cm)at(m:—d’)=0. (©) 
(4) 由 二 次 方程 有 实 根 得 判别 式 非 负 
A= (kdm —2cm)*: -4(m’: —d’)20. 


再 把 信人 代入 ,得 
(4—k*)d2m’<4d’. 个 
(5) 由 于 4 一 有 >0, 所 以 有 
ms 一 4 ® 


4 
开 方 即 得 。 lac -bd 1 过- 和. 口 
V 4 一 让 


以 上 联想 是 成 功 的 ,但 缺少 解 后 的 回顾 ,我 们 对 解 题 过 程 作 分 析 
后 认为 至 少 存在 4 点 不 足 : 
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(1) 由 人 到 念 需要 讨论 d 关 0 的 细节 

(2) 断言 "消去 法 “三 角 换 元 法 ” 计算 量 都 非常 大 ,其 实 缺 少 机 
据 . 下文 有 简捷 的 证 明 . 

(3) 没有 发 挥 把 中、 包 两 式 看 成 椭圆 的 功能 . 这 个 很 六 的 
浪费 . 

(4) 由 联 立 方程 组 出 发 ,要 连续 消去 a ,b,c,d 四 个 字 坪 才能 得 
m1 与 上 的 关系 人 @, 费 时 又 费事 . 

如 果 我 们 抓 住 原 式 中 .加 表 示 椭 图 的 重要 信息 ,那么 可 以 作 旋 转 


变换 化 为 标准 形式 . 
变 题 已 知 
i 十 0) 1 


(etad)+ (ce - d)=1; 


求证 2 (Jk|<2). 


由 此 ,可 顺利 引进 三 角 变 换 : 


(a+6), cosa= tk(a-b), 


COSa 


sina = 


VE 
2 


sinf = 7 (ct+td), cosB= c—d). 


__SsSing _ cosa 


2—-h VI+tk’ 


全 d=0 时 ,由 @ 得 c=1. 视 吕 D 为 5 的 二 次 方程 62 (ka)b+(a?- 1) 


0, 其 判别 式 非 负 A= &?a? -4(a?-1) 实 0, 得 |ac - A 
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| vv 
LU 一 - Sina8  _ _ cosB_ 
Vk Vark 
12 
有 ja pa Set 2 


EVA VR 


这 种 解法 就 是 把 椭圆 化 为 参数 方程 ,然后 作 极其 自然 的 三 


算 . 如果 再 向 前 走 一步 , 对 “ 变 题 " 作 伸缩 变换 ; 


a + pb), a - 0) 
b= + ad), b= tt (ed) 
则 有 如 下 简单 形式 
简 题 已 知 
ait+a3=1, 
+ 6b3=1. 
求证 iaibs+ ah! 委 1， 


[ey 


这 只 不 过 是 柯 西 不 等 式 的 特例 ,其 难度 没有 超过 中 学 课本 的 


道 练习 题 .在 柯 西 不 等 式 的 知识 链 上 将 产生 大 批 解法 虐 . 其 中 --- 


大 胆 .最 奇异 的 代数 解法 是 ,将 已 知 两 式 相 乘 后 配方 : 
1 =(oz+b2 一 Abo)(c2+cd2-Rcd) 


= VR aa] 1 (Cad + bc) -S$ (a + ba)| 


r 


v4 4 


| 1 


变形 即 得 - J 


(ac -pa) | 


个 最 


定 ”惠州 人 .让 解 题 更 富 于 美感 . 湖南 数学 通讯 ,1989,3, 忆 .11. 文 中 提供 了 


9 种 解法 .每 一 种 都 比 原 解 法 简单 . 
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但 是 ,这 种 解法 又 是 自然 的 ,因为 其 本 质 上 是 
(c 了 + a3)(b?+ 63) 
一 (aip3 + a01)*+ (a1bl 一 Ca2p2 7) 


3 
之 (cos + ci 


215 


这 样 ,我 们 通过 找 回 被 浪费 的 “椭圆 "信息 ,而 达到 对 题目 的 更 本 


质 认 识 和 更 简捷 求解 . 


例 4-35 已 知 uv1-0+bvVIl-a=1, 
求证 a” ?+ bp?2—1. 


OD 
2) 


讲解 ”关于 这 道 条 件 等 式 证 明 题 ,曾经 众 门 词 兴 为 ,直接 的 代 
数 证 明 是 麻烦 的 ,并 且 已 经 作为 “三 角 法 "的 典范 经 常 出 没 于 各 类 书 
刊 ( 另 一 三 角 法 的 典范 见习 题 四 第 24 题 ). 为 了 支持 这 种 观点 ,人 们 


常 作 下 面 两 种 解法 的 对 比 . 
证 明 1 《代数 法 ) 由 已 知 式 平方 


ab tod /I PVT a bab = 


移 项 2ab Vv (I PO) (a)=1- a 0 +2a0, 
再 平方 


4c202(1 一 人 一 0 十 c202) 


=1+edd4+pb+4a464-202 一 202+6d2802 一 40402 一 4d204. 


即 0 =at+0+1+2ab -2a -20° 
= (a +6*—1). 
可 得 a*+b*=1. 口 


证 明 2 (三 角 法 ) 由 V1 如 ,V1 一 a? 有 意义 可 知 


lal<1, |b |<1, 


V1- 6<1, v1-a ll. 


onN 
(9 


因而 , 式 (D 左 边 两 项 的 绝对 值 都 不 大 于 1, 但 右边 为 1, 所 以 a,b 都 


为 不 大 于 【的 非 负数 ,从 与 锐角 三 角 函 数 有 相同 的 特征 . 令 
(a = cosO1 ， 


[5 = sing, 91,02€ [0, 了 | 


2 


人 中 
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er 
IvV 1-a’=sing, 


则 3 人 
-b= SOsO 2 . 

了 原 式 可 化 为 cosgicosg + singisin0- = |. 【人 

即 cos( 81 -~ 0;)=1. 

但 -3 了 -7 

故 G1 f=0, 

有 01 = 02. OD 

得 a2+p2=cos0 +sin2g =cos0 +sin 0=1. 0 


对 于 这 两 个 解法 ,我 们 有 如 下 3 点 看 法 : 

(1) 由 于 代数 法 只 从 形式 上 “化 整 ", 育 目地 两 次 平方 ,因而 进行 
了 复杂 的 平方 .配方 运算 .但 这 不 是 解 这 道 题 的 必由之路 , -- 旦 弄 清 
了 题目 结构 的 本 质 , 作 一 次 平方 之 后 就 配方 ,可 以 大 大 减少 运算 量 . 

证 明 3 ”对 式 @@ 平 方 后 ,将 句 式 作 移 项 配方 ,有 


={V (1-aD)(1- 6) -ab}, 
得 VvV (1-a)(1- 0)=a,, 
平方 ,整理 即 得 . 
车 对 式 @ 先 移 项 ,再 平方 ,过 程 还 可 以 简化 . 
证 明 4 对 已 知 式 移 项 后 平方 
bl -~a)=1-2av1-bi+a(l— bb), 
移 项 配方 (ae-w1- 太 )2=0， 
得 a=V1-b. 
平方 即 得 . 癌 
显然 ,这 个 代数 解法 一 点 也 不 比 三 角 解 法 麻烦 ,反倒 显得 三 角 法 
是 徒然 增加 许多 思维 回路 : 既 要 把 代数 形式 转化 为 三 角形 式 , 又 要 把 
三 角 函 数 的 关系 转化 为 角 的 关系 ,最 后 才 把 三 角 关 系 转化 问 代数 关 
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系 ,与 其 这 之 样 -曲折 回肠 不 如 [证 明 4]- -次 平方 干脆 利落”. 
三 角 法 能 从 V1-a2,vT-D 的 形式 联想 到 三 角 消 数 的 内 
网 了 把 形式 与 内 容 结合 起 来 的 思考 .可惜 的 是 ,这 种 思 竹 浅 堂 
加 止 ,站 条 浪费 了 许多 重要 而 有 由 的 信息 用 人 认为 .下角 法 蜗 丰 人 旬 
坐标 平 而 上 的 两 个 点 
Aluwv Toa), Bl 1-/ .pb), 
在 单位 加 x*+ y=1 上 ,因而 有 参数 式 即 让 角 变 换 合 .全 ,但 没有 进 
- 步 揭 小 已 知 等 式 所 体现 的 内 容 , 即 A 满足 单位 圆 上 过 点 了 的 切 
线 方程 ”: 
TV 一 有 二 pv 
由 切 点 的 惟 -性 知 A,B 重合 ,于 是 得 出 比 求证 更 强 的 结论 


aT 
De 
我 们 的 这 段 话 ,不 仪 揭示 了 题 月 的 数学 内 容 .同时 也 已 完成 了 题 


月 的 证 明 守 
证 明 5 已 知 条 件 表明 ,单位 圆 上 的 点 
Alav 1-a), HBVT 下 ,0)， 
满足 :A 在 过 B 的 切线 
TY 1- b+bhy= 1 


上 ,由 切 点 的 惟一 性 ,有 


Ja=V I, ;, 
ia- 
平方 得 uw?162=1. 门 


4 笔者 于 1984 年 获得 这 一 解法 . 曾 就 《中 学 数学 综合 题解 法 新 论 》P.70 
测 6 向 作者 唐 以 荣 教 授 提出 过 ,后 来 发 表 在 上 海 《 中 学 数学 教学 1986 年 第 + 其 


上 ,该 杂志 现 改 名 为 《上 海中 学 数学 》. 
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(3) 这 里 的 “ 切 点 重合 "是 怎么 想 出 来 的 呢 ?” 其 实 是 从 二 角 法 所 
浪费 了 的 信息 又 重新 捕 提 回 来 的 . 三角 法 中 的 @ 式 即 
J* cos02 + ysin0; 二 1， 
[x =cos0l, y= sinOl. 
这 比 式 人 更 强烈 而 直观 地 告诉 我 们 ,A 在 过 B 的 切线 上 .而 式 @ 
01 = 0,. 
下 是 清楚 而 明白 地 说 ,A 与 B83 重合 . 
于 是 ,我 们 抓 住 " 切 点 重合 "的 思路 分 尖 步 组 织 成 进 明 5, 并 且 滞 
着 "两 点 重合 "的 知识 链 ,继续 导出 一 系列 解法 : 
人 A,B 重合 
>»iAB:=0 
> 节 离 公式 中 平方 和 为 零 - 
一 基本 不 等 式 ( 源 于 配方 ) 
“> 柯 西 不 等 式 


一 和。 


配方 


证 明 6 设 4(e,vVT-o) ,BT -三 ,0), 则 


[ABI=V (a-v I P+ ab) 


V2 Cav pla) 
=0. 
故 .A,B 重合 ,可 得 @3). 口 
证 明 7 (配方 法 ) 对 已 知 式 移 项 配方 
0=1- (avl- b+pvi1-a) 
ra?+ (1 -0°) /|+ 


3 
= 3 av b 


-bvVl-a | 
= 》 [Ca 一 一 e 


由 韭 负数 的 性 质 得 @， 癌 
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没有 “距离 为 零 " 或 ' 切 点 重合 "的 启发 ,这 时 的 配方 是 有 一 定 关 
度 的 ,甚至 可 以 说 是 古怪 特殊 的 ,但 它 只 不 过 是 证 明 6 的 道 向 书 守 
而 已 . 

证 明 8 由 基本 不 等 式 ,有 

1=4vV1- 妇 +DVT a 
< + 人 = 02) ， 妇 +(1 -a’) 


三 1 . 


等 号 当 且 仅 当 @ 时 成 立 . 门 
证 明 9 出 柯 西 不 等 式 ,有 


1 =av 1- py +V la 2 


vat (pr. 
等 号 成 立 当 且 仪 当 
ab=v la 一刀 . 
平方 即 得 . 口 
证 明 10 没 z =w +V 1- i ,2 =V1 -pb? 一 07 ， 
j 1 | 2, | 


出 TZ zl irl, 
即 (av lBtov Pt Va a 
得 v1-aVl-6 -ab=0. 


移 项 平方 即 得 . 加 
证 明 11 引进 一 次 函数 
f(x)=(ar-v lh) + (V1l-alc-b) 
= aa VB) 
=7* -2r+1 
= (zx—1). 
令 x=1, 得 
(av 1- a b=0. 
义 得 出 合式 .器 
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证 明 12 如 图 4-41, 作 AAABC, 使 BA =1, 高 CD 分 AB, 得 
BD=a v1-b,DA=bv1-a, 


是 禹 CD= ab. . 
则 BC=Vv BD?+ CD?=a., 
同 理 AC=b. ; p 
又 由 于 
DAR = > B4， (了 TD) = Bab, 恰好 8 TD poli A 
等于 了 BC .AC, 所 以 人 ABC 是 图 4 3 
碧 角 二 角形 ,有 
a + b=1. 


例 4-36 设 ua.b,ec 为 正 数 ,日 


3 


2 一 
‘a 十 < 二 3 = 25, 人 
4 十 2 0 ‘NN 
1 3 ， 人 
La2 +ucte = 16. od 


求 ub +26bc + 3ac 的 值 . 

:1984 年 第 18 肩 全 苏 数学 奥林匹克 竞赛 j 
讲解 ”这 是 构造 图 形 解 题 的 优美 代表 ,其 主要 步骤 有 
(1) 原 式 变形 


ct 十 (2) 一 2a -人 as150 = 


(2) 


3 


[ 
| 
| 
| 
La2+ ea2 一 2uccos120" = 42. 
(2) 把 数 式 信息 转换 为 图 形 信息 .构造 和 ABC( 如 图 4-42)， 
使 AB=5, BC=3, CA=4; 
LAOB= 150"， 
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BOC=90 ， 
COA = 120", 
OA =a, 
OB = 一 2 9 
V3 
OC=e, 图 4-42 
(3) 由 面积 建立 求 ab + 2be 14 3ae 
的 等 量 关系 . 
放 X44X3 = Saagc 
= SAA0B + Sapx: + 0 
一 Sa: 局 sin150 二 je + 7 acsinl20" 
= t+2bc + 3ac). 
得 ab + 2bc +3ac=24Y3. 口 


这 种 解法 精巧 得 使 人 满足 ,以 至 于 很 少 听 说 此 题 还 有 第 -个 解 
法 .但 是 ,对 题解 作 整 体 分 解 可 以 得 到 两 条 最 本 质 的 信息 ;其 一 是 有 
一 个 边 长 为 3.4、5 的 直角 三 角形 ,其 二 是 通过 面积 得 出 关于 ap 
+2pc + 3ac 的 等 量 关系 . 抓 住 这 两 条 ,立即 可 以 得 出 代数 解法 ,并 旺 
可 以 演变 出 新 的 几何 解法 中 . 

另 证 1 由 中 一 办- 电 得 


a 一 ac 一 2c2=(0， oD 
又 由 人 x 仿 后 再 配方 得 
9x16= (ab 一 ac 一 2c2)2- 二 (ab + 26c + 3ac) 
一 1 2 =-\ 
=“ 13(ab +2bc + 3ac) . 人 


和 ”笔者 于 1988 年 获得 这 些 解法 . 有 的 已 写 进 《数学 通讯 31991 年 第 5 期 
“坐标 思想 的 应 用 " 例 8,P.33. 
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得 ab +2bc +3ac=24V3. 口 


另 证 2 如 图 4-43, 在 直角 坐 y 
标 系 上 取 c 
4(-30.-3) 
B[ 方 ,中 
C(0,c), 4 
依 题 意 有 


AB=5,BC=3,AC=4, 图 4-43 


又 AB 的 直线 方程 为 
V3ar—(2b+3a)y—-ab=0. 
点 C 到 AB 的 距离 ,一 方面 为 
AC:BC_12 
AB 3 “” 


h= 
_ /3a'0- (26+3a)'c-ab 
V3ait+ 260+3a) 
- |ab +2bc + 3ac| 
/ b 
\ 12(o2+a6+ 生 | 
2 lab+2bc +3ac| 
10V3 
得 ab +2bc + 3ac =24Y3. 口 
另 证 3 如 图 4 一 44, 在 直角 坐标 系 上 取 点 
_b V3 at+2ec 
4 人 -有 小 本 .es 
则 有 1OA|=3,10B|=4,|AB|=5 
这 表明 个 AOB 是 直角 三 角形 ,于 是 点 B 到 直线 OA 


ct 人 y=0 


EE 
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的 距离 便 是 |OB| =4, 有 


ca 也 .Q 二 2c 
+3 2 


c2 十 (#) 
lab+2bc t+3ac| 
6V3 
变形 即 得 . 口 图 4- 4 
注意 ,这 个 解法 揭示 了 问题 的 结构 实质 ,将 几何 语言 翻 详 为 代数 
语言 ,我 们 看 到 , 若 记 


= 过， 了 一 C 
万 ，: 
,3 加 a t+2e 
2 2 
则 已 知 条 件 为 
(x—-u)+(y- wv) =25, © 
22+ y=9, 个 
2 十 = 16. ® 
而 所 求 式 为 


ab + 2bc + 3ac=2Y3(uy ~- rv). 
本 质 上 是 求 UV ~ XV. 

由 于 @ 式 可 变 为 (这 相当 于 ( 式 ) 

Xu + yu=0. 人) 
于 是 ,整个 问题 的 求解 只 不 过 征 初 中 学 过 的 一 个 恒等式 
(x + y(t vo) (rut y+ (rv yu). 

由 于 这 个 恒等式 与 复数 模 的 性 质 相 联系 ,与 二 维 柯 西 不 等 式 相 
联系 ,因而 继续 导出 这 道 题目 的 更 多 解法 完全 是 意料 中 的 事 ,不 再 束 
述 .我 们 只 想 指 出 ,有 了 这 点 背景 ,直接 求 出 a ,b,c 并 不 困难 . 首先 
由 中 一 外 一 加 得 


ab -ac~2c*=0, 
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a +2e,. _y3a ,也 
2 2 .3 
化 成 比例 ( 即 把 @ 化 成 比例 ) 


即 


ADE ob 
、 43+24v3 2 » 
人 四 
代入 二 + 029, 
解 出 3 
了 = 二 三 -一 
Vv O91 + 24.3 
从 而 a=- 2 
v 91 24Y3 
人 2y 
b=- 2 二 23 
~ 《91+24， [3 


还 要 指出 ,新 的 解法 对 a >0,b >0,c >0 的 依赖 是 非 实质 的 , 自 
到 最 后 一 步 才 用 到 它 . 这 与 原 解法 中 一 开始 就 用 到 这 一 条 件 有 很 大 
的 不 同 . 

例 4-37 正 五 边 形 的 每 个 顶点 对 应 -- 个 整数 ,使 得 这 5 个 整 
数 的 和 为 正 , 若 其 中 3 个 相 邻 顶点 对 应 的 整数 依次 为 z,y,z, 而 中 
间 的 y<0, 则 要 进行 如 下 的 操作 :整数 z,y,z 分 别 换 为 z + y，- >， 
v1 zz, 只 要 所 得 的 5 个 整数 中 至 少 还 有 1 个 为 负 时 ,这 种 操作 继续 

进行 . 问 :是否 这 种 操作 进行 有 限 次 后 必定 终止 . 
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LIMO， 3 
讲解 这 是 1986 年 国际 数学 奥林匹克 竞赛 中 一 道 较 难 的 题 月 ， 
有 位 美国 选手 给 出 了 一 个 精巧 的 构思 ,证 明了 这 种 操作 进行 有 限 次 
后 必定 终止 ,因而 获 特别 奖 . 其 思路 分 成 三 步 : 
(1) 让 一 种 状态 与 -个 正 整数 构成 对 应 , 即 作 一 个 有 20 项 的 辅 
了 二 ye) 
一 | 二 + 二 > +TyTeidT Drtytutal 
=|z|+|yi tizitlu|l+tivl+irtylt+lyt+z!+ 
Iztul+lutvltlvtrlt+irtyt+er|+ lytztuld 
lz+t+utoul+iutvovtrltlvtrty|+t+ rt 
vtztultlyvyt+ztutvultiztutvtr|lt+lutvt 


zty|+ivtrtytzl. 


已 
。 1 了 十 半 
一 一 一 一 一 
y z ~ 
> 十 > 
诺 4-45 


对 v<0 进 行 -次 操作 便 对 应 另 -- 个 整数 
fi=f(rty, -yy+2z yu). 
(2) 比较 两 次 操作 的 对 应 值 , 有 


fi-f=|lx+2ytztutv|l-|r+i+zt+utwvl. 


但 由 Xt+yt+zt+ut+wvw>0, 


人 D ”记号 光 |z | 表示 |x|+|y|+ [zij+lu|+|v|; 同 样 潮 x? 表示 4 


+ z+ ut+ vw?. 
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知 Tt+zt+ut+v>-y>0. 


i2y<0, _ r+2y+zt+ut+ v0; 
-2(x+ytxt+u tv)<0, rt2ytzt+utv<0. 
这 说 明 , 每 经 -次 操作 ,fF 的 值 严格 减少 且 碱 少 的 值 不 小 于 2. 
(3) 由 于 开始 时 ,了 的 值 是 自然 数 ,经 过 车 十 次 减少 之 后 ,f 就 不 
能 保证 为 正 整 数 了 ,因而 经 有 限 次 操作 必定 停止 [J 
这 个 解法 非常 精彩 ,构造 的 函数 也 有 整齐 对 称 之 美 , 但 总 感到 . 
其 20 项 太 多 . 当 我 们 作 解 题 过 程 分 析 时 发 现 ,辅助 哨 数 的 作用 表现 
在 单调 性 上 ,而 单调 性 的 判断 又 归结 为 两 项 差 
[r+2yt+ztuto|l-|rtztutwvl 人) 
的 计算 ,其余 19 项 都 互相 抵消 了 .由 于 |x 与 天 的 单调 性 是 等 效 
的 ,因此 ,我 们 可 以 把 辅助 函数 f 的 各 个 绝对 值 全 部 改 为 平方 , 令 
-g(rv TU,v) 
ty to ty te to ty tr tu) 
=10(0r2+ y+ zt uto) tl2 vt yt autuvt ar)i 
BCrzt yat evturt wy) 
=0rrtytztutv)+2(r -2 )>+ (vu) + 
(cw) (ua) + (vu vy) ]. 
其 中 的 (Cr+ y+z+utv) 为 常数 , 故 可 把 辅助 两 数 改进 为 
上 三 FUOryvyyzy yu) 
=(r- x) +(vy-u + v) tu r+(v vy). 
末次 操作 的 差 为 
Fi-F=2y(riytztut+v)<0. 
命题 获得 完全 -- 样 的 证 明 . 但 所 构造 的 函数 简单 多 了 ( 却 仍 保持 着 束 
并 对 称 的 形式 六 
例 4-38 正 数 a,5,c,A,B,C 满足 条 件 


也 可 把 斑 写 成 x(xr -xz)ty(y-u)+z(zx— 4)t+ uu -rz)+w(v-y) 等 . 
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at+A=b+B=c+i+C=k. 

求证 aB+6bC+eA<k. 
[ 1981 年 第 21 届 全 苏 数学 竞赛 题 ] 

讲解 ”有 一 个 精美 的 几何 解法 :如 
图 4- 46, 作 一 个 边 长 为 & 的 正三 角形 
PQR ,分 别 在 各 边 上 取 QL = A,LR = 
ua,RM=B,MP=b,PN=C,NQ=e, 
则 有 面积 关系 
DAIRY + SAMPY Tt SANQ. < SpaR， 


即 全 aBsin60" 二 二 Csin60" + LAsin60 < 4 p2sin60, 
得 aB+bC+cA<k .0 
这 种 解法 的 优美 之 处 就 在 于 它 很 平凡 ,无 韭 就 是 "部 分 小 于 全 
体 ,就 是 3 个 三 角形 面积 之 和 小 于 4 个 三 角形 之 和 . 而 这 -事实 可 
以 换 … 种 形式 来 表达 , 当 0 过 4 时 , 连 QM , 则 
SALRM < SAMQR ，? 


SAMPN + SANQL < SAMPN + SANQM = SAMPQ. 


经 过 这 分离 ,新 的 形式 提供 了 新 的 机 会 , 即 摆脱 图 形 ,直接 用 代数 


放 缩 法 求解 . 
证 明 不 妨 设 5 为 a,6,c,A,B,C 中 的 最 大 者 ,有 
aB<AB， 
bC+cASbC+eb= pk. 
相 加 aB+bC+cA<Ek(B+b)=k. 0 


这 个 证 明 没 有 一 点 几何 痕迹 ,但 它 确实 是 由 几何 证 法 翻译 过 来 
的 ,这 可 能 正 是 数学 的 美妙 之 处 ,不 同 分 支 之 间 有 着 内 在 的 联系 , 意 
想不到 的 影响 有 时 会 奇迹 般 出 现在 你 的 面前 . 

“个 好 的 证 明 使 我 们 更 明智 ” 原 苏联 数学 家 曼 宁 这 样 说 . 


工 罗 增 侍 , -个 不 等 式 的 形 数 沟通 .中 学 生 数 学 ,1989,5, 忆 .2， 
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4-2-4 解 题 成 果 的 扩大 


| 
结束 .而 希 尔 伯 特 却说 :数学 问题 的 宝藏 是 无 穷 无 尽 的 ,一 个 问 

多 ， 无 数 新 的 问题 就 会 取而代之 . "叫做 “你 知道 的 越 多 ,不 
则 道 的 也 起 Y。 .于 是 ,客观 情况 需要 我 们 去 思考 :解决 前 一 问题 的 方 
法 是 否 也 能 用 来 解决 后 继 问 题 ? 

可 能 性 是 存在 的 .但 解决 问题 的 方法 很 多 ,有 的 完全 依赖 于 该 问 
题 的 特殊 条 件 , 有 的 则 触及 到 该 问题 的 本 质 .因而 有 的 解法 很 难 作 推 
广 , 充 其 量 只 是 平凡 的 推广 ;只 有 那些 抓 住 问 题 实质 的 方法 才能 提供 
深刻 推广 的 途径 ， 

便于 推广 的 方法 常常 具有 两 个 特征 : 

第 一 .由 于 抓 住 了 问题 的 实质 而 显得 特别 简单 .明了 直截了当 

第 二 .由 于 显示 了 问题 的 一 般 性 ,尽管 步骤 上 不 是 最 简 的 ,但 对 
题目 中 的 特殊 条 件 的 依赖 是 最 少 的 ,常常 是 非 实质 的 . 


例 4-39 算术 平均 式 的 研究 . 
对 a>0,65>0, 有 
J+6 atb 、 
2 > 7 由 


讲解 ”在 这 个 不 等 式 的 众多 证 法 中 ,我们 选 出 两 个 来 . 


、 Q2 十 已 2 ar+62+(a:+b?) 
证 明 1 由 和 3 = 7 
,a+b +2ab 
了 4 
=( 疆 2) 
7 ， 
开 方 即 得 . 口 


证 明 2 Wud 


N 2a? 二 1 rp<! © 
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2 1 2 

(G12) la?) 
1,. ij 

这 两 个 解法 都 用 到 了 二 维 平均 值 不 等 式 ,但 对 二 维 平均 值 不 等 
式 的 依赖 性 质 是 不 相同 的 ,上 证 明 1] 直 接 依赖 于 数字 "2”. 而 [证 明 2] 
是 对 名 中 的 两 个 项 分 别 用 平均 值 不 等 式 , 其实 是 不 依赖 于 数字 “2” 
的 ,字母 增多 时 ,无 非 是 多 并 列 几 项 ;并 且 对 每 一 项 用 平均 值 不 等 式 
时 ,对 指数 及 个 数 的 依赖 也 是 非 实质 的 ,推广 立即 成 为 可 能 . 


推广 1 个 数 推广 
对 a;>>0(i=1,2,…,n), 求 证 
NE ® 
了 [4 
证 明 将 回 变 为 
i 
~ n{ai+ ‘+a?) Nn(alt+ +as) 
| ee 
3 力 一 |. | 1 a 1 一 Un .ol 
TO a Vaan 
A 
2 afte ta 小 二 ta? 可 
=1. 口 


对 照 [ 证 明 2j 可 见 , 这 个 推广 是 十 分 容易 .非常 平凡 的 . 而 沿用 
[证 明 1] 的 方法 来 证 明 就 要 麻烦 得 多 : 
Et 
另 证 7 
Li 


ni 


Dd 


1 4 
=-3[(aft.+as)+ (at+tad) +t (ai + a3)+ e+ 
n 
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(a tas)+ (a3+a3)+(a3t ae) + 十 
(a3+ an) t+(a%1+as)] 
~ | 
> -3 (af+t. tas)+2aa2+2araat "+2a1an + 


2asa3+2araat +2aan t+ +2a, ay | 


加 (2 “二 2 


天 
开 方 即 得 @. 口 ( 另 解 见 例 5 一 22) 

如 果 说 两 个 解法 都 能 进行 “个 数 ” 推 广 的 话 ,那么 [证 明 1] 就 不 
便于 进行 “指数 "上 的 推广 ,更 难于 进行 “系数 "上 的 推广 了 .我 们 用 
[证 明 2] 的 方法 来 进行 4 个 推广 (在 例 2-1 的 最 后 ,我 们 见 过 同样 
的 方法 解决 不 同 的 问题 ). 

推广 2 ”指数 推广 

对 a;>0(i=1,2,…,n) 及 m,n€EN,, 有 


= ni 十 nl 十 四 四 十 m 十 十 oe 
a a “+a a a +a 、 
y I 2 a > 1 2 an 十 
n n 


证 明 将 多 变 为 


m 
m 
a Cr 
AN I 机 <1l 
a 一 RE 四 
强硬 ttar)n™! 


a "| a” 


IN (az 十 “+ am)n”! 


mm 
ui 
i ! 1 了 
mi\aT 十 二 QQ A nn 
7 一个 
1 SN Qi 十 vn 一 国 
22 Vi=1QT 十 ， 十 QZ i=1 nn 


= 二 [1+ (mm-D]=1 [] 
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这 个 推广 显示 了 [证 明 2] 的 方法 功能 ,但 其 "锋芒 "尚未 "毕露 ”， 


下 面 进行 “系数 ”推广 时 ,更 能 反映 这 种 方法 的 优越 .我们 看 到 , 平 
均 数 


a tast ta _af, a. 
n n n n 
1 
每 一 项 a? 的 系数 都 是 一 ,满足 
工 + 工 14+ 工 -1 
n n n 


我 们 在 上 面 的 证 明 中 (特别 是 式 @@ 中 ) 看 到 ,a” 的 系数 相等 是 非 实质 


的 , 换 成 二 ,只 要 满足 


1 ] 1 

ki kT! + 
那么 对 于 式 @ 求 和 时 , 仍 有 

Ke m1l_ 
定 下 13 一 |. 


推广 3 系数 推广 
对 a,>0,k,>0(i=1,2,…,n),m,nEN, , 若 


1.1 .1 
tk + 1, 
mf 
laf a? aT al a2 Cn 
| 证 十 -二 二 之 证 0) 
和 Na © 
证 明 将 @ 式 变 为 
bl. 
aT ,a 
| k, 
a k 1 1 
= | i 。 4 
元 边 一 二 | 二 
A ki k, m1 个 
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| 多 | 
mi iaf a k; | 
| -一 十 … 十 二 

Ai | 
1 mn ) 
| -~ | 
Li. k: Xm ! | 
71 1 QT ,| 了 i=] i | 
| kl kk j 


了 
m 


当 凡 二 2 时 ,有 


[1+ (m1)j=1. 品 


加 一人 2 
2 和 

_ _ 上 
A 人 2 有 
则 有 


OD 


SN 


推论 1 对 a>0,5>0,EN, 及 >0,1>0,A+Aa=T ,有 


m m 
+ i 之 (a+6)”. 


-+ 
a?! A 
对 不 等 式 @ 分 别 取 
一 -之 
(1) A = 7 A2 1+z， 
12) 4 = 5 Ld. 
(2) A M2 


/2 > 2 
(3) Al=sin rx, A = cos. 


推论 2 对 a>0,5>0,xr>0, 有 
1 


ni-1 
(上 十 你) 下 la™+ (+ b” (a 十 p)”™. 


CY 


i 
3) 
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推论 3 对 a>0,6>0,c>>0,d>>0, 有 
a” b™ ~ (atob)™ i 


cml a”™ I (et ad)” 1 


推论 4 对 a>0.5>0,r€ [0,3), 有 


一 i 
Sin” Sr Cos™” “7r 
不 等 式 四 中 正弦 ,余弦 的 指数 是 偶数 ,那么 ,指数 为 奇数 行 不 行 
2 
呢 ” 念 =2m 一 2, 则 ox = 二 ,有 


推广 4 对 ww>0,5>0,REN，,rE (0 本) .有 


， 
a 0 了 E12 ， 
2 + 人 (w+D) 了 2 
SIN XY COS .7T 


a 


等 号 成 立 当 且 仅 当 z=arctan 全 
证 明 将 色 变 为 


b 
EE + +2 E42 Sl 
a 2 2 NR*3 a 2 2 4 
一 -一 一 十 一 -一 一 ~ 一 十 一 一 -一 一 
(Ss cos&r ) (5 cosAr ) 
+2 pp 
2 2 
记 = 一 , 则 
Sin zt COS Lr 
kt+2m | 
jy A A ， 2 
左边 = BA ‘sin x Sin x 十 
A+BA+B 和 水 
[8B . B .Vr...008r 
A +BA+B 
< (二 十 esimz ) 十 (a + kcos x | 
=1. 


等 号 成 立 当 且 仅 当 
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即 tt 


信介 
侍 除 得 tanz = 7 


了 
i 


， 
TIS) 


有 三 arctanA 


也 可 以 把 他 写成 
一 和 + -2 > (anit oi ) 3 
SiNn COS .TT 
kl 
arctan ~ 时 取 等 号 . 
这 “结论 也 可 以 用 例 2- 1 的 推广 结论 来 证 明 ,因为 它们 源 于 辣 
样 的 方法 .由 
Va To) ar 2) (a tb,) 


0 [一 
Vala a, 十 V ada, ， 
2 
有 | a b Yk+2 
| ET 
\ sinkx COSEZ 


Sr cosr/i\sinr cosr 
1 


-| 1 人 (+ 加 ): 


玉生 了 
。 2? 2 .2 = 
( Si 十 Cos Tx) (sin’ x+ cos2 工 ) | 
nn 
1 L 1 A 
了 ki2 
TE Cosekr ) 


Costr COST 
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变形 即 可 得 他. 口 
当 =1 时 ,对 a>0,6>0,7rE (0, 子 ) ,由 GB 有 


a tb 8 


arc an 2 & 时 取 等 号 号 

容易 看 出 ,所 有 这 些 推 广 都 与 [证 明 2] 的 方法 实质 ,书写 格式 相 
癌 . 这 正 是 揭示 问题 实质 的 方法 所 具有 的 推广 功能 .虽然 忆 与 人 已 经 
在 形式 上 有 很 大 的 差别 ,但 当 &=2,x= 才 时 ,各 又 加 到 了 中， 

例 4-40 (Weizenboeck 不 等 式 的 研究 ) 在 全 ABC 中 , 记 a .0、 
c 为 二 边 长 ,A 为 面积 , 则 有 

a + b+ ce 24V3A. 人 

LIMO3 -> ] 

讲解 ”这 个 不 等 式 的 证 法 不 下 十 几 种 ,我 们 来 看 较 有 特色 的 
两 个 . 

证 明 1 记 周 长 为 (e+p+c) 的 正三 角形 的 面积 为 入 , 则 


2 
有 2 十 622 23( 3 


之 4Y3A. 口 
这 个 证 明 的 关键 步骤 有 两 个 ,每 一 个 对 于 字母 个 数 及 字母 指数 
的 售 翰 部 是 非 实质 的 .第 一 步 , 不 等 式 


罗 增 儒 . 另 数 y= 一 < + -地 -最 小 值 的 初等 求法 .数学 通讯 ,1988.12， 


SHU [me 


P.21. 


可 推 1 为 


Cd +a 字 十 …… 十 a 之 n 人 - 机 + Qn ). 
筷 “ 步 ， 周 长 为 定 值 的 “角形 中 ,正二 角形 的 面积 最 大 "可 推广 
为 " 周 长 为 定 值 的 西边 形 中 , 正 ， 边 形 的 面积 最 大 ", 因 此 ,有 
推广 1 在 边 形 AA2… A 中 , 记 QQ2 dd, 为 n 条 边 长 ， 
人 A 为 面积 , 则 有 


pe 
rT 了 


2- 元 12 J 
QT 十 CC 十 、… 十 c | 4n m Atan 一 | (2 


ni 
证 明 记 周 长 为 (a + 4+…+a,) 的 正 边 形 的 面积 为 Ao , 则 


1 2 
- /QIT+TC2 十 十 cn 
sa tt 


4 nn 
有 aY 十 a 十 ,十 人 


>>|14m 这 Atan 亚 | ，[ 
证 明 2 由 海伦 公式 有 
16A: = (az2+02+c2)2 一 2(044+ 04+c4). 
因而 由 柯 西 不 等 式 有 
4VY3A+2(a?+ 6?+c?) 
= (4A).V3+ (HW2a2) V2 + W260) YD + (Ic)y2 
V16N +2(ad +t hi tc) /31I ITD 


=3(a?+6?+e). 


移 项 即 得 . [] 
这 个 证 明 的 实质 步骤 是 用 到 了 四 维 柯 西 不 等 式 ,出 现 的 两 组 
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(4A,V2a2,v202,v2c2)， 
(Y3W2 W242) 
语 者 是 前 者 当 a = p= 1 时 的 竺 全 ， 将 第 .组 数 - - 般 化 ,得 
(4A,Y2 Da 20: 2 2 ) ， 
(4A 5 ,25 vaci)， 
4 然 还 能 应 用 四 维 柯 西 不 等 式 ,这 就 得 出 了 涉及 两 个 三 角形 的 
Pedoe 不 等 式 . 
推广 2 设 和 ABC 与 全 A1BjC 的 边 长 分 别 是 x ,b,c 与 Gil， 
bc 它们 的 面积 分 别 为 A,Al. 则 
aa2t+pb2 +e2)+bi(a ~-b? +c2)+cei(a2+p2 -e266AAL. 全 
等 号 当 且 仅 当 全 ABCOAA1B1C! 时 成 立 
证 明 将 @ 变 为 3 
16ANS(al+b toe)(af+t otte?) "2arafT + 0 bit eel). 
由 柯 西 不 等 式 有 
16AA +2(a2at+b20+c2c 人 ) 
=(4A)(4A1) + (Ia2)(V2a1)+ (V262)(V26)+ (V2c2)(Y2c1) 
< 16N +2(ar + br +e ) 16M +2(af + b1+ et) 
=(a2+b2+e? 2)(at+ pz+ct ) 
变形 即 得 . 口 
原 不 等 式 还 有 -一 个 加 强 
a2+b2+cz4V3A+(a -bj2+( ceDTCc 一 ea 六 
留 给 读者 去 证 明 . 
例 4-41 (从 三 维 平均 值 不 等 式 到 维 平均 值 不 等 式 ) 对 a; > 
0,(i=1,2,…,7n), 记 
tt ta 


”2 nn ’ 


和 4 此 式 当 a=a1,b=bi,c= cl 时 ,正好 取 等 号 得 出 海伦 公 ; 、 
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~ nf 
(r=y CHC2 Cn 


则 有 4 过 Cn . 全 
讲解 ” 当 )=3 时 ,不 等 式 人 加 为 

Ql1t a2t+ a3.. -一 一 一 i 

一 alazd3. 全 


很 早 就 有 -一 个 经 典 的 证 明 : 


altay+ay 
43 = 一 一 一 一 一 


3 
tataat A 
4 
十 十 , 
_ ;3 .43 人 | 3 
2 2 2 
1 一- oo 
之 FY QTC2 +V aasA3) (1) 
~ 三 一 -一 一 一 上 四 
-PPV V aya2y a3Aa, (a 
有 即 Ai>ajara3Aa, 
, 、 入 一 一 一 、 、 
得 A;3 之 V aiaad3i=G3. [LL (OY 


全 是 ,很 长 … 段 时 间 人 们 未 能 用 同样 的 步 嗓 来 处 理 --- 般 情况 . 原 
因 是 没有 抓 住 每 一 步骤 的 实质 .请 看 我 们 的 分 析 . 
(1) 步骤 呈 式 的 意思 是 把 A; 退 为 A; ,分 解 为 两 个 ”一 维 算术 平 
均 数 .有 循环 方程 
As= (As+ 35]. 
其 推广 形式 是 ,把 A, ;| 退 为 A, ,分 解 为 两 个 “n 维 算术 平均 数 ”, 有 
循环 方程 


ar (7 一 AT] 个 
nt 一 一 一- 一- -一 | 风 
nn 上 


(2) 由 式 加 到 加 的 含义 是 对 As 的 低 -一 维 情况 ,用 -: 维 平均 值 不 
等 式 . 相应 地 的 |, 式 便 应 对 A, ,1 的 低 一 维 情 况 ,用 维 平均 值 不 等 
式 A, 之 Gu( 这 可 以 由 数学 归纳 法 的 假设 来 保证 ). 即 由 他 ! 得 


Ai= 本 | A， 十 
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A GTVGA @ 
(3) 由 式 @ 到 @ 的 含义 是 应 用 A2 之 Goa( 当 n=3 时 ,第 (2) 步 与 
第 (3) 步 形式 上 -- 样 ,但 性 质 有 区 别 , 前 者 是 降 一 维 处 理 , 后 者 是 . 维 
处 理 ) .其 -- 般 形式 是 由 人 @! 得 
AD (0 +Var A ) 


广 - i 一 -一 工 
NY Cr V an + 1A% + | 


2 一 了 _ 
一 、/ -- -1 A\ 
=V aad “aantiAntrl, (1 
< JE ZE nt yy、 <、 
变形 得 人 1 之 Var (7 


把 这 些 实质 步骤 串联 起 来 , 即 可 得 不 等 式 中 的 数学 归纳 法 证 明 . 
证 明 当 =2 时 ,A, 之 G, 成 立 . 
假设 n= 上 时 ,有 


A 之 Gi. 
则 Axri= [+ A t -DA 
1 
=7ELkArt arrit (k-1)Ar i!) 
1 aptr1t+ (k—1)Arri 
= 了 [Ai+ | 


1 一 了 二 
>7 (6G, tarriAs ) 
SV Gr Var iad 
=Vaia "aarriAl!, 
有 AA 和 1 之 (全 AAA 
得 Axsrl 之 Grl. 
这 表明 ,不 等 式 对 n = 上 +1 时 成 立 . 
由 数学 归纳 法 知 不 等 式 趾 成立. 口 
用 逆向 归纳 法 证 明 本 题 见 例 5 一 8(P.284). 
例 4-42 在 入 ABC 中 ,证 明 
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cosAcosBeosC<E. 
讲解 ”此 题 的 解法 很 多 , 先 看 较 常 见 的 - -种 . 
证 明 1 不 妨 设 人 ABC 为 锐角 三 角形 (否则 左边 为 非 正 数 ,时 
然 小 于 ), 有 
cosAcosBeosC 
= 广 [cos(A ~ B)+cos(A + B)]JeosC 


= [cos(4 - B)~ cosC JeosC 


, [sos(4 一 已) 一 cosC+ ssc] 
2 


= Scos(A—B) 


、 cos( A —B)- cosC= cosC, 
等 号 当 A-B=0, 
即 A=8=C=60" 时 成 立 . 口 
这 一 解法 直接 依赖 于 三 角形 ,对 于 空间 四 面体 没有 任何 启示 .再 
看 男 一 解法 . 
证 明 2 不 妨 设 公 ABC 为 锐角 三 角形 ,由 射影 定理 ,有 
a = beosC + ccosB>2 V becosBeosC. 


同 理 b>2 V accosA cosC, 
Cc 之 2 v abcosA cosB. 
相 乘 并 约 去 abc ,得 
1>8cos4 cosBcosC ， 
即 cosA cosBcosC < 二 口 


这 个 证 法 整齐 、 对称. 十 分 优美 , 仅 用 到 射影 定理 ,或 说 揭示 了 不 
等 式 与 射影 定理 的 内 在 联系 ,这 是 本 质 的 .因为 射影 定理 在 三 维 空间 
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出 存在 ,推广 立即 成 为 可 能 . 

推广 设 A1A;A;As 是 空间 中 的 一 个 四 面体 .043, 013,014， 
0%3,054,904 是 6 条 楼 AAAIA ,AIAAA AAAA4 上 的 
下 曾 负 的 平面 角 . 如 果 这 6 个 角 都 是 锐角 ,证 胃 


-1 


COSO 12COSO acOsO 1acos0 3c0s02, CosOu 6 . 
证 明 设 四 面体 的 4 个 面 的 面 
积 为 
S1= SAA A 
S2= SAaa A 
S37 SAA A 
D4 = Sas AA, 
过 Ai 作对 面 的 重 线 AJH, 父 
人 4:43A44 于 五 , 则 有 


4 


图 4-47 


S1 = Sapna, +SAHAA SAHAAI 


一 Gaocos034 十 9S3cosD24 十 S4cos023. 


这 就 是 空间 射影 定理 ,有 
SI 之 3 VY SS3S54c0s073008024c0s034 。 
同 理 9 之 3 VY S153S4008013c0s014C0s034 9 


S3 之 3 VY SS Sicosglcosbl4cos624 ?9 
9S4 之 3 SS 5S3c0s0 cosgljcosg23 ， 
相 乘 并 约 去 S1SzS3S4, 得 


2 
1 闻 34(cosgcosgljcosgij4cosg23cosg24cos034)3 . 


即 cosgiacosgiacosblucosgzacosgotcosbat< 


costa , sinta 
一 一 十 =1， 
例 4-43 已 知 cosz8+ sini8 
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求证 S38 + san8 -1 oO” 
cosa Sa 
证 明 1 已 知 条 件 表明 点 
人 cosia sina | 
cosp ” sing 
在 单位 圆 上 ,又 由 显然 的 恒 区 
ge cosp + Sine np ‘sinp= 1 
知 ,4 点 在 过 有 (ecos8,sin3)( 也 在 单位 圆 上 ) 的 切线 
XeosB+ ysing= 1 


上 .由 切 点 的 惟 性 得 A,B 重合 


| si Cr 
= sinp, 


即 , jcos’ a = cos: pb, 四 
lsinza=sin28. 
cos B sin B - =cosp+sin28=1. 癌 
cosa sin2a 
这 个 解法 充分 利用 了 条 件 的 特殊 性 , 既 简捷 又 精巧 .但 它 依赖 于 
i 结构 .依赖 于 指数 为 偶数 , 作 指 数 推广 时 ,受到 限制 . 
证 明 2 由 平均 值 不 等 式 有 


cosa + cos :p>2c0s’a， 人 
cos2B 

4 
Sim w ~、 
> + sin B22sin’a. 中 
Si 人 


工 ”这 里 的 处 理 方法 与 例 4 - 35 的 证 明 5 相同 , 因而 不 难 改写 成 配方 的 珍 
式 .事实 上 ， 已 知 条 件 等 价 于 (Se cos8) !( 尘 和 ing) =0. 请 继续 参见 
例 6- 一 79， 
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4 4 
相 加 2= cos + cos2B 十 Sin + sin’ p>2. 
这 表明 式 @ .由 同时 取 等 号 ,有 
4 
COS 二 2 
cos:B cos 有， 
sin a = sin? 
Slti 


这 与 式 @ 是 等 价 的 ,命题 得 证 . 口 
这 个 证 明 的 关键 是 由 @ .图 导 出 四 ,而 四 .图 对 于 “个 数 " 与 “ 指 


数 "都 是 可 以 推广 的 . 


n+2 +2 
推广 题 已 知 Sos -ce + sme 一 1， 
cos"p sin’"p 
让 
COs"a Sin”a 
证 明 (习题 一 第 9 题 ) 由 平均 值 不 等 式 有 
nt2 n+2 
+ + cos B+ +cos b(n+2)cosra, 
sin”'2¢ sin 2a 
3 + sinmB+.+sin p>(n+2)sin’a. 
Sin"p sn 一 一 一 人 一 一 
cos" za sin 2a 
相 加 n+2-2| i +t )+ n> +2. 
cos"B Sin 有 
这 表明 上 述 三 个 不 等 式 同时 取 等 号 ,有 
+2 
Ses 元 “=cos2p， 
Lh 
sin" a 三 sinz8 
sin”p ” 
cos”"'2a = cos”"'2B, 
得 2 2 
lsin” a= sin” “BP. 


+ n+ 
cos" 2 有 8 + Sin” 28 
CoOs"a sin”"a 


由 上 面 一 些 例子 的 讲解 可 以 看 到 ,分 析 解 法 中 每 一 步 的 实质 是 


= cosza +sin2a =1. 
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捕 提 实质 性 解法 的 有 效 手段 ,而 -- 旦 抓 住 了 实质 性 解法 ,推广 的 前 景 
使 一片 光明 . 


习 题 四 


1.“ 正 在 花园 里 玩 机 的 孩子 们 都 是 你 家 的 吗 ”” 客 人 间 道 .“ 那 些 
护 子 是 4 家 的 主人 回答 说 我 家 的 最 多 ,我 兄弟 家 的 少 些 ,我 妹妹 
家 的 更 少 ,我 堂 兄 家 的 最 少 . "接着 他 又 说 :“ 他 们 最 爱 玩 的 是 棒球 .但 
人 数 不 够 分 成 两 个 队 ( 每 队 9 人 ). ”他 沉思 着 说 :“ 说 也 奇怪 ,这 4 家 
孩子 数 之 积 恰 是 我 家 的 门牌 号 数 ,这 是 你 进门 时 看 到 的 .” 

客人 说 :“ 我 对 对 付 付 可 以 算 个 数学 家 ,让 我 试 试看 能 否 算出 各 
家 孩子 的 数目 ." 他 算 了 一 下 说 :“ 我 还 需要 知道 一 点 情况 ,你 堂 兄 家 
有 -个 小 孩 吗 ?主人 答复 了 他 的 问题 .之 后 客人 说 :知道 了 你 家 的 
门牌 号 数 与 你 对 我 的 问题 的 答复 ,我 现在 可 以 推算 出 每 家 小 孩 的 确 
切 数目 了 " 问 这 4 家 每 家 各 有 几 个 小 孩 ? 

2. 由 于 检验 计算 机 程序 的 需要 ,斯 坦 福 大 学 的 麦克 锡 提出 -个 
逻辑 难题 ,S 一 P 谜 题 ; 自 然 数 m,n 满足 2 志 m 志 nn 志 99.S 先生 知 
道 它 们 的 和 s,P 先生 知道 它们 的 积 p .对话 如 下 : 

S 说 ,我 知道 你 不 知道 这 两 个 数 是 什么 ,但 我 也 不 知道 . 

P 说 ,现在 我 知道 这 两 个 数 了 . 

S 说 ,现在 我 也 知道 这 两 个 数 了 . 

试 由 条 件 及 对 话 确定 1 ,nn. 
求解 以 下 3~6 题 ,并 用 系统 方法 论 的 观点 作出 解释 . 
3. 已 知 z,yER, 且 
zy+2y<0， 
求证 xz 十 办 +6z+8>0. 
4. 求证 入 ABC 为 等 腰 三 角形 的 充 要 条 件 是 
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cossA sinA 1 
cosB sinB 1 
cossC sinC 1 
5. 有 两 个 同心 贺 盘 ,各 分 成 ”个 相等 的 小 格 ,外 盘 固 定 , 内 盘 可 
以 转动 ,内 外 两 盘 小 格 上 分 别 填 有 实数 
Q1 42，”…，Qn， 


bi,b2 ,Db,. 


=0. 


且 满 足 
al+a2+…+ar<0， 
bitb2t+:+b,<0. 
证 明 可 将 内 盘 转 动 到 一 个 适当 位 置 , 使 两 个 盘 的 小 格 对 齐 ,这 
时 ,两 个 盘 ”个 对 应 小 格 内 数字 乘积 的 和 为 一 正 数 . 
6. 分 别 举 一 个 例子 说 明 解 题 中 的 
(1) 系统 与 要 素 ; 
(2) 过 程 与 状态 ; 
(3) 结构 与 功能 . 
7. 将 下 列 不 等 式 转化 为 二 次 曲线 问题 然后 求解 : 
(1) xz*+2xr - 80; 
(2) xz*+8x +15>0; 


(4) 3<|5-2z|<9; 
(5) V ri -4r+8+V 1r +4r+8<6. 
8. 构造 方程 求解 下 题 : 
已 知 Qa +36b+c=0, 
9d +3e+ f=0. 
求证 (cd ~ af)*= (ae — bd)(bf— ce). 
9. 用 10 种 方法 ,从 不 同 的 角度 寻找 解 题 思路 . 
证 明 ”对 于 任意 实数 1 ,复数 
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z=V |eost| +v lsint li 
的 机 ; = |z| 满 足 r<W2. 
[1983 年 高 考题 ] 
10. 从 知识 链 上 寻找 多 种 解法 ,证 明 
QC 十 bdSV al+b DV etad?. 
11. 用 例 4 - 39 的 方法 证 明 , 对 nEN, ,a >0,65>0, 有 


< /ee 
12. 证 明 例 4- 40 的 加 强 , 在 全 ABC 中 ,有 
a +b?2+ce4Y3At (a-6)+(6-c) +(c-a). 
13-1 将 半径 为 RR 的 4 个 球 两 两 相 切 地 放 在 桌面 上 , 求 上 曾 
-个 球 的 球 心 到 桌面 的 距离 . 

理解 本 题 求解 方法 的 关键 ,再 解 下 面 的 题目 . 

13 一 2 将 半径 为 1 的 4 个 球 两 两 相 切 地 放 在 桌面 上 ,现在 想 在 
4 个 球 中 间 放 一 个 小 球 ,使 这 个 小 球 与 已 知 的 4 个 小 球 都 相 切 , 试 求 
这 个 小 球 的 半径 . 

13-3 将 半径 为 1 的 4 个 球 两 两 相 切 地 放 在 一 个 大 球 里 ,并 且 
使 大 球 与 它们 相 切 , 试 求 此 大 球 的 半径 . 

13-4 在 一 个 半径 为 R 的 大 球 里 有 8 个 半径 相等 的 小 球 都 与 
大 球 相 切 且 切 于 大 球 S 的 一 个 大 圆 上 ,这 8 个 小 球 每 相 邻 的 两 个 又 
互相 外 切 , 存 大 球 和 诸 小 球 之 间 再 放 一 个 球 Si, Si 与 大 球 内 切 与 8 
个 小 球 外 切 , 试 求 S| 的 半径 . 

13-S$ 在 半径 为 R 的 大 球 里 有 8 个 半径 相等 的 小 球 与 其 内 
切 ,这 8 个 小 球 的 球 心 在 一 个 正方 体 的 顶点 上 且 相 邻 的 两 个 互相 外 
切 , 试 求 小 球 半 径 . 

13-6 平面 上 有 4 个 半径 为 R 的 大 球 , 其 中 3 个 两 两 外 切 , 第 
4 个 球 与 前 3 个 中 的 两 个 相 外 切 ,4 个 大 球 球 心 在 同一 平面 上 .在 这 
4 个 大 球 的 上 面 再 放 两 个 互相 外 切 半径 相等 的 小 球 , 并 同 3 个 大 球 
相 外 切 . 求 大 球 与 小 球 半径 之 比 . 
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14. 已 知 a,b,c 是 方程 
x +Ar*+Br+1=0, 
的 3 个 根 , 求 值 
DT 
(提示 :参见 例 4-9、 例 2 一 5) 
分 析 1$ 一 16 题 中 的 “思考 ”, 知 难 而 进 , 找 出 一 个 直接 运用 数学 
归纳 法 的 证 明 . 


15. 设 0<a<1, 定 义 a1=1+ayant1= 汪 +a(n 之 1). 证 明 对 


一 要 有 a,1. 
思考 :显然 有 ci >1; 但 若 设 a >1, 则 不 能 推出 cs,i > 1, 央 为 
把 ug >1 代入 递 推 式 
nri= ta< +a=li+a. 
不 等 号 的 方向 是 相反 的 . 


所 以 ,这 道 题目 不 能 使 用 数学 归纳 法 来 直接 证 明 . 
16. 证 明 


l 1 
S,=1+7 t+ 
思考 : 显然 有 Si=1<2; 但 若 设 S <2, 则 不 能 推出 Sri<2， 


因为 把 SS<2 代入 递 推 式 
Shiri= Sktarri<2+， 


<2. 


有 2+ 二 永远 大 于 2， 
所 以 ,这 道 题目 不 能 使 用 数学 归纳 法 来 直接 证 明 . 
分 析 17 一 25 题 的 求解 ,或 作出 改进 \ 或 作出 推广 . 
ziz2+ Azi + Az;=0, 


其 中 A 为 不 等 于 0 的 复数 ,证 明 


248 数学 解 题 学 引 论 


(1) |zi+Allzz+A=|1A|2; 


zit+A zi+A 
= || 
[1987 年 高 考 理科 第 六 题 ] 
解 (1) 略 . 


(2) 由 4 天 0 和 (1) 的 结论 知 zs + 4 天 0. 
zi+A (zi1+A)(z2+A) 
z2+A (z+A)(zs+A) 
_ ziz2+ Az!1 + Az;+ AA 
jz2+Al? 
__lIAF 

|z2+ Al? 


利用 (1) 的 结果 


zitA |zitA||lz .+Al| 
z2+A | zz 二 入 | 
_|z1+ 人 | 
|z2+Al| 
zit+A 
|. 
18. 如 图 4- 48 ,圆柱 的 轴 截 面 ABCD 
是 正方 形 ,点 在 底面 的 圆周 上 , AF 上 
[并 ,下 是 垂 足 . 求 证 AF | DB. 
[1995 年 高 考 理科 23(1) 题 ] “KR C 
解 ”根据 圆柱 性 质 , DA 上 平面 ABE. 
因为 ”EBC 平 面 ABE 
所 以 ”DALEB. 
因为 AB 是 圆柱 底面 的 直径 ,点 玉 在 4 B 
圆周 上 ,所 以 AE | EB， . 
又 AENAD=A, 图 4 48 
故 得 EB 上 平面 DAE 
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因为 AFC 平 面 DAE 

所 以 EB | AF， 

又 AF | DE,B EBNDE=E, 
故 得 AF | 平面 DEB 

因为 DBC 平 面 DEB， 

所 以 AF .| DB. 口 


(提示 ;直接 利用 三 垂 线 定理 ) 
19. 已 知 二 次 函数 y= ?一 mr + (m2) 的 图 像 与 x 轴 交 于 
4 ,日 两 点 , 且 |AB|= 3 ,抛物 线 的 顶点 为 C, 求 人 AHC 的 面积 . 


[ 某 地 中 考题 ] 
解 ” 设 两 根 为 xi,zz, 则 
XIt+ XT2=m, 
TIT2=m 一 0; 


从 而 1AB|= |zi- zx2l 
=V (x1+ x2) — 4717: 


=V m*-4m+8 
_5 
2 - 后 4-49 
得 4m’*-—16m+7=0; 
_。 7 7 3 
有 mi= 方 ,从 而 ?一 z 一 广 工 + 
或 加 1= 方 ,从 而 y= rr ?一 x- 闻 . 
_4ac 一 b* 25 
两 种 情况 下 均 有 y= 4 -16 
所 以 Sanpc= 广 |AB||y.| 
-1.5.25 
2 2 16 
_125 
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20. 求 sin220' + eos2S0" + sin20"cosS0" 的 值 . 
[1995 年 文科 高 考 第 (23) 题 ] 

解 设 x = sin?20° + cos:50° + sin20"cos50"， 
配对 y= cos?20" + sin250" ~ cos20°sin50° ; 


1 
则 z+y=2 -sin30' =3 . /AN 
TX-Yy = ~ cos40° + cos100° + sin70° 4 图 4 
= 一 2sin70" sin30° + sin70” 


= — sin70° + sin70° B 
一 0. 图 4- 30 


从 而 得 。 z+=y= 妆 . 口 

(提示 : (1) 如 图 4--50 中 ,直径 AC=1, 人 ACB = 50°, 人 人 CAD 
=20" ,指出 x ,y 的 几何 意义 ;(2) 将 题 中 的 角度 --- 般 化 为 a,p.) 

21. 某 轮船 公司 每 天 中 午 都 有 一 舟 轮船 从 哈佛 开 往 纽约 ,并 且 
每 天 的 同 -时 刻 也 有 一 稻 轮 船 从 纽约 开 往 哈 佛 . 轮船 在 途中 所 花 的 
时 间 来 去 都 是 7 昼夜 ,而 且 都 是 匀速 航行 在 同一 航线 上 . 问 今天 中 午 
从 哈佛 开 出 的 轮船 ,在 开 往 纽约 的 航行 过 程 中 ,将 遇 到 几 艘 同一 公司 
的 轮船 从 对 面 开 来 ? 

解 ”如 图 ,这 是 一 个 “无 字 的 证 明 ”: 


0123456789101 121314 
钢 4-5S1 


(提示 :相遇 时 ,两 船 航行 的 时 间 之 差 必 为 整数 个 及 夜 . ) 
22. 若 2z + yy 之 1, 试 求 函数 
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w=y ~2y+r2 td4r 
的 最 小 值 . 
解 ”湖南 数学 通讯 1988 年 第 1 期 P. 10 处 理 如 下 : 
若 采用 纯 代 数 的 配方 . 消 元 等 方法 求解 ,显然 是 繁杂 的 ,我 们 注 
意 到 所 给 条 件 2r + y 之 1 为 坐标 平面 中 的 一 个 区 域 , 所 求 浙 数 义 对 
应 一 条 二 次 曲线 ,因而 很 自然 地 可 借助 于 图 形 的 菜 些 启示 . 
设 P(x,y) 是 坐标 平面 Oxy 中 
的 一 点 , 作 直 线 /: 
2z7+y-1=0. 
因 2x + y 之 1, 则 已 点 只 能 取 自 / 的 
右上 方 ( 包 括 !) 区 域 . 
同时 ,由 函数 式 变形 得 
(r+2)+(y-1)=w+s5. 
这 表明 P(x ,vy) 在 以 点 O'( 一 2,1) 为 
圆心 ,r = V 去 计 5 为 半径 的 圆 上 . 同 加 
时 ,半径 /又 为 P 到 0O 的 距离 ,而 P 
只 能 取 / 的 右上 方 的 点 .因而 我 们 作 OA 1 171,A 为 垂 足 . 则 当 P 取 
为 垂 足 4 时 ,半径 >( 因 而 w) 最 小 . 
因 过 O 且 垂 直 于 /7 的 直线 方程 为 


y y= 一 少 (z+2)+1. 


解 得 垂 足 A 的 坐标 为 -七 全 ， ,)， 又 


1O0A1= 12(-2)+1-1|. 
A 


故 得 出 z= - 全 ,y= 了 时 ,zw 有 最 小 值 ~ 儿 . 口 
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(提示 : 既然 w 在 1 与 QO’ 的 切 点 处 A 取 最 小 值 ,那么 可 以 配 
-_2._9 
方 ,使 x= 5'y7 3.) 


3 3 
23. 设 se - Ian_6 -= 1(w ,6 为 锐角 )， 
Seca tana 


py csc0 cou0 _ 

试 证 csca cota = 上 

解 ”这 是 数学 通报 1991 年 2 月 号 问题 解答 第 697 题 ,第 3 期 
P.46 给 出 的 答案 如 下 : 
由 已 知 得 。 sec6 _ tan0 - 


7 2 
sec’0 ~ tan’6, 
Seca tana 


sec30 tan30 加 2 2 
seca™ tana; 
Seca tana 
即 seczb(secg — seca ) _ tan20(tan0g ~ tana ) 四 
seca tana ’ 
sec30 — sec? _ tan’b ~ tania 四 


Seca tana 
易 知 ,a = 0 时 ,结论 显然 成 立 .车 a 隆 9, 由 @ 二 整理 得 


seczg + secgseca +secza tan0 +tangtana + tan2a 


sec20 tan20 
即 seca _ tanza ，seca tana =(0 
sec0 tan2g secg tang 
， SecQa tana seca | tana 
所 以 (3 ne (eg + tang + 1)=0. 


由 于 a ,0 为 锐角 ,得 
seca _ tana _ 
secg tang 

即 coSO sina "cosO _ 
cosa cosa'sin@ 

于 是 sina = sin9 ,这 与 a 关 9 矛盾 ,因此 a= 9. 故 

3 3 
csCO cot -1 口 
Csca cota 


和 
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(提示 : 证 a=0 对 于 结论 不 是 必要 的 0. ) 
24. 解 方 程 组 
{0 ~y)+v y(l -7r)=m, 
Vr(l—-x)+tv yl-y)=n. 
其 中 m,n 是 实数 . 
解 ”这 是 《数学 通报 》1964 年 第 7 期 问题 解答 第 542 题 ,第 8 期 
P.51 给 出 的 答案 如 下 ,一 直 为 各 书刊 所 沿袭 : 
因为 m,n 是 实数 ,所 以 0 委 z 委 1,0 委 y 委 1. 令 rz=sinza,y= 
sin28 , 则 


| sinacosB + cosasinp = m, 
sinacosa + sinBcosB = 1， 
即 [sin(a + B)=m, 
sin2a + sin28 = 2n,， 
sin(a + 8)=m, 
或 . / 
sin(a+ B)cos(a ~ Pp)=n. 
当 闫 天 0,12 委 | 和 | 委 1 时 ,我 们 有 
a + B=arcsinm, 
i 
a — P=arccos 1? 
_1 » 7 
a = 7 (arcsnm + arccos ， 
所 以 
-ee 
B > (arcsinm ~ arceos mm )， 
z=sinm 3 (arcsinm 十 arccos | ) 
从 而 | 
y= sin2 7 (arcsinm 一 arccos 六 ) . 


当 二 n=0 时 ,由 原 方程 立即 得 出 


QD 罗 增 颂 . 解 题 坐 标 系 的 构想 .中 学 数学 (武汉 ),1992,3 例 6,P.4. 
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r=0, r=1, 
y=0, y=1. 

(提示 : 解答 是 否 完整 ? 答案 表达 式 是 否 最 简 ?) 

25. 三 角形 内 有 ?2 个 点 ,把 这 n +3 个 点 作 连 线 组 成 互 不 相交 
的 小 三 角形 ,这 样 的 小 三 角形 有 和 多少 个 ? 

解法 1 设 有 z 个 三 角形 , 则 其 内 角 和 一 方面 为 zr, 另 方面 ,二 
角形 内 每 … 点 对 应 一 个 周 角 , 原 三 角形 的 三 个 顶点 对 应 一 个 平角 ,有 


XARA=n'2n+ x. 


得 x=2n+1. [0 
解法 2 设 有 a, 个 三 角形 , 易 知 有 
人 
Qtr17 Qk +2 图 14-53 
解 得 an =2n+1. 


(此 解法 默认 了 前 分 的 惟一 性 ,请 思考 是 否 合理 ?) 
解法 3 视 平面 图 形 为 空间 简单 多 面体 的 投影 . 设 小 三 角形 有 
7 个, 则 
V=zrt+1, E=n+3, F=22 D0. 


代入 欧 拉 公 式 V+ 玉 一 下 =2, 可 解 得 
z=2n+1. 器 
(提示 :分 别 作 出 推广 ) 
26. 用 物理 知识 证 明 中 
3 


RT 2 + -1 
cos FT 了 -C87F+cs TT 


(参见 例 6 一 116) 


中 ” 罗 增 颂 . cos 了 COs 他 + cos 闻 = ; 的 10 种 证 明 . 湖南 数学 通讯 ， 


1985,5,P.4. 
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本 章 讨论 与 解 题 方法 有 关 的 几 个 问题 ,如 数学 方法 的 文化 审视 ， 
解 题 方法 的 研究 课题 ,反例 的 作用 与 构造 .重点 是 提出 方法 全 究 应 深 
人 进行 的 6 个 基本 问题 ,作为 示范 ,介绍 了 配方 法 的 研究 . 


5 一 1 数学 方法 的 认识 


对 于 数学 方法 有 不 同 角度 .不同 层次 的 认识 ,我 们 先 从 方法 
说 起 . 

S-1-1 方法 的 理解 

对 于 “方法 ”的 含义 ,古今 中 外 ,人 们 从 不 同 的 角度 作 过 不 同 的 
理解 山 . 

1. 方法 是 一 种 规则 和 标准 

《 墨 子 . 天 志 》 中 记载 , 轮 人 有 规 , 匠 人 有 和 矩 @.“ 今 轮 人 操 其 规 , 将 
以 量度 天 下 之 圆 与 不 圆 也 , 曰 :中 吾 规 谓 之 圆 , 不 中 吾 规 者 谓 之 不 圆 . 
是 以 图 与 不 加 可 得 而 知 也 ,此 其 故 何 ?” 是 圆 法 明 也 .友人 亦 操 其 定 ， 
将 以 度量 天 下 之 方 与 不 方 也 ,日 :中 我 抑 者 谓 之 方 , 不 中 我 矩 者 谓 之 
不 方 .是 以 方 与 不 方 和 兽 可 得 而 知之 .此 其 故 何 ? 则 方法 明 也 ”. 

2. 方法 是 一 种 道路 和 途径 


全 ”参见 《自然 辩证 法 研究 》1986 年 第 四 期 , 韩 增 禄 文 . 
规 即 圆规 ; 矩 是 由 长 短 两 直 尺 相交 成 直角 的 拐 尺 , 尺 上 有 刻度 , 短 尺 为 
勾 , 长 尺 为 股 《 和 孟子》 日 : “不 认 规 矩 ,不 能 成 方圆 .” 
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17 世纪 美国 哲学 家 霍 布 斯 认为 ;在 哲学 里 ， 方 法 "就 是 根据 结 
果 的 已 知 原因 来 发 现 结果 ,或 者 根据 原因 的 已 知 结果 来 发 现 原因 时 
所 采取 的 最 便捷 的 道路 .” 

3. 方法 是 一 种 工具 和 手段 

黑 格 尔 在 他 的 《逻辑 学 中 明确 指出 :“ 在 探索 的 认识 中 ,方法 也 
就 是 工具 ,是 主观 方面 的 某 种 手段 ,主观 方面 通过 这 个 手段 和 客体 发 


4. 方法 是 一 种 程序 和 结构 

业 里 士 多 德 把 逻辑 证 明 的 方法 称 为 “科学 的 实际 程序 ”. 弗 兰 西 
斯 培根 把 实验 方法 称 之 为 "实验 程序 ”美国 科学 哲学 家 约翰 ' 洛 西 
认为 :科学 方法 …… 的 主题 是 各 门 学 科 的 程序 和 结构 .” 

5. 方法 是 一 种 技巧 和 艺术 

贝 弗 里 奇 把 他 论述 科学 研究 方法 的 著作 命名 为 《科学 研究 的 艺 
术 》. 意大利 学 者 佩 拉 在 痰 到 方法 的 含义 时 认为 :“ 首 先 ,科学 方法 是 
-个 程序 ……; 其 次 ,科学 方法 是 一 套 规则 ;第 三 ,科学 方法 是 一 种 概 
念 上 和 操作 上 的 技巧 ,由 于 它 的 作用 ,由 程序 构成 规则 规定 的 -个 步 

6. 方法 是 一 种 理论 知识 的 实际 应 用 

原 苏联 学 者 什 托 夫 认 为 : “理论 和 科学 方法 之 间 的 区 别 是 相对 
的 ,其 全 可 以 说 ,科学 方法 就 是 理论 的 实际 应 用 ,就 是 行动 中 的 理 
论 ." 原 苏联 学 者 萨 奇 柯 夫 也 断言 :真正 的 科学 方法 就 是 行动 的 理论 . 

7. 方法 是 一 种 理论 知识 的 自我 认识 

黑 格 尔 在 谈 到 “真正 的 哲学 方法 "时 指出 : 这 个 方法 就 是 关于 届 
辑 内 容 的 内 在 自身 运动 的 形式 的 意识 .” 

8. 方法 是 适当 的 整理 和 排列 

第 卡 儿 说 :所 谓 方法 就 是 把 我 们 应 该 注意 的 事物 进行 适当 的 整 
理 和 排列 . 

9. 方法 是 问题 的 对 立 面 

孝 廉 著 《辩证 逻辑 (安徽 人 民 出 版 社 ) 认 为 :“ 方 法 是 客观 (自然 
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与 社会 ) 规 律 的 正确 反映 ,并 能 有 效 地 解决 人 们 面临 的 问题 . 即 方法 
又 转 过 来 成 为 解决 问题 的 思想 .方针 .路 线 .战略 .策略 .计划 .方案 、 
措施 等 “所 以 说 ”方法 是 问题 的 对 立 面 ” 

在 《科学 学 辞典 》( 刘 藏 才 、 张 伟 民 主编 ) 里 ,方法 是 这 样 解释 的 : 
“方法 "这 个 词 起 源 于 希腊 词 jero 和 o6ol. yero“ 顺 着 ”和 “ 直 ” 的 意 
思 ,o6ol 是 “道路 "的 意思 ,因此 ,“ 方 法 ”这 个 词 在 字面 上 就 意味 着 
(正确 的 ) 道 路 运动 了 .方法 是 在 任何 一 个 领域 中 的 行为 方式 ,是 用 来 
达到 某 种 目的 的 手段 的 总 和 . 它 是 人 们 认识 改造 世界 ,所 应 用 的 方 
式 和 手段 .人 们 认识 和 改造 世界 ,必然 要 进行 一 系列 的 思维 的 实践 活 
动 , 这 些 活 动 所 采用 的 各 种 方式 ,统称 为 方法 . 

同样 ,解决 数学 问题 的 方法 数学 解 题 方法 也 有 不 同 角 度 .不 
同 层 次 的 认识 ,如 

1. 数学 方法 就 是 对 数学 内 容 的 理解 .也 有 人 说 “方法 寓于 内 容 
之 中 ”. 

2. 数学 方法 就 是 对 数学 形式 的 认识 ,就 是 变换 形式 的 全 过 程 ， 
方法 就 是 变形 . 

3. 波 利 亚 说 :一 个 想法 使 用 一 次 是 -- 个 技巧 ,经 过 多 次 的 使 用 
就 可 以 成 为 一 种 方法 马 . 

4. 弗 里 德 曼 说 :解数 学 题 ,这 就 是 要 找到 一 种 --- 般 数学 原理 的 
序列 ,把 这 些 原理 用 于 习题 的 条 件 或 者 条 件 的 推论 ,得 到 习题 所 要 的 
东西 , 即 习题 的 答案 . 

5. 斯 诺 夫 斯 卡 娅 说 : 解 题 就 是 把 题 归结 为 已 经 解 过 的 题 . 

6. 塔 尔 塔 科 夫 斯 基 打 比方 说 ,寻找 题解 就 好 像 去 抓 藏 在 石 堆 早 
的 老鼠 . 

7. 和 鲁 宾 什 节 依 认为 ,人 们 解 题 是 … 个 改编 习题 的 过 程 . 


”数学 家 笛 卡 儿 有 句 名 言 :“ 那 些 只 是 极 惕 地 前 进 的 人 ,如 果 总 是 遵循 让 
确 的 道路 ,可 以 比 那些 奔跑 着 然而 离开 正确 道路 的 走 在 前 面 很 多 .” 
@” 波 利 亚 、 舍 贵 . 数学 分 析 中 的 问题 和 定理 , 德 文 初版 前 言 ( 痢 ). 
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8. 解 题 就 是 隐蔽 条 件 的 明朗 化 ， 

9. 解 题 就 是 已 知 信息 的 有 序 化 . 

10. 解 题 方法 就 是 解 题 主体 解 开 数学 黑箱 之 谜 的 途径 、 手 段 与 
方法 . 

按照 徐 利 治 教授 的 观点 ,方法论 就 是 把 某 种 共同 的 发 展 规律 和 
研究 方法 作为 讨论 对 象 的 - 门 学 问 .而 数学 方法 论 主要 是 人 研究 和 讨 
论 数学 的 发 展 规律 .数学 的 思想 方法 及 数学 中 的 发 现 ,发明 与 创新 等 
法 则 的 一 门 学 问 ， 


5- 1 一 2 数学 方法 的 审视 


数学 方法 有 两 种 不 同 的 含义 -种 是 指数 学 工作 者 解决 数学 问 
题 的 方法 , 舅 一 种 不 是 指 或 主要 不 是 指数 学 家 人 研究 数学 的 方法 ,而 是 
指 科 全 人 员 以 数学 概念 和 理论 揭示 所 研究 事物 的 内 在 联系 和 运动 规 
律 的 力 法 ,这 一 节 偏 重 于 在 后 一 意义 上 来 使 用 数学 方法 这 个 词 . 央 
此 ,所 谓 数学 方法 ,就 是 运用 数学 所 提供 的 概念 理 ee 
究 的 对 象 进行 定量 的 分 析 .描述 .推导 和 计算 ,以 便 从 量 的 关系 上 
识 入 裔 雪人 和 健 作 上方 计 .之 所 以 要 这 样 做 "要 是 起 皮 福 
化 的 角度 对 数学 方法 作 一 审视 

数学 方法 是 -一 个 有 序 的 系统 结构 的 统一 体 , 它 与 数学 的 特征 相 

- 致 ,共有 几 个 主要 的 特点 . 

1. 思想 材料 的 形式 化 抽象 

各 门 科学 都 具有 抽象 性 ,但 数学 的 抽象 程度 更 高 ,因为 数学 的 抽 
象 中 上 只 保留 量 的 关系 与 纯粹 有 序 的 形式 ,而 舍弃 其 他 的 一 切 . 有时， 
我 们 其 全 看 不 到 它 与 现实 世界 有 什么 联系 .比如 ,世界 上 本 来 并 没有 


DD ”前 一 含义 在 数学 方法 论著 作 中 已 经 谈 得 很 多 ,后 一 含义 的 文化 审视 更 
适合 本 书 的 主题 . 
吴 岱 明 . 科学 研究 方法 学 . 湖南 人 民 出 版 社 ,1987,5,P.379. 
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“二 次 方程 "这 个 实物 ,也 没有 "二 次 方程 解法 "这 个 实物 ,二 次 方程 及 
其 解法 是 人 对 自然 界 的 概括 和 认识 ,是 经 过 人 加 工 了 的 思想 .数学 研 
究 的 对 象 , 它 的 概念 与 理论 的 抽象 性 ,决定 了 数学 方法 的 抽象 性 . 

数学 抽象 性 的 一 个 区 别 于 其 他 学 科 抽 象 性 的 特点 是 形式 化 ,在 
数学 的 抽象 中 ,要 舍弃 其 他 的 一 切 特征 并 且 用 高 度 形式 化 的 符号 与 
语言 来 描述 ,把 现实 问题 转化 成 数学 符号 之 间 的 运算 关系 或 图 形 之 
间 的 组 合 关系 .没有 这 一 点 ,就 没有 数学 . 原 苏 联 数学 家 辛 钦 说 :一 切 
数学 学 科 的 决定 性 特点 总 是 某 种 形式 化 的 方法 .……… 数学 问题 的 解 
决 , 不 能 由 它 所 反映 的 物体 或 现象 的 物质 本 性 去 解决 ,而 只 能 由 它 的 
形式 结构 特点 去 解决 . 

作为 形式 化 抽象 的 一 个 典型 例子 ,我们 见 到 ,在 数学 中 由 实体 公 
理化 方法 到 形式 公理 化 方法 的 发 展 .前 者 的 典型 代表 是 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》, 后 者 的 典型 代表 是 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 》. 希 尔 伯 特 不 
但 把 欧 几 里 得 的 几何 系统 整理 成 一 个 纯粹 的 演绎 系统 ,而 且 引 人 公 
理 系 统 的 相 容 性 、 独 立 性 和 完备 性 . 凡 满 足 这 些 特 性 的 理论 体系 都 可 
成 为 独立 的 公理 化 体系 ,从 而 将 数学 方法 的 抽象 性 和 形式 化 又 提 到 
更 高 的 程度 . 

2. 策略 创造 与 逻辑 演绎 的 结合 

数学 方法 在 揭示 事物 量 与 形式 及 其 之 间 的 关系 时 ,不 是 通过 直 
接 的 实验 方法 来 实现 的 ,而 是 通过 一 系列 的 逻辑 推理 和 逻辑 证 明 的 
方法 来 实现 的 .数学 定理 的 证 明 ,必须 是 由 已 知 的 公理 .定理 .经 过 逻 
辑 推导 一 环 扣 一 环 、 步 步 有 根据 来 逐步 推出 .所 以 数学 方法 具有 你 
辑 的 严格 性 . 谁 都 知道 ,没有 逻辑 证 明 的 数学 不 能 算 作 数 学 ,不 会 逻 
辑 演 绎 的 学 生 不 能 算 学 会 了 数学 . 

但 是 ,数学 并 不 是 逻辑 的 附庸 ,在 宏观 上 ,数学 方法 是 生动 活泼 
的 策略 创造 .如 果 说 ,三 次 方程 的 根 是 客观 存在 的 话 ,那么 求 根 的 方 
法 则 是 人 类 智慧 的 发 明 . 在 这 个 策略 创造 或 智慧 发 明 的 过 程 中 , 少 不 
了 直觉 归纳 ,类比 联想 ,观念 更 新 ,顿悟 机 巧 等 ,这 些 又 常常 不 是 那么 
严格 的 .事实 上 ,任何 一 种 新 的 数学 理论 只 靠 严谨 的 逻辑 演绎 是 “ 推 ” 
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不 出 来 的 ,必须 加 上 生动 的 思维 创造 ,一 旦 有 了 新 的 想法 ,采用 了 新 
的 策略 ,掌握 了 新 的 技巧 ,数学 方法 就 大 步 前 进 . 人 们 的 直觉 和 顿悟 ， 
往往 已 经 得 出 了 整个 理论 的 70% , 剩 下 的 30% 才 是 逻辑 验证 . 数学 
史上 和 冠 以 某 数 学 家 名 字 的 猜想 .定理 法则 ,往往 一 开始 并 无 逻辑 证 
明 ,逻辑 推理 是 后 人 补 做 的 ,但 是 ,人 们 仍 把 功劳 归于 首创 者 ,道理 也 
就 在 这 里 . 

目前 ,对 数学 方法 的 认识 ,侧重 于 “逻辑 演绎 "方面 ,从 而 忽视 了 
观念 形态 上 的 策略 创造 .应 该 认识 到 ,逻辑 演绎 是 基础 ,策略 创造 是 
主导 ,要 把 二 者 结合 起 来 , 才 是 完善 的 . 

3. 通用 精确 简约 的 科学 语言 © 

首先 ,数学 方法 具有 量 的 确定 性 ,因为 数学 的 结论 是 无 可 争辩 的 
和 确信 无 疑 的 . 量 虽 然 有 时 也 呈 变 态 形式 ,但 在 确定 条 件 下 , 它 有 确 
定 值 或 具有 确定 变化 范围 ,有 遵循 的 规律 .数学 在 研究 量 及 量变 化 的 
关系 时 ,所 得 的 结果 ,都 有 确定 的 规定 性 .数学 的 抽象 也 不 是 任意 的 、 
主观 的 ,而 是 从 量 的 角度 深刻 地 揭示 客观 规律 . 1946 年 勒 维 耶 通 过 
计算 ,在 笔尖 上 发 现 海王 星 ,被 科学 虫 传 为 佳话 (这 是 一 个 多 么 精确 
的 科学 语言 1) 爱 因 斯 坦 在 狭义 相对 论 中 用 数学 方法 获得 的 质 能 公式 
预示 了 原子 核 破裂 将 发 出 巨大 的 能 量 . 爱 因 斯 坦 曾 这 样 描述 数学 : 
“为 什么 数学 比 其 他 一 切 科 学 受到 特殊 的 尊重 ,一 个 理由 是 , 它 的 命 
题 是 绝对 可 靠 和 无 可 争辩 的 ,而 其 他 一 切 科学 的 命题 在 某 种 程度 上 
都 是 可 争辩 的 ,并 且 经 常 处 于 会 被 新 发 现 的 事实 推翻 的 危险 之 中 . 数 
学 给 与 精确 的 自然 科学 以 某 种 程度 的 可 靠 性 ,没有 数学 ,这 些 科 学 是 
达 不 到 这 种 可 靠 性 的 .” 

其 次 ,数学 方法 有 广泛 的 应 用 性 .有 一 名 格言 说 “数学 比 科学 大 
得 多 ”, 许 多 科学 大 师 都 有 这 样 的 信念 :我 们 生活 在 受精 确 的 数学 定 


作 ” 关 于 数学 的 特点 , 张 葛 宙 等 著 《 数 学 教育 学 ?分 析 了 三 条 .1 数学 对 象 
的 特点 : 思想 材料 的 形式 化 抽象 ;2" 数学 思维 的 特点 : 策略 创造 与 逻辑 演绎 的 
结合 ;3" 数学 知识 的 特点 : 通用 精确 简约 的 科学 语言 . 见 该 书 P.14 一 P.20. 
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律 制约 的 宇宙 之 中 ”. 任何 科学 都 有 自己 的 研究 对 象 和 应 用 范围 ,而 
量 与 形式 及 其 之 间 的 关系 则 贯穿 于 一 切 领域 和 一 切 事 物 之 中 . 对 不 
辐 的 领域 和 不 同 的 事物 进行 定量 分 析 时 ,都 离 不 开 数 学 方法 ,数学 越 
是 抽象 就 越 得 到 广泛 的 应 用 ,在 王 梓 坤 院 十 主笔 的 “今日 数学 及 其 应 
用 -报告 中 ,有 大 批 生动 的 例证 . 严 士 健 教授 在 “面向 21 世纪 的 中 国 
数学 教育 改革 ”一 文中 也 专门 谈 到 数学 的 新 应 用 @. 

数学 方法 应 用 的 普遍 性 ,还 由 于 它 是 一 种 精确 通用 的 科学 语言 . 
优 里 略 说 :“ 自 然 界 的 伟大 的 书 是 用 数学 语言 写成 的 .” 这 种 数学 语言 
不 仅 形式 上 简明 扼要 ,而 且 表 达 的 内 容 深刻 ,精确 . 自然 科学 的 许多 
定律 ,都 是 用 简明 的 数学 公式 表达 的 ,这 种 表达 ,没有 含糊 不 清 或 者 
产生 歧义 的 缺点 ,也 没有 交往 过 程 中 的 元 余 信息 , 它 总 是 用 最 少 ,最 
明确 的 语言 去 传达 最 大 量 最 准确 的 信息 . 在 当代 ,凡是 发 展 比较 完备 
的 科学 理论 ,几乎 都 建立 了 自己 完美 的 数学 表达 式 . 一 门 学 科 使 用 的 
数学 越 多 ,表示 这 门 学 科 越 成 熟 .数学 方法 作为 一 种 世界 性 的 科学 语 
言 正 在 被 全 世界 各 学 科 所 使 用 ,学 科 的 科学 化 就 是 学 科 的 数学 化 
一 一 这 已 经 成 为 所 谓 科学 数学 化 的 趋势 . 

4. 机 巧 性 与 程式 化 的 结合 

数学 方法 在 解决 问题 时 面临 大 量 可 供 使 用 的 命题 和 可 加 尝试 的 
途径 需要 作出 机 巧 的 选择 ,很 多 时 候 ,还 要 进行 从 无 到 有 的 策略 创 
造 .这 是 一 个 十 分 生动 和 非常 神奇 的 情景 . 另 一 方面 ,在 具体 实践 中 ， 
又 必须 进行 呆板 的 .冰冷 的 .固定 的 演算 和 复杂 的 推理 ,表现 为 程式 
化 .准确 的 计算 .严格 的 推理 .精确 的 公式 ,这 些 都 是 程式 ,数学 方法 
的 本 质 就 是 数学 思想 的 程式 化 . 一 方面 是 灵活 机 动 的 创造 性 思想 , 男 
一 方面 是 机 械 程 式 的 操作 ,两 者 缺 一 不 可 ,如 果 思 想 不 能 转化 为 操 
作 , 思 想 会 流 于 空洞 ;同样 ,如 果 操作 没有 思想 做 灵魂 ,充其量 为 雕 虫 
小 技 . 

® 见 严 士 健 主编 .21 世纪 中 国 数学 教育 展望 (2). 北京 师范 大 学 出 版 社 ， 
1995 年 12 月 . 
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5. 知识 的 核心 .思维 的 体操 

数学 内 容 与 数学 方法 是 密切 联系 的 ,数学 方法 伴随 着 数学 的 发 
展 而 发 展 ,没有 数学 , 当然 说 不 上 数学 方法 .但 “从 知识 结构 的 角度 
看 ,数学 方法 是 属于 深层 次 结构 的 知识 , 它 是 由 理性 类 的 科学 方法 相 
联系 的 元 科学 知识 (知识 之 知识 ) 和 哲学 知识 (知识 之 母 ) 所 组 成 的 . 
如 果真 正 掌握 了 深层 次 结构 的 知识 ,也 就 掌握 了 思维 规则 和 发 现 其 
他 知识 的 方法 .因此 ,从 某 种 意义 上 讲 ,数学 方法 是 数学 知识 体系 的 
灵魂 " 呈 . 日 本 数学 家 米 山 国 藏 说 的 好 :无 论 对 于 科学 工作 者 .技术 
人 员 ,还 是 数学 教育 工作 者 ,最 重要 的 就 是 数学 的 精神 .思想 和 方法 ， 
而 数学 知识 是 第 二 位 的 .” 

人 们 常 说 ,数学 是 思维 的 体操 ,而 数学 的 训练 主要 的 就 是 数学 方 
法 的 训练 . 这 是 一 个 公民 与 科学 工作 者 都 离 不 开 的 基本 训练 ,许多 国 
家 的 教育 工作 者 都 把 本 语 ,外语 和 数学 作为 三 门 语言 课 来 学 习 . 

数学 方法 的 训练 使 人 们 具有 数学 的 头脑 ,工作 计划 性 强 、 条 理性 
好 ,有 严格 的 逻辑 推理 能 力 ,注重 优化 结构 , 擅 于 科学 决策 ,富有 创造 
性 .所 有 这 一 切 ,优化 了 人 的 思维 素质 ,仿佛 在 头脑 里 贮藏 了 能 量 ,… 
旦 需要 就 会 产生 爆炸 性 的 威力 释放 在 各 个 方面 .从 1969 年 开始 到 
1983 年 的 16 次 诺 贝 尔 经 济 奖 中 ,有 9 次 由 数学 家 获得 ,说 明 良 好 的 
数学 素质 将 在 一 切 方面 放射 光芒 @. 

这 些 已 经 涉及 到 数学 方法 的 文化 价值 与 教育 功能 了 . 

综合 以 上 的 5 个 方面 ,我 们 可 以 说 数学 方法 在 科学 研究 和 社会 
生活 中 有 不 可 替代 的 作用 : 

(1) 数学 方法 能 提供 定量 分 析 和 精确 计算 的 手段 . 

(2) 数学 方法 能 提供 一 种 简洁 精确 的 形式 化 语言 . 


人 郑 隆 业 . 科学 思想 方法 与 科学 教育 . 山东 教育 出 版 社 , 1994 年 3 月 ， 
PpP.114~P.115. 

中 ”1994 年 ,数学 家 John 下 . Nash 又 以 其 21 岁 时 写 的 数学 短文 而 获 庶 贝 
尔 经 济 学 奖 . 
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(3) 数学 方法 能 提供 逻辑 推理 和 科学 抽象 的 工具 . 

(4) 数学 方法 能 为 总 结 科学 理论 和 创立 新 学 科 提供 新 的 手段 . 

难怪 有 人 说 ,数学 方法 是 数学 的 本 质 ,只 有 充分 了 解数 学 方法 的 
人 才 是 真正 的 数学 家 . 


5-1-3 解 题 方法 的 层次 性 


这 里 说 的 解 题 方法 ,是 指数 学 工作 者 解决 数学 问题 的 方法 . 对 
此 ,不 仅 有 理解 角度 上 的 不 同 ,而 且 也 有 应 用 层次 上 的 区 别 .目前 , 数 
学 解 题 方法 还 没有 一 个 统一 的 分 类 ,我 们 在 这 里 先 将 方法 分 成 3 个 
层次 ,第 一 层次 是 一 般 哲 学 方法 ,这 是 最 高 层次 ;第 二 层次 是 科学 人 研 
究 方 法 ;第 三 层次 是 学 科研 究 方法 .这 三 个 层次 是 顺序 包含 关系 .对 
第 三 层次 ,又 可 以 分 成 三 类 , 即 创立 学 科 的 方法 ,进行 思维 的 方法 , 具 
体 解 题 的 方法 .说 明 如 下 . 

第 一 类 ”创立 学 科 的 方法 .有 公理 化 方法 .模型 化 方法 .结构 化 
方法 ,以 及 集合 论 方法 .极限 方法 .坐标 法 等 . 具有 统率 全 局 的 作用 . 
比如 : 

公理 化 方法 ,这 是 从 尽 可 能 少 的 基本 概念 和 基本 公理 出 发 ,应 用 
严格 的 逻辑 推理 ,推出 其 余 命题 或 定理 ,以 至 建立 整个 理论 演绎 系统 
的 一 种 方法 .这 里 的 基本 概念 是 一 些 不 定义 的 原始 概念 ,它们 必须 是 
真正 基本 的 ,而 无 法 用 更 原始 .更 简单 的 概念 去 定义 的 概念 ,必须 是 
数学 实体 的 高 度 纯化 的 抽象 . 这 里 的 基本 公理 ,作为 对 基本 概念 相互 . 
关系 的 规定 ,不 是 随意 选 定 的 , 它 应 该 满足 相 容 性 .独立 性 .完备 性 . 
公元 前 300 年 问世 的 欧 几 里 得 4 几何 原本 》 是 古代 数学 公理 化 的 一 个 
辉煌 成 就 ,1899 年 希 尔 伯 特 的 《几何 基础 ) 则 是 近代 公理 化 方法 的 代 
表 作 .公理 化 方法 是 整理 学 科 知 识 , 使 之 条 理化 、 系 统 化 .上 升 为 理论 
体系 的 一 种 有 效 手段 ,在 其 他 自然 科学 中 也 有 很 广泛 的 应 用 .公理 化 
方法 已 经 成 为 数学 研究 的 一 个 基本 方法 ,而 其 本 身 又 成 为 科学 研究 
的 对 象 一 一 数理 逻辑 所 研究 的 一 个 重要 内 容 . 

模型 化 方法 ,这 是 把 所 考察 的 现实 问题 ,化 为 数学 问题 ,构造 相 
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应 的 数学 模型 ,通过 对 数学 模型 的 研究 ,使 问题 得 以 解决 的 一 种 数学 
方法 . 欧 拉 解决 七 桥 问题 "用 的 就 是 这 个 方法 .数学 模型 与 现实 原型 
的 关系 是 反映 与 被 反映 的 关系 ,这 个 反映 实质 上 是 人 类 思维 的 一 种 
创造 .其 基本 形式 为 : 


14 的 解答 | |Q 的 数学 结论 
图 5-1 


第 二 类 ,进行 思维 的 方法 .有 实验 .猜想 、 类 比 联想 .归纳 演绎、 
分 析 ,综合 等 ,具有 通 理 、 通 法 .适应 面 广 的 特征 . 比如 
类 比 法 ,这 是 根据 两 个 对 象 的 某 些 相同 属性 作出 它们 的 另 一 些 
属性 也 相同 的 一 种 推理 形式 . 它 以 比较 为 基础 ,采用 下 面 的 公式 
A 对 象 具 有 属性 a ,p，,c ,di 
B 对 象 具 有 属性 a ,b,c; 


所 以 ,B 对 象 可 能 具有 属性 4 
虽然 ,由 于 客观 事物 的 互 异性 ,类 比 法 得 出 的 结论 不 是 必然 的 ， 
但 它 是 提出 猜想 ,获得 发 现 的 一 个 伟大 源泉 . 数学 中 常见 的 类 比 有 ， 
平面 与 空间 的 类 比 , 数 与 形 的 类 比 , 简 单 与 复杂 的 类 比 ,有 限 与 无 限 
的 类 比 等 .类 比 法 的 一 个 著名 例子 是 欧 拉 求 级 数 和 立 三 = 下 
归纳 法 ,这 是 从 个 别 事实 ,概括 出 一 般 原理 的 一 种 思维 方法 , 它 
也 是 获得 发 现 的 一 个 伟大 源泉 ,其 基本 模式 为 
对 象 A,B,C,D,… 均 属于 S 类 . 
对 象 A 具有 属性 P， 
对 象 B 具有 属性 P， 
对 象 C 具有 属性 P. 
所 以 ,S 类 对 象 具有 属性 P， 
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归纳 法 在 数学 上 同时 具有 发 现 真理 和 证 明 命题 双重 作用 .作为 
一 种 思维 方法 , 它 在 使 用 中 是 有 层次 、 有 阶段 有 原则 、 有 目的 的 . 它 
的 目的 是 探究 表象 之 中 的 规律 性 ; 它 的 使 用 原则 是 由 表 及 里 、 由 浅 入 
深 不断 总 结 .逐步 逼近 ; 它 在 使 用 中 涉及 的 思维 层次 是 经 验 思 维 ( 源 
于 实践 ) .直觉 思维 (大 胆 猜 测 ) ,形式 思维 (通过 比较 得 出 一 般 规 律 的 
表达 式 ), 它 的 使 用 阶段 为 :试验 一 一 归纳 一 一 猜想 一 一 证 明 . 
演绎 法 ,这 是 从 一 般 原理 推出 个 别 结论 的 逻辑 方法 . 目前 我 们 的 
中 学 数学 是 演绎 法 的 一 统 天 下 ,无 论 是 教科 书 的 编排 ,还 是 教师 的 课 
堂 教学 ,以 至 学 生 的 解 题 过 程 , 无 不 使 用 演绎 法 .其 基本 的 推理 格式 
就 是 形式 逻辑 中 的 三 段 论 : 
一 切 M 都 是 P. (大 前 提 ) 
S 是 M. (小 前 提 ) 
所 以 ,S 是 P. (结论 ) 
演绎 与 归纳 是 相辅相成 ,对立 统一 的 .在 由 个 别 到 一 般 的 过 程 
中 ,思维 方式 以 归纳 为 主 ,同时 也 包含 着 演绎 ;在 从 - - 般 到 个 别 的 过 
程 中 , 则 以 演绎 为 主 ,同时 也 必须 有 归纳 .整个 认识 过 程 要 求人 们 不 
应 当 以 一 个 去 排斥 另 一 个 . 波 利 亚 在 《怎样 解 题 》 的 序言 中 说 过 :通过 
研究 解 题 的 方法 ,我 们 可 以 看 到 数学 的 另 一 个 侧面 .是 的 ,数学 有 两 
个 侧面 , 它 是 欧 几 里 得 式 的 严谨 科学 ,但 它 也 是 别 的 什么 东西 .用 欧 
岂 里 得 方式 提出 来 的 数学 看 来 像 是 一 门 系统 的 演绎 科学 ;但 在 创造 
过 程 中 的 数学 看 来 像 是 一 门 实验 性 的 归纳 科学 . 这 两 个 侧面 都 像 数 
学 本 身 一 样 古 老 . 但 从 某 一 点 说 来 ,第 二 个 侧面 则 是 新 的 ,因为 以 前 
从 来 就 没有 "有 照 本 宣 科 "地 把 处 于 发 现 过 程 中 的 数学 照 原 样 提供 给 学 
生 ,或 教师 自己 .或 公众 . 
第 三 类 ,具体 解 题 的 方法 . 这 又 可 以 依 其 适应 面 的 范围 分 为 
两 类 . 
(1) 适应 面 较 广 的 解 题 方法 .有 消 元 法 、 换 元 法 、 待 定 系数 法 、 反 
证 法 .坐标 法 .三 角 法 ,构造 法 . 递 推 法 (包括 数学 归纳 法 ) .配方 法 等 . 
(2) 适应 面 较 窗 的 解 题 技巧 . 比如 因 式 分 解 中 的 “分 裂 中 项 ?法 ， 
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恒 等 变 形 中 的 “ 蔡 1 法 ", 三 角 函 数 作 图 中 的 “五 点 法 ”, 儿 何 证 明 中 的 
“ 补 形 法 "、“ 面 ( 体 ) 积 法 ”, 不 等 式 证 明 中 的 “ 放 缩 法 ”, 数 列 求 和 中 的 
“ 拆 项 相 消 法 "等 ,不 一 而 足 . 
仅仅 是 不 等 式 的 证 明 我 们 就 可 以 列举 出 一 长 串 的 方法 与 技巧 : 
比较 法 、 综 合法、 分 析 法 、 反 证 法 、 基 本 不 等 式 法 、 放 缩 法 、 琶 加 法 . 连 
乘法 数学 归纳 法 、 判 曾 式 法 、 求 极 值 法 、 辅 助 函 数 法 .构造 法 、 微 分 
法 . 而 微分 法 又 可 以 有 求 极 值 .确定 单调 性 .中 值 定理 ,四 凸 性 质 等 多 
种 形式 . 
综 上 所 述 , 解 题 方法 的 粗略 层次 为 : 
| 一 般 暂 学 方法 | 
忆 1 科 学 研究 方法 | 
创立 学 科 的 方法 
-aa 
应 
具体 解 表 的 方法 | 汪 应 面 较 窄 的 技巧 


5 -2 解 题 方法 的 研究 


解 题 方法 的 研究 正在 热潮 之 中 , 亦 在 起 步 之 始 , 需 要 弄 清 的 问题 
很 多 ,也 很 广 , 它 们 的 解决 主要 是 《数学 方法 论 》 课 程 的 任务 . 下面 我 
们 提出 6 个 较为 基本 的 研究 课题 ,并 谈 一 些 粗浅 的 认识 : 

要 研究 解 题 方 法 的 实质 . 

要 研究 解 题 方 法 的 功能 . 

要 研究 解 题 方法 的 逻辑 基础 . 

要 研究 解 题 方法 的 变化 形式 . 

要 研究 解 题 方法 的 应 用 层次 . 

要 研究 解 题 方法 的 正确 使 用 . 
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S-2-1 实 质 


就 是 说 ,要 研究 解 题 方法 的 实质 . 

一 般 认为 ,数学 对 象 和 数学 真理 具有 客观 性 ,数学 知识 是 人 们 对 
客观 存在 的 反映 或 发 现 ; 但 数学 上 大 量 精巧 的 方法 则 是 人 脑 的 能 动 
性 的 产物 ,把 它们 称 作 发 明 或 创造 是 合适 的 . 当然 ,这 种 发 明 不 是 凭 
字 想 象 的 , 它 与 数学 实践 活动 相 联 系 , 与 数学 知识 的 不 断 发 展 及 数学 
方法 的 不 断 更 新 相 联 系 .我 们 探讨 解 题 方 法 的 实质 ,就 是 要 透 过 那 机 
械 操 作 的 形式 去 弄 清 每 一 个 解 题 方法 与 什么 样 的 数学 知识 相 联系 ， 
与 什么 样 的 数学 方法 相 结合 . 比如 

1. 判别 式 法 的 认识 也 

判别 式 法 只 能 算 技 巧 层次 的 解 题 方法 ,但 它 在 讨论 方程 证明 不 
等 式 . 求 函 数值 域 ( 极 值 ) ,研究 函数 (或 曲线 ) 性 质 等 许多 方面 的 神通 
广大 ,有 时 甚至 连 我 们 自己 也 目瞪口呆 ,而 误 用 判别 式 所 造成 的 后 果 
又 使 我 们 莫名其妙 . 这 都 需要 我 们 从 本 质 上 去 认识 “判别 式 ”. 我 们 先 
来 对 实 系 数 一 元 二 次 方程 

ar2+pr+c=0(a 尖 0)， 中 
作 这 样 的 配方 ,两边 乘 以 4a ， 
4a2z2+4apzr +4ac=0, 
把 常数 项 移 到 右 方 ,两 边 加 上 5b? 可 配方 
(2ar)*+2:(2ar)'b+ b= 6 -4ac, 


得 6*—4ac=(2ar+6). © 
这 就 得 出 了 判别 式 
A= 6 —4ac. ® 


并 且 由 这 个 式 子 的 符号 便 可 判别 二 次 方程 是 否 有 实 根 , 实 根 是否 相 
等 . 如 果 我 们 对 判别 式 不 是 只 见 到 孤立 的 式 @, 而 是 把 式 @@ 作 为 一 个 
整体 并 且 与 式 中 联系 起 来 看 .那么 ,我 们 将 看 到 : 


全 ” 罗 增 颂 . 数学 观点 的 教学 . 中 学 数学 教学 参考 ,1986 ,1,P.2. 
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(1) 判别 式 实质 上 是 配方 法 的 结果 ,并 且 表 示 为 一 个 完全 平方 
式 (2azr + 5 六 ( 因 而 在 实数 范围 内 具有 非 负 性 质 ). 所 以 ,判别 式 法 就 
把 配方 法 与 非 负 数 的 性 质 合 二 而 一 ,并 且 能 省 去 配方 的 具体 过 程 而 
直接 发 挥 配方 法 与 非 负 数 性 质 的 双重 功能 . 
(2) 表现 为 非 负数 性 质 或 源 干 配方 法 的 数学 命题 还 很 多 . 比如 
基本 不 等 式 与 柯 西 不 等 式 
a + b’ 之 2abO(a -5b) 20. 
(a*+b’)(c td )=(ac+t bd) + (ad- bc) 
宇 (ac + bd )*. 
这 就 不 难 建立 起 与 判别 式 法 有 关 的 知识 链 或 方法 链 ( 参 见 例 4- 34 
的 注 ). 如 : 
判别 式 法 一 一 配方 法 一 一 基本 不 等 式 一 一 柯 西 不 等 式 一 一 二 角 
函数 的 值 域 一 一 本 
(3) 在 方程 的 观点 之 下 ,实数 范围 内 判别 式 的 整体 结构 
b*—4ac= (2ar +6)>0 @ 
中 , 既 联 系 着 等 式 又 联系 着 不 等 式 ,还 联系 着 可 以 分 离开 来 的 (a ,5， 
c 与 4a,b,X)4 个 字母 ,这 种 得 天 独 厚 的 结构 ,也 是 判别 式 有 广泛 应 
用 的 一 个 原因 . 
(4) 进一步 , 当 a ,b,c,x 本 身 为 实 函 数 时 ,由 式 中 到 式 加 的 配 
方 过 程 依然 有 效 , 因 而 判别 式 作为 配方 法 的 结果 并 取 完 全 平方 式 的 
作用 ,可 以 离开 二 次 方程 而 得 到 开拓 (因而 例 1- 3 的 解法 是 正确 
的 ) ,但 在 开拓 的 过 程 中 ,由 于 式 则 中 的 不 等 式 未 必 能 取 等 号 ,因而 也 
会 出 现 误 判 ,表现 出 “判别 式 法 "的 局 限 性 . 了解 这 一 原因 ,就 能 提高 
自觉 性 ,避免 言 且 性 . 
(5) 平方 式 为 非 负数 是 实数 的 性 质 ,在 复数 范围 内 ,(2az + 5b) 
过 0 并 不 成 立 , 这 也 是 判别 式 产生 误 判 的 一 个 原因 
顺便 提起 ,由 式 @ 可 以 看 到 ,配方 法 对 式 中 有 隐 去 一 次 项 的 功 
能 ,甚至 我 们 可 以 认为 ,用 配方 法 解 二 次 方程 实质 上 是 作 线性 变换 
y 一 2az 十 bb， 
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把 变 为 ”y= 64? -4ac. 
从 而 求解 . 同 理 , 可 以 作 线 性 变换 
y=3azr 十 0， 
消去 三 次 方程 
azr3+pr2+czr+c=0 
的 平方 项 ,化 为 
xz3+ pr 十 g=0 的 形式 . 
配 平方 消去 一 次 项 的 功能 在 坐标 平移 中 也 有 体现 . 
2. 换 元 法 的 实质 
在 $4-1-2 中 (P.146) ,我 们 曾经 列举 过 换 元 法 的 三 种 基本 形 
式 :新 元 代 旧 式 、 新 式 代 旧 元 .新式 代 旧式 .因此 ,下 述 -- 些 “ 换 元 法 ” 
的 定义 均 有 片面 性 : 
(1) 在 解 题 中 为 了 化 繁 为 简 .化 难为 易 、 促 使 未 知 向 已 知 转 化 的 
目的 ,把 某 个 式 子 看 成 一 个 新 的 未 知 数 ,实行 变量 替换 的 办 法 称 为 换 
元 法 . 
(2) 在 解 代数 或 三 角 问 题 时 ,常常 可 以 把 某 个 较为 复杂 的 式 子 
( 根 式 .对 数 式 .指数 式 .三 角 丽 数 式 、 反 三 角 函 数 式 等 ) 看 做 一 个 整 
体 ,以 一 个 新 的 未 知 数 替 换 它 ,使 所 研究 的 问题 变 得 较为 简单 或 变换 
为 已 经 熟悉 的 问题 .这 样 的 方法 就 称 为 换 元 法 . 
那么 ,怎样 理解 才 算 是 全 面 的 呢 ? 我 们 党 得 无 论 那 种 换 元 形式 ， 
其 本 质 上 都 是 引进 一 个 对 应 ,对 原来 给 定 的 关系 式 进行 分 解 或 实施 
复合 .所 以 说 , 换 元 法 的 理论 基础 是 “等 量 " 代 换 . 
例 5-1 设 对 所 有 实数 xz, 不 等 式 


rlogs Let DD) 4 2xlog 7 + log (SH >0 OD 
恒 成 立 , 求 a 的 取 值 范围 . 
[1987 年 数学 高 考 理科 第 五 题 ] 


讲解 ”当年 许多 考生 将 问题 转化 为 不 等 式 组 
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Zi>0 
bg 2+ 1 >0 


(2 2 1) ~ 4logs e+), og, (at) <0. 
再 下 来 就 望而却步 了 . 
若 变换 一 下 形式 , 令 m= log, 和 , 则 个 可 变 为 
4) aa 
3x*+[(x-1)+1]m>0. @ 


这 种 形式 的 变换 ,揭示 了 问题 的 实质 , 式 @ 对 一 切 zxER 恒 成 立 等 价 
于 


水 


m>0. 
下 来 的 求解 就 没有 什么 困难 了 . 
同样 ,对 例 3 一 10(P.131) 作 变换 
a=Xx—-y, b=y-—z. 
则 问题 变 为 
(a+6b)* -4ab=0>a=6 
有 初中 一 年 级 的 乘法 公式 便 可 完成 . 
而 习题 四 第 17(1) 题 中 (P.247), 若 令 
a=zit+A, B=z2+A, 
则 题目 变 为 
op=|Al’=>|allpl=|AE. 
这 几乎 不 证 自明 . 
在 例 4-36 中 (P.220) , 令 


ob ，_ 
/3 了 一 C， 
v3 QT+T2c 
2 


一 2 243 UC 
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问题 的 实质 为 


Xut+ yv=0, 

rty=9, > uy-rv=? 

u + v=16. 
继续 参见 例 6- 74(P.421). 所 以 说 ,恰当 的 变形 ,将 有 助 于 暴露 问题 
的 本 质 . 


3. 在 上 映射 的 观点 看 来 , 抽 居 原理 体现 了 有 限 集合 间 的 一 个 本 质 
特性 :如 果 两 个 有 限 集 的 元 素 不 相等 ,那么 它们 之 间 不 能 建立 一 一 映 
射 .所 以 把 n +1 个 芋 果 放 进 xn 个 抽 居 时 , 必 有 一 个 抽 展 至 少 放 有 2 
个 苹果 . 

这 是 从 内 容 上 看 抽 懂 原理 , 若 从 方法 的 角度 看 , 抽 屠 原理 又 是 反 
证 法 的 一 种 固定 形式 : 若 不 然则 有 一 系列 不 等 式 , 再 求 和 得 出 和 矛盾. 

设 守 个 抽 屠 A,A;,…，,A，, 放 的 苹果 数 为 |A;1(=1,2，…7)， 
若 “ 必 有 一 个 抽 懂 至 少 放 有 2 个 苹果 "不成立 , 则 有 

IAil<1, 

|As| 志 1, 

1A,| 委 1 
相 加 n+1l=|iAi|+|As|+.…+|A,|n. 
这 一 矛盾 说 明 , 必 有 一 个 抽 展 至 少 放 有 2 个 芋 果 . 

抽 居 原理 的 其 他 形式 都 可 以 按照 这 个 固定 的 格式 来 证 明 . (参见 
$5-2-4,P.279) 

4, 基本 量 方法 体现 了 向 量 空间 中 基 的 思想 在 中 学 数学 中 的 有 具 
体 应 用 . 

5. 数学 归纳 法 的 早期 例证 可 以 从 欧 几 里 得 对 素数 个 数 无 穷 的 
证 明 中 找到 ,1575 年 莫 罗 利 科 在 他 所 著 的 《算术 》 一 书 中 ,明确 地 提 
出 递归 推理 的 思想 方法 ,这 一 思想 由 于 帕斯卡 的 工作 而 得 到 提炼 和 
广泛 传播 .在 数学 上 曾 把 它 叫 做 “逐次 归纳 法 ”“ 完 全 归纳 法 ”, 办 为 
它 与 通常 的 归纳 程序 有 极其 相似 之 处 .虽然 数学 归纳 法 早 就 被 广泛 
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使 用 ,甚至 称 为 “是 数学 中 全 部 优点 的 根源 “( 庞 加 菜 ) ,但 数学 归纳 法 
的 可 靠 性 或 逻辑 基础 是 直到 1889 年 意大利 数学 家 皮 亚 诺 发 表 《 算 术 
原理 新 方法 》 提 出 自然 数 的 公理 体系 时 才 得 以 奠定 的 .人们 放心 地 使 
用 着 数学 归纳 法 ,但 数学 归纳 法 到 底 是 归纳 法 还 是 演绎 法 ,目前 认识 
并 未 统一 .中 国 社会 科学 院 哲 学 研究 所 的 张 家 龙 先生 在 “ 评 一 本 数学 
教学 参考 书 ” 中 (《 数 学 通讯 1 一 2(1981)) 明 确 指出 “数学 归纳 法 不 是 
完全 归纳 法 ” ,而 证 图 周 角 定理 用 的 是 “分 情况 证 法 ”,“ 同 完全 归纳 法 
是 风 马 牛 不 相 及 的 ". 上 海 复旦 大 学 附中 曾 容 老 师 在 “数学 归纳 法 的 
教学 探讨 "(《 数 学 教学 》1982 年 第 1 期 P.37) 中 谈 到 ,学 生 为 什么 感 
到 困难 ,原因 在 于 “因为 数学 归纳 法 不 是 归纳 法 ,也 谈 不 上 是 完全 归 
纳 法 ,把 不 是 归纳 法 的 数学 归纳 法 ,当做 归纳 法 来 教 ,必然 是 牵强 的 ， 
不 自然 的 ,是 难以 理解 的 .” 男 一 方面 ,许多 中 学 教师 强调 ;用 归纳 
的 方法 教 “数学 归纳 法 ”, 并 把 归纳 法 小 结 如 下 : 
不 完全 归纳 法 结论 或 然 . 
i 穷 举 法 A 
完全 月 纳 法 | 剖 尼 pw | 结论 必然 

上 面 ,我 们 列举 了 5 个 方法 并 发 表 一 些 议论 ,只 是 作为 “要 研究 
解 题 方 法 的 实质 ”的 一 个 开头 . 


5-2-2 功 能 


这 里 说 的 功能 ,主要 指 方法 在 论证 中 的 功效 、 作 用 与 能 力 , 暂 不 
涉及 方法 的 教养 功能 .和 弄 清 方法 的 论证 功能 ,不 仅 能 充分 发 挥 方法 的 
论证 能 力 , 而 且 还 能 扩大 方法 的 潜能 (比如 数学 归纳 法 加 强 命题 ) .应 
该 说 ,目前 对 很 多 方法 的 功能 我 们 都 没有 认真 研究 过 ,就 像 家 里 买 了 
一 台电 脑 ,只 起 了 一 个 打字 机 的 作用 ,很 多 功能 都 尚未 发 挥 出 来 . 

1. 根据 我 们 上 面 对 判 别 式 的 认识 ,是 否 可 以 找到 判别 式 的 3 个 
基本 功能 . 


Pa 


中 ”如 中 学 数学 教学 参考 ,1981 年 第 4 期 P.23;1994 年 第 5 期 P.38. 
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(1) 县 有 配方 法 的 功能 . 因此 ,能 用 配方 法 处 理 的 问题 可 以 考 
虑 换 成 判别 式 法 简捷 处 理 ; 反 之 ,能 用 判别 式 处 理 的 问题 ,~… 定 可 以 
用 配方 法 来 处 理 . 
(2) 具有 完全 平方 式 的 功能 . 这 在 实数 范围 内 要 产生 非 负 数 ， 
因而 可 以 用 来 处 理 大 批 不 等 式 问 题 . 
(3) 具有 分 离 字 母 的 功能 . 能 从 a ,5,c,z 的 关系 式 中 ,把 a， 
b,c 分 离 出 来 .如 例 1-3(P.14) 就 利用 判别 式 使 三 角 范 数 内 的 与 
其 他 分 离开 来 . 
例 5-2 求 方程 
Sri*+6ryt+2y: -14r-8y+10=0 个 
的 所 有 实数 解 . 
讲解 ”中 学 生 数学 1982 年 第 2 期 P.16 给 出 了 一 很 好 的 判别 式 
法 .即将 原 式 整 理 成 关于 x 的 一 元 二 次 方程 
Sr:+(6y-14)r+(2y -8y+10)=0. © 
它 有 实数 解 , 当 和 且 仅 当 其 判别 式 不 小 于 零 , 即 
(6y—14)* -4x5x(2y: -8y+10)>0. 
整理 后 ,得 。” 一 (y+1)? 之 0. 
因此 ,只 (y+1)*=0. 


即 y= 一 1, 而 此 时 

于 是 , 原 方程 只 有 惟一 的 一 组 实数 解 
r=2, 
y= 1. 口 


这 个 解法 显示 了 “判别 式 法 ”的 功能 ,但 原文 认为 “ 像 本 例 这 样 的 
问题 ,无论 如 何 也 无 法 配 成 平方 ,也 就 是 说 ,配方 法 对 它 是 束手无策 
的 . "这 就 割裂 了 判别 式 法 与 配方 法 的 关系 .事实 上 ,本 例 不 仅 能 够 配 
方 , 而 且 有 多 种 形式 的 配方 . 
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配方 10 将 原 方程 拆 项 
47*+4ryt+y -12r-6vy+9 
+ x2 +2ryt+ oy -27z -2y+1=0. 


整理 ,得 
(2z+y) -6(2z+y)+19+(r+y) -2(r+y)+1=0. 
配方 ,得 (2t+y-3)+(r+y-1)=0. @) 
因为 (2x +y 一 3) 之 0， 
(x+y=-1) 之 0. 
(2zx+y-3)=0， 


当 且 仅 当 
(z+y-1)=0 
时 , 原 方 程 成 立 , 解 之 ,得 方程 的 解 为 


Zi 一 2 一 2， 
1 -1. 口 
如 果 说 ,这 种 解法 需要 拆 项 . 添 项 ,技巧 性 较 强 ,直接 与 经 验 相 联 
系 的 话 , 那 么 下 一 个 配方 法 则 完全 程序 化 一 $5 一 2 一 1 中 对 二 次 
方程 的 配方 过 程 . 
配方 2 将 原 方程 整理 成 @, 然 后 两 边 乘 以 a =5, 有 2 
25x*+5(6y-14)x+5(2y’ ~8y+10)=0, 


配方 (Sr)*+2(5r)(3y—7)+(3y—7) 
-(3y-7)+5(2 交 -8y+10)=0， 

即 (Sr+3y-7)+(y+1)*=0. @ 

, ISz+3y-7=0, 

得 yt+1=0. 

解 得 x=2, y= ~1. 0 


另外 ,还 可 以 将 原 式 整理 成 y 的 二 次 方程 ,得 出 配方 


人 D” 罗 庆 洲 ,一 点 意见 .中 学 生 数 学 ,1983,3,P.26. 
多 ” 当 二 次 方程 ar*+ bx +c=0 中 的 5 为 偶数 时 ,两 边 乘 以 a 便 可 顺利 
配方 . - 
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(2y+3zr-4)*+(r-2)=0. 
把 加 与 @@ 相 加 ,也 一 定 是 配方 式 

(Sx+3y-7T)+(2y+3r-4)+(r-2)+(y+1)=0. © 

2. 对 于 反 证 法 ,常常 有 一 种 功能 认识 不 足 的 误解 ,以 为 是 正面 
直接 证 法 走 不 通 ,迫不得已 而 采取 的 被 动 的 .反面 的 .间接 的 让 法 .其 
实 反 证 法 是 一 个 积极 的 证 明 大 法 .因为 

(1) 适用 面 广 . 一 般 说 来 ,任意 一 个 数学 命题 “A 一 B" 都 可 考虑 
使 用 反 证 法 ,很 多 命题 的 正面 证 法 也 都 能 改写 成 反 证 法 (如 数学 归纳 
法 改 用 最 小 数 原理 就 变 成 反 证 法 了 ) ,特别 地 ,有 些 命 题 非常 适用 反 
证 法 ,否则 就 很 困难 ,其 至 无 从 下 手 ( $5 一 2 一 6). 

(2) 产生 有 效 增设 . 对 “A 二 B”" 用 反 证 法 “A 且 BC 日 C7 时 ， 
等 于 增加 了 一 个 “已 知 条 件 ”"B, 使 得 推理 能 更 方便 也 更 容易 进行 .这 
个 新 增加 的 条 件 “B "是 解 题 的 有 效 增设 ($86-2-9). 

(3) 思路 选择 余地 大 . 对 “4 之 了 "目的 地 只 有 一 个 ,思路 的 选择 
受到 限制 ;而 “A 且 瑟 一 C 且 C" 中 的 C, 有 广泛 的 选择 余地 .特别 地 ， 
当 C 就 是 A 时 ,就 相当 于 证 明了 道 否 命题 “有一 A "9. 

(4) 推理 方便 . 在 探索 解 题 思 路 时 ,由 B 找 充分 条 件 ,头绪 较 
多 ,有 的 头绪 靠 不 上 A ,不 如 由 “A 且 B" 找 必要 条 件 方便 . 

3. 深入 理解 数学 归纳 法 ,可 以 通过 加 强 命题 来 扩充 它 的 功能 . 
比如 说 ,一 个 关于 有 限 数 字 的 命题 ,可 以 通过 推广 到 任意 自然 数 而 使 
用 数学 归纳 法 ;又 比如 说 ,一 个 较 弱 的 命题 提供 了 较 弱 的 归纳 假设 ， 
使 证 明 发 生 困难 ,而 将 其 变 为 一 个 较 强 的 命题 时 ,就 提供 了 较 强 的 归 
纳 假设 ,使 证 明 更 为 顺利 (8$6-2-9 有 效 增设 ). 

例 5-3 求证 


@ 可见, 把 反 证 法 理解 为 “ 改 证 逆 否 命题 "将 缩小 反 证 法 的 应 用 范围 .前 
弱 反 证 法 的 使 用 功能 . 反 证 法 是 从 证 明 反 论题 虚假 从 而 证 明 原 论题 真实 的 
方法 . 
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1 上 1 一 1 
1+ 方 + 让 + te>2n 1). OD 
讲解 ”直接 用 数学 归纳 法 证 是 这 样 : 
n= 二 1 时 ,1>>0, 命 题 显然 成 立 . 
设 = 时， 和 
1 1 _ 
1 方 1 广 十 。 “+ 记 >2( -1) 


1,.. 1, 1 四 
/2 ET D+ 所 才 : 


但 2(Vk -1) + <2(VE+1-1). 


V +1 
所 以 , 推 不 出 命题 对 n =k+1 成 立 . 
若 将 命题 加 强 为 


1+ 方 + 下 + 122 nti-1), © 


则 名 成 立时 , 必 可 推出 @ 成 立 . 由 于 更 强 的 命题 提供 更 强 的 归纳 假 
设 , 所 以 四 比 中 更 容易 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 波 利 亚 是 这 样 说 的 :“ 在 
数学 归纳 法 中 求证 的 结论 和 为 了 证 明 它 所 能 动用 的 手段 是 成 比例 
的 .它们 的 比 为 n+1 比 n. 因 此 加 强求 证 的 结论 也 可 能 带 来 好 处 ， 
因为 与 此 同时 我 们 也 加 强 了 证 明 过 程 中 可 以 动用 的 手段 .”? 
2 下 
7 = 时 ,2(V2 ]) 一 万 TS 不 等 式 @ 成 立 ， 
假设 n=& 时 ,不 等 式 @ 成 立 , 即 


1+ 万 + 记 + + 六 >2(VRTI-D 


@ 流利 亚 、 舍 贵 . 数学 分 析 中 的 问题 和 定理 , 德 文 初 版 前 言 (iv ), 张 莫 向 
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则 1+ 工 + 工 ++ 革 + 一 
0 


>2(VR+1 一 1) 二 


_ 28+3 
VE+l1 
和 VA4k2 + 12k+9 2 
V 二 1 
> Yk + 12k+8 
Vk+l 
(k+1)(k +2) 2 
VA+1 
=2Vk+2-— 
=2[v(k+1)+1-1]. 
这 表明 ,不 等 式 加 对 于 n = 有 +1 时 成 立 . 
由 数学 归纳 法 知 ,不 等 式 @ 加 成立 ,从 而 不 等 式 由 成 立 . 口 
需要 指出 的 是 ,有 些 命题 “不 能 用 数学 归纳 法 直接 证 明 ”, 引 是 由 
于 我 们 使 用 方法 不 当 , 这 就 削弱 了 方法 的 功能 . 
例 5-4 用 数学 归纳 法 证 明 


11 方 + 六 1 +1<2. DD 
讲解 ”在 习题 四 第 16 题 中 (P.247) 我 们 已 经 知道 数学 归纳 法 
遇 到 了 麻烦 ,但 这 到 底 是 方法 的 “功力 不 足 " 还 是 我 们 的 “使 用 不 当 ” 
呢 ? 我 们 认为 是 后 者 而 不 是 前 者 .请 看 数学 归纳 法 证 明 . 
当 )=1,1<2, 命 题 成 立 . 
假设 n = 上 时 ,命题 成 立 , 即 
11 广 + 六 + ti<2. 
则 当 n=k+1 时 ,有 


1 
vk+l 


人 


1 ,1 l 
1+7 +1733+ tai to 
1 1 ,1 1 
=1+ 消 (1+ 方 + 坟 + 元 
工 . 
<“1+5 2 
二 2. 


命题 成 立 . 由 数学 归纳 法 得 原 不 等 式 成 立 . 口 
可 类 似 地 研究 1+ 站 + ~ + 而 <2 
5-2-3 逻辑 基础 


就 是 说 要 和 弄 清 解 题 方法 与 逻辑 方法 的 关系 (尚未 涉及 深奥 的 数 
学 哲学 问题 ), 这 有 助 于 我 们 进一步 认 清 方法 的 实质 ,避免 盲目 性 、 提 
高 自觉 性 . 
如 上 所 说 ,数学 归纳 法 到 底 是 归纳 法 还 是 演绎 法 ?中 学 课本 有 暗 
示 着 数学 归结 法 是 归纳 法 的 一 种 特殊 形式 ,《 中 学 数学 教材 教 法 》( 总 
论 )2P.114 认为 “数学 归纳 法 不 属于 前 面 所 说 的 归纳 推理 ”, 而 与 反 
证 法 、 同 一 法 一 起 属于 “间接 推理 ”. 既然 理论 上 的 认识 都 很 不 -… 致 ， 
那 数学 归纳 法 的 教学 怎 能 顺利 进行 呢 ? 
类 似 的 情况 还 很 不 少 . 
1. 解 方程 的 逻辑 基础 
对 一 个 方程 
f(x)=0 (A) 
的 两 边 进行 加 \ 减 . 乘 、 除 , 乘 方 . 开 方 . 求 指数 寡 . 求 对 数 . 求 王 角 郴 
数 求 反 三 角 函 数 等 运算 ,得 出 
X=a. (B) 
其 实质 是 , 若 等 式 (4 ) 成 立 , 则 等 式 (B) 成 立 .这 是 -- 个 必要 条 件 的 


人 D ”参考 文献 [17]. 
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过 程 ,还 不 能 保证 等 式 (B) 成 立时 , 必 有 等 式 (A ) 成 立 , 弄 清 了 这 个 
逻辑 关系 之 后 就 不 难 明白 ,完整 的 解 方 程 还 必须 把 x =a 代入 原 方 
程 “检验 ”. 

因此 , 解 方程 的 完整 过 程 应 该 包括 " 解 方程 "与 “检验 "这 两 个 缺 
一 不 可 的 步骤 .那么 ,为 什么 有 的 方程 可 以 不 检验 呢 ? 比如 一 元 次 
方程 .一 元 二 次 方程 线性 方程 组 等 .原因 是 这 些 方程 我 们 已 经 证 明 
了 “ 同 解 原理 ”, 这 些 同 解 原理 保证 了 (A ) 对 于 (B) 既 是 充分 的 又 是 
必要 的 . 

2. 反 证 法 的 逻辑 基础 

从 整体 上 看 , 反 证 法 的 逻辑 基础 是 排 中 律 , 但 更 细致 的 分 析 表 
明 , 反 证 法 每 一 具体 步骤 的 逻辑 依据 并 不 完全 相同 .我 们 把 反 证 法 证 
明 一 个 命题 “A 一 B” 细 致 地 分 成 4 步 ， 

第 一 步 ” 假定 B 不 成 立 , 则 B 成 立 , 用 了 排 中 律 . 

第 二 步 ” 对“A 且 B” 进 行 正确 推理 ,用 了 充足 理由 律 . (理解 反 
证 法 的 本 质 ,B 参加 推理 应 是 必 不 可 少 的 ) 

第 三 步 ” 对“A 且 B” 的 正确 推理 终于 得 出 C 且 C ,依据 矛盾 律 
得 出 矛盾 . 

第 四 步 。” 因 而 B 不 成 立 , 再 由 排 中 律 得 出 B 成 立 . 

这 里 的 C 可 以 代表 已 知 条 件 ,也 可 以 代表 公理 ,定义 、 定 理 ,还 
可 以 代表 反 证 法 的 临时 假设 或 “A 且 B” 所 能 推出 的 某 一 个 命题 . 

将 上 述 步骤 的 中 间 过 程 省 去 , 反 证 法 可 以 概括 成 这 样 一 个 公式 . 

否定 一 一 推理 一 一 否定 . 

即 从 否定 结论 出 发 ,经 过 正确 的 推理 ,达到 新 的 否定 .这 里 的 实质 是 
一 种 间接 的 肯定 .所 以 , 反 证 法 也 是 这 样 一 种 方法 ,通过 证 明 与 命题 
“A 二 B” 逻 辑 等 价 的 命题 为 真 ,从 而 间接 地 证 明了 命题 “A 一 B”. 


S-2-4 变化 形式 


很 多 方法 都 含有 多 种 情况 (如 换 元 法 包含 了 三 种 换 元 ). 另外 还 
有 一 些 变化 形式 与 等 价 形式 ,以 适应 各 种 各 样 的 题 型 和 千变万化 的 
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场合 . 有 些 变化 形式 等 于 扩大 了 方法 的 功能 . 从 另 一 个 角度 说 ,就 是 
车 不 研究 清楚 方法 的 各 种 变化 形式 ,在 具体 运用 中 就 会 缩小 方法 的 
功能 ,而 这 方面 的 损失 将 是 无 法 弥补 的 . 

1. 数学 归纳 法 的 多 种 变化 形式 

设 P(n) 是 一 个 含有 自然 数 x 的 命题 (此 处 自然 数 指正 整数 )， 
用 数学 归纳 法 证 明 其 对 一 切 自然 数 n 真 的 理论 基础 是 皮 亚 诺 自然 
数 公理 中 的 数学 归纳 原理 . 

(1) 归纳 公理 . 若 自然 数 N 的 子 集 M 满足 

1) 1E Mi 

2) AGEM 一 +1EAMI; 

则 M=N. 

(2) 第 一 数学 归纳 法 . 如 果 

1) P(1) 真 ; 

2) P(&) 真 之 P(&+1) 真 . 
那么 ,P(z ) 对 一 切 自然 数 n 真 . 

证 明 设 M 是 使 P(n) 成 立 的 自然 数 集合 , MECN. 因为 P(1) 
真 ,所 以 1€ M. 又 由 P(k) 真 可 推出 P(k+1) 真 知 ,KEE M=>k+1E€ 
M .由 归纳 公理 得 M =N. 即 P(n) 对 一 切 自 然 数 n 真 . 口 

(3) 第 二 数学 归纳 法 . 如 果 

1) P(1) 真 ; 

2) 由 m 三 上 时 P(m) 真 二 >P(k +1) 真 . 
那么 ,P(n) 对 一 切 自然 数 n 真 . 

证 明 记 命 题 Q(n ) 真 当 且 仅 当 P(1),P(2),…,P(z) 皆 真 . 

1) 由 P(1) 真 知 Q(1) 真 ; 

2) 假设 Q(4) 真 , 即 P(1),P(2),…,P(k) 真 ,由 归纳 假设 知 
P(k+1) 真 ,从 而 Q(k+1) 真 . 

由 第 一 数学 归纳 法 知 ,Q(n ) 对 一 切 自 然 数 n 真 .从 而 P(n) 对 
一 切 自然 数 n 成立. 

例 5-5 已 知 对 任意 的 nEN+ ,有 a,>0, 且 
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Se}= 0) 
求证 a, =n. 
[1989 年 高 中 数学 联赛 题 ] 
此 题 宜 用 第 二 数学 归纳 法 ,证 法 略 . 
(4) 有 限 项 数学 归纳 法 . 设 m1 为 一 给 定 的 自然 数 ,如 果 
1) P(1) 真 ; 
2) P(E) 真 (1 二 k<m)>P(k+1) 真 . 
那么 ,P(n ) 对 不 超过 m 的 自然 数 n 真 . 
例 5-6 已 知 m,nEN 且 宇 m 之 3, 求 证 
mn” 之 (n+1)”. 


证 明 对 m 用 数学 归纳 法 . 


(1) m= 二 3 时， 
3.73 =n3+2n3 
宇 n3+6n? 
> +3n +3n+1 
=(n+1)3. 
命题 成 立 . 


(2) 设 m = 上 之 n 命题 成 立 , 即 
kn>(nt+1)*. 

则 (k+l1)nt*l=(k+1)-n.nt 
=(knt+n)ne 
宕 (kn +k)n* 
=(n+1)k.nt 
>(n+1).(n+1)* (归纳 假设 ) 
=(n+1)**!. 

这 表明 m = 上 +1 时 命题 成 立 . 
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由 数学 归纳 法 知 命题 对 4 之 m 宇 3 成立 2. 口 ] 

(5) 跳跃 式 数 学 归纳 法 . 如 果 

1) P(1),P(2),…,P(m) 真 ; 

2) P(k) 真 >P(k+ mm ) 真 . 
那么 , P(n) 对 一 切 自然 数 n 真 . 

证 明 记 命 题 Q(n) 真 当 目 仅 当 P(xn),P(n+1),…,P(nt+t 
m ) 真 . 

1) 由 P(1),P(2),…,P(m) 真 知 Q(1) 真 . 

2) 假设 Q(k) 真 , 即 P(k),P(k+1),…,P(k+m) 真 ,由 归纳 
假设 *P(k+1)>P(k+1+m) , 知 P(k+1), Pl(k+2),.…, Plk+ 
m2),P(k+1+m) 真 , 即 Q(k+1) 真 . 

由 第 一 数学 归纳 法 知 Q(n ) 对 一 切 自然 数 n 真 ,从 而 P(n) 对 
一 切 自然 数 真 . 

例 5-7 设 0<a<1, 定 义 


ali=1+a, 
i, (7 之 1) . 
证 明 对 一 切 2 有 a; >1. 
[1979 年 加 拿 大 竞赛 题 ] 
讲解 ”在 习题 四 第 15 题 中 (P.247) ,我 们 已 经 知道 本 例 用 数学 
归纳 法 遇 到 了 麻烦 .问题 在 于 对 ai ;1 用 归纳 假设 o >1 时 不 等 式 反 
向 ,那么 再 来 一 次 递 推 ,对 a ;2 用 归纳 假设 不 等 式 的 方向 不 就 又 变 
回来 了 . 
(1) 当 n=1 时 ,al=1+a 之 1, 命 题 成 立 . 
当 n=2 时 
1 sltata’. + a’ 
al 1l+a l+a 


®@ 取 站 =m ,可 得 ml1>(at+l)". 
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命题 也 成 立 ， 
(2) 假设 n= 时 ,命题 成 立 , ax >1, 则 


>1. 
这 表明 n = 上 +2 时 命题 成 立 . 
由 数学 归纳 法 知 ,命题 对 一 切 自然 数 n 成立. 口 
本 例 的 男 一 处 理 是 将 结论 加 强 为 证 明 


1<w< 7 或 1< a,<1+a. 


均 可 用 第 一 数学 归纳 法 完成 . 

(6) 逆向 数学 归纳 法 . 如 果 

1) 有 无 穷 多 个 自然 数 使 P(n) 真 ; 

2) P(&) 真 二 P(k 一 1) 真 . 
那么 , P(n) 对 一 切 自然 数 n 真 . 

这 个 命题 的 另 一 表述 是 ,如 果 

1) 对 任 一 自然 数 ,总 有 n 之 n 使 P(n ) 真 ; 

2) P(k) 真 二 P(k 一 1) 真 . 
那么 ,P(”) 对 一 切 自然 数 n 真 . 

这 个 命题 用 有 限 项 数学 归纳 法 或 反 证 法 来 证 比较 方便 .其 中 的 
“有 无 穷 多 个 自然 数 使 P(n) 真 "” 常 取 P(2*) 真 ,或 P(2k),P(2k- 
1) 真 . 

这 个 方法 也 可 以 形象 地 称 为 “ 留 空 回填 ”. 第 一 步 证 明了 有 无 穷 
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个 自然 数 z, 使 P(z) 真 (2=1,2,…), 剩 下 来 的 就 是 (zz ) 上 
的 自然 数 尚未 证 明 . 再 由 第 二 步 ,有 
P(xz,) 真 过 P(x, 一 1) 真 一 … 二 P(xz,_1 +1) 真 . 

这 就 把 “ 空 " 填 上 了 .所 以 ,这 里 的 道 向 倒 推 暗藏 着 正 向 推进 的 一 面 . 

例 5-8 证 明 算术 平均 一 一 几何 平均 不 等 式 

4 三 G，. 

证 明 第 一 步 用 第 一 数学 归纳 法 证 明 n=2” 时 成 立 , 从 而 有 无 
穷 多 个 自然 数 使 不 等 式 成 立 . 

第 二 步 假 设 A 宇 Gi ,由 


Ql1+a2t'**+ar-l 


Ai-1= 


k—1 
a1tast+ar-1+Ar-i 
k 
>vVaiaz at Ac ， (归纳 假设 ) 
即 APala2 at-14 
A -aaa -1 
得 Ak-1 之 Gk -1. 


由 逆向 数学 归纳 法 知 不 等 式 对 一 切 自 然 数 x 真 ( 例 4 一 41， 
P.237). [] 

(7) 最 小 数 原理 . 自然 数 的 非 空子 集 必 有 一 个 是 最 小 的 . 

这 与 第 一 数学 归纳 法 之 间 的 关系 请 参见 华罗庚 《数学 归纳 法 》 
P.56. 由 于 最 小 数 原理 证 第 一 数学 归纳 法 用 的 是 反 证 法 ,所 以 凡 能 
用 第 一 数学 归纳 法 证 明 的 命题 ,都 可 借用 最 小 数 原理 而 改写 为 反 证 
法 .华罗庚 教授 说 :最 小 数 原理 9 不 仅 在 理论 研究 上 很 重要 ,在 具体 
使 用 时 ,有 时 也 比 归纳 法 原来 的 形式 更 为 方便 ( 见 例 6 一 70). 

(8) 无 穷 递 降 法 . 如 果 只 要 对 某 个 自然 数 mz 使 P(m ) 真 , 便 有 


@ 参见 王 连 笑 . 极端 原理 与 解 题 . 河南 科学 技术 出 版 社 ,1997 年 1 月 第 
1 版. 
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自然 数 ml 达 m 且 P(m1) 真 ,那么 ,命题 P(z) 必 假 . 
这 与 最 小 数 原理 是 等 价 的 ,其 证 明 可 参见 数学 教学 杂志 1987 年 
第 3 期 P.6( 李 大 元 :数学 归纳 法 几 种 常见 形式 的 等 价 性 ). 这 一 方法 
为 费 马 首创 并 用 来 证 明 x14+ y= z4 没有 正 整 数 解 . 在 例 6 - 27 
(P.372) 中 我 们 将 使 用 来 证 明 Y2 为 无 理 数 . 
(9) 疙 把 板 数 学 归纳 法 . 设 有 两 个 命题 P(n),Q(n), 满 足 
1) P(1) 真 ; 
2) P(&) 真 二 Q(k) 真 ， 
Q(k) 真 二 >P(k +1) 真 . 
那么 ,P(n),Q(n) 对 一 切 自然 数 n 真 . 
另 一 种 形式 是 : 
1) P(1),Q(1) 真 ; 
2) P(k),Q(k) 真 二 P(k+1) 真 ， 
Q(k),P(k+1) 真 二 Q(k+1) 真 . 
那么 ,P(n),Q(n) 对 一 切 自然 数 真 . 
例 5-9 已 知 数列 


al 三 Q2 三 1， 
人 
求证 341+ 4 二 Q2n+1， QD 
讲解 ”我 们 试用 第 一 数学 归纳 法 . 
当 n=1 时 ,ai+ ait=2=a3s, 命 题 由 成 立 . 


假设 n = 时 ,有 
CA 1 + @ = ar. 
要 证 Ca + ak+1= a2k+3. 
由 at+i2t afr1= (arritar) +ak+i 


=ai:i+2akkri+(at+atsi) 
一 ai +2akak+1+a2k+1l. (归纳 假设 ) 
下 来 要 证 ak+1t+2arar+1= a2k+2. © 
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再 用 第 一 数学 归纳 法 . 
当 n=1 时 ,a? 二 2ala2=3= as, 命 题 @@ 成 立 . 
假设 n =& 时 ,有 


akrit+ 2armk+i = a2g+2. 
下 来 要 证 ak42 + 2ap+1ak+2 = A2k+4. 
由 ajki2+2a4tiar+2=att2t2arti(ar+1 +t ak) 
=(a42 tabri) + (ak+1+t 2axr+1) 
=(az+ati)+azx+2 (归纳 假设 ) 
这 又 导致 我 们 去 证 
Q& + 2 二 alri= a2k+3. 
这 就 像 艺 想 板 一 样 ,要 证 个 导致 我 们 去 证 @ ,要 证 四 又 导致 我 们 
去 证 个 . 因此 ,我们 将 它 一 齐 证 . 记 
P(n): a241+a2 一 aan+1 
Qn): az+1+2an+1=a2n+2. 
(1) 当 n=1 时 ,显然 有 P(1),Q(1) 真 . 
(2) 假设 P(E),Q(k) 真 , 即 
ab+1t at= a2k+1 
ak+1t 2axar+1™ a2k+2. 
则 ad42t adri= (arritar) + akrl 
= (a t+2ara4+1) + (ak + akr1) 
二 Q2k+2 十 Q2k4+1 
二 CQ24+3， 
有 P(&+1) 真 ;又 由 
| aa + 2arriagt2 = aa + 2apri(agtl + ag) 


= (ai + at + (aksr + 2ararr1) 


| 


CQ2A+3 十 Q2k+2 


二 CQ2k+4、 


有 Q(k+1) 真 . 
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由 想 搬 板 数 学 归纳 法 知 P(n),Q(n) 对 一 切 自 然 数 n 真 .更 有 
P(n) 真 . 口 
本 例 的 处 理 ,也 体现 了 数学 归纳 法 加 强 命题 . 
(10) 双 参 数 数学 归纳 法 . 设 P(n,m ) 是 一 个 含有 两 个 独立 自 
然 数 n,m 的 命题 ,如 果 
1) P(1,m) 对 任意 的 自然 数 m 真 ,P(n ,1) 对 任意 自然 数 n 真 ; 
2) 假定 P(Ek+1,1) 与 P(k,l+1) 真 时 ,可 以 推出 P(k+1， 
1+1) 真 . 
那么 ,P(n ,mm ) 对 任意 自然 数 n,m 真 . 
例 5-10 设 f(xn ,rm ) 在 自然 数 上 定义 ,满足 
{A = fl(n,l)= 1, 
fnm) 人 fnm—-1)+t+f(n-1,m) (m,n > 2). 
求证 ”Fn ,mm) 委 C" -2.《( 规 定 C9=1) 
证 明 1) 显 然 有 
(ma)=1<C 1 
Fa)=1T 雪 C2 1. 
2) 假设 f(k+1,10) 和 C1 1， 
(RD CT L. 
则 FREE+HEL+TDSART+LLD)+AE +1) 
SOC 1t Oi 
一 人 人 + 
由 双 参 数 数 学 归纳 法 知 ,命题 对 一 切 自然 数 m,n 均 成 立 . 站 
(11) 递归 定义 的 合理 性 . 华罗庚 教授 说 :递归 函数 是 一 个 在 正 
整数 集 上 定义 了 的 函数 f(n). 首先 , f(1) 有 定义 ;其 次 ,如 果 知 道 了 
(1),f(2),…,f( 上 上 ), 那 么 f(k+1) 也 就 完全 知道 了 .这 实在 不 是 什 
么 新 东西 ,而 只 是 数学 归纳 法 的 重申 (华罗庚 《数学 归纳 法 》P.26). 
(12) 此 外 ,数学 归纳 法 还 有 一 些 具体 的 变形 ,如 
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1) 欲 证 f(n)=g(n). 
只 须 (i) 验证 f(1)=g(1)， 
(i) 假设 f(k)= g(&), 能 推出 
fl(k+1)- fF(k)=g(k+1)- g(k) 


( 翅 人 {= sk, gk)#0. | 


2) 欲 证 fln)>g(n). 
只 须 (i) 验证 f(1)>g(1)， 
(i) 假设 1/(k)>>g(k), 能 推出 
fl(k+1)- fk)>g(k+1)-g(k) 


(RD >azD,e(oD>o 】 


g(k) 
3) 欲 证 ml|f(n). 


只 须 (i) 验证 m |f(1) 
( 赤 ) 假设 m | f(k), 能 推出 
m|f(k+1)— f/f(k). 

4) 整数 数学 归纳 法 : 设 有 一 个 与 整数 有 关 的 命题 p(n ), 如 果 

(i) 命题 p(n0) 成 立 ; 

(7i) 假设 命题 p(&) 成 立时 ,命题 p(k+1), p(k 一 1) 均 成 立 , 则 
这 个 命题 p(n) 对 一 切 整 数 ”都 成 立 . 

例 5-11 求证 


(1) VI-2+V23+.+V atn tl) < 


4 3 


n n 
(2) 设 f(n)= 本 + 广 + 污 -的 , 求 证 mwEZ 时 Fa)EZ. 
证 明 略 . 
2. 抽 民 原理 及 其 变形 


@ ” 抽 导 原理 又 称 铝 笼 原理 、 犹 利克 涯 原理 、 面 积 重生 原理 等 ,是 证 明 存 在 
性 命题 的 有 力 工具 . 
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我 们 可 以 列举 出 10 种 形式 ,有 的 表现 在 有 限 集 合 上 ,有 的 表现 
在 无 限 集合 上 ,有 的 表现 在 代数 上 ,有 的 表现 在 几何 上 ;有 的 表现 在 
元 素 多 于 集合 上 ,有 的 表现 在 集合 多 于 元 素 上 . 

(1) 车 把 n + 1 个 元 素 放 进 n 个 集合 , 则 必 存 在 一 个 集合 至 少 
放 有 2 个 元 素 . 

(2) 若 把 mn + 1 个 元 素 放 进 nn 个 集合 , 则 必 存 在 一 个 集合 至 少 
放 有 m+ 1 个 元 素 . 

(3) 车 把 m1 + mz 十 … + ms + 1 个 元 素 放 进 n 个 集合 , 则 必 存 
在 一 个 集合 至 少 放 有 mi +1 个 元 素 (1 志 k 志 nn). 

(4) 车 a;>0(i=1,2,…,n), 且 al+azt+…+a; = SS, 则 必 存 
在 we ai， 使 a ,SH (Sh, En) 

(5) 车 al+az+…+a, 实 0, 则 必 存 在 a4 宇 0(1 志 nn); 若 a 
+az+…+ans0, 则 必 存 在 w 委 0(1 委 上 委 ”). 

(6) 车 把 无 穷 集 合 分 成 有 限 个 子 集合 , 则 必 存 在 一 个 子 集 合 含 
有 无 穷 多 个 元 素 . 

(7) 车 把 [0+1+2+…+(n 一 1)] -1 个 元 素 放 进 ”个 集合 , 则 
至 少 有 2 个 集合 的 元 素 一 样 多 . 

(8) 若 把 上 [0+1+2+…+(72-1) 一 工 个 元 素 放 进 kn 个 集 
合 , 则 至 少 有 A&+1 个 集合 的 元 素 一 样 多 . 

(9) 车 把 rz -上 个 元 素 放 进 2 个 集合 , 则 必 有 一 个 集合 至 多 含 
有 六 一 1 个 元 素 @. 

(10) 车 把 2 个 面积 为 S1,S,,…,S, 的 平面 图 形 放 到 面积 为 S 
的 平面 图 形 上 ,并 且 Si + S +…+9,>S, 则 至 少 存在 两 个 图 形 有 
公共 点 . 

所 以 这 些 命题 的 证 明 格 式 基本 上 是 相同 的 , 即 假设 结论 不 成 立 ， 
则 得 出 一 个 不 等 式 组 ,然后 求 和 引出 矛盾 (参见 $5 一 2 一 1). 如 


@ 与 形式 (2) 相 比较 ,我 们 称 形式 @ 为 第 二 抽 层 原理. 


290 数学 解 题 引 论 


证 明 (3) 若 不 然 , 则 每 一 个 集合 As 最 多 放 有 mx 个 元 素 , 有 
[Ai lmi, (k=1,2,.…,n) 


求 和 mit mat et ma tl =A 


Smt m2 t+ m,. 


矛盾 . 口 
证 明 (4)” 先 证 存在 a 之 立 . 车 不 然 , 则 对 每 一 个 ,有 
oa < 六 
n 
i=1 1 玫 


秘 盾 . 上 
证 明 (7) 若 不 然 , 则 各 个 集合 的 元 素 互 不 相同 , 按 其 元 素 从 少 
到 多 记 为 Ai,A;,…,A,, 则 


1A,| 宇 n 一 1. 
求 和 [0+1+…+(n-1)]-1= 守 |Ai| 
之 0+1+…+(n—1). 
矛盾 . 口 


S-2-5 应 用 层次 


和 弄 清 解 题 方法 的 应 用 层次 ,可 以 加 深 我 们 对 方法 的 认识 ,提高 灵 
活 运用 方法 的 能 力 .同时 ,在 解 题 教 学 中 ,对 不 同 的 教学 阶段 能 掌握 
好 恰当 的 分 寸 . 

1. 抽 履 原理 形式 (1).(2) 的 应 用 有 6 个 层次 

(1) 题目 本 身 直 接 给 出 元 素 与 集合 . 

例 5- 12 在 全 校 400 名 新 生 中 ,至少 有 两 个 学 生 同 一 天 生日 . 
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(2) 题目 本 身 只 直接 给 出 元 素 或 集合 中 的 一 个 , 另 一 个 要 去 构 
造 .( 多 数 情况 下 是 构造 抽 懂 ) 

例 5- 13 任意 给 定 的 7 个 不 同 的 自然 数 中 , 必 有 两 个 数 其 和 
或 差 是 10 的 倍数 . 

讲解 按 自然 数 的 个 位 数 把 自然 数 分 成 6 类 : [0],[1,9]， 
[2,8],[3,7],[4,6],55], 这 是 构造 了 6 个 抽 届 . 

(3) 题目 本 身 既 未 直接 给 出 元 素 又 未 给 出 集合 ,要 由 已 知 条 件 
去 构造 “集合 ”与 “元 素 ”. 

例 5-14 把 1 到 10 的 自然 数 摆 成 一 个 圆圈 ,证明 :-- 定 存在 3 
个 相 邻 的 数 , 它 们 的 和 大 于 17. 

讲解 从 1 开始 , 按 顺 时 针 方 向 将 10 个 数 记 为 aoy aily az ……， 
ao, 由 

(ai+az+as)+(ad+a+ag)+(ay+ag+ao) 
==2+3+…+10 
=54=3x17+3. 
知 ,3 个 括号 中 ,至 少 有 一 个 大 于 17. 口 

这 实质 上 是 构造 3 个 “集合 "和 54 个 “元 素 ”. 

(4) 抽 层 原理 逆 用 , 反 求 元 素 或 集合 . 

例 5-15 和 袋 内 装 有 100 个 小 球 ,其 中 红 球 25 个 , 蓝 球 23 个 ， 
黄 球 10 个 , 绿 球 14 个 , 白 球 20 个 , 黑 球 8 个 . 现 从 袋 中 任意 摸 出 球 
米 , 如 果 要 使 摸 出 的 球 中 至 少 有 15 个 同色 的 ,那么 从 袋 中 一 次 至 少 
要 摸 多 少 个 球 ? 

讲解 ”最 坏 的 可 能 是 黄 、 绿 、 黑 球 全 摸 出 来 了 ,有 10+ 14+8= 
32 个 .从 红 、 蓝 . 白 三 种 球 中 至 少 要 摸 3x14+1=43 个 ,才能 保证 有 
15 个 同色 , 故 从 袋 中 一 次 至 少 要 摸 32+43=75 个 . 口 

这 实质 上 是 反 求 “ 元 素 ” 数 . 

(5) 多 次 应 用 抽 层 原理 . 

例 5-16 有 17 个 科学 家 ,其 中 每 一 个 人 和 其 他 所 有 的 人 遂 
信 , 在 他 们 的 通信 中 只 讨论 3 个 题目 ,而 且 每 两 个 科学 家 之 间 只 讨论 
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一 个 题目 .求证 至少 有 3 个 科学 家 相互 之 间 在 讨论 同一 题目 . 
[IMO5 4] 

讲解 ”两 次 应 用 抽 居 原理 . 设 x 先生 与 其 他 16 个 人 讨论 3 个 
问题 ,由 16=3x5+1 知 , 必 有 6 个 人 与 x 讨论 同一 问题 , 记 为 A 
问题 . 

若 这 6 个 人 当中 还 有 2 个 讨论 4 , 则 命题 成 立 ,否则 这 6 个 人 只 
讨论 其 余 两 个 问题 , 取 其 中 一 位 y 先生 , 因 他 与 其 余 5 个 人 只 讨论 
两 个 间 题 ,由 5=2x2+1 知 , 必 有 3 个 人 与 y 讨论 同一 个 问题 , 记 为 
B 问题 . 

车 这 3 个 人 当中 还 有 2 个 讨论 B, 则 命题 成 立 ,否则 这 3 个 人 无 
人 讨论 A,B. 必 定 互相 之 间 讨 论 第 三 个 问题 ,命题 也 成 立 . 口 

例 4 一 8(P.137) 也 是 多 次 应 用 抽 履 原理 . 

(6) 抽 展 原理 与 其 他 数学 方法 的 综合 使 用 . 


例 5- 17 xz1,z2,…,z, 都 是 实数 且 满 足 条 件 沁 x?=1, 求 证 
对 于 每 一 个 整数 之 2, 存 在 n 个 不 全 为 零 的 整数 ai, |ai| Sk 一 1， 
i 二 1,2,…,n ,使 得 

)V 


erit aarat tans < 3 LN 


[IMO,s_ ;3] 
讲解 ”这 是 抽 慑 原理 与 柯 西 不 等 式 的 综合 应 用 . 
对 上 之 2, 有 上 一 1 仍 为 自然 数 , 设 b;(i=1,2,…,n) 取 遍 0,1,2， 
…,k 一 1, 则 存在 &" 个 数组 
(b1,b23,°",b,), 人 
每 一 个 都 满足 
bzil+bzlzzl 十 十 bzn| © 
SV b+ bt t boV rtt zit eet zn 
=V oft 02 +t bn 


<V n(k—-1) 
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=(& 一 1T)V7 
现 将 区 间 [0,(k 一 1)Vn ] 作 &" 一 1 等 分 , 则 中 的 &" 个 数组 必 
有 不 同 的 两 个 
(6 1,0 3, ,bn ), 


(6”1,6" ,0",). 
使 代数 式 @ 的 值 属 于 同一 等 分 . 即 
(上 有 一 1)V za 


k”"—1 
宕 | (bi|lzril+6 zz + + 6b, | ra|)— 
(pz + 6’2|x2| + 二 bz) 
=|(6 -Orlt(6 -6 2) rl t+ (bb,)| rll. 
0 一 0 ， 当 Zi 之 0 时 ， 
入 {on 
则 a; 不 全 为 0, 且 
|a; | 一 lb,~b|<k -1, 
ari=(b';— bi)| zi|, 
从 而 arit aerat tars| < (KL, 品 j 
2. 基本 不 等 式 的 应 用 
定理 的 应 用 经 常 从 两 个 方面 提供 解 题 的 重要 方法 . 其 一 是 证 明 
定理 的 方法 ,这 经 常 是 数学 家 呕 心 血 创造 出 来 的 典型 方法 ;其 二 是 使 
用 定理 去 解决 更 多 问题 的 方法 .我 们 常 说 ,要 注意 定理 、 公 式 的 正 用 、 
逆 用 、 连 用 、 变 用 、 巧 用 和 活用 ,其 实 就 是 定理 应 用 的 几 个 层次 .下 面 ， 
我 们 以 基本 不 等 式 为 例 , 说 一 说 它 的 灵活 运用 .对 
a + 6 之 2ab. 


2 
有 (1) 变形 1,ab 志 二 (X24a?+ 手 ]， 


例 5-18 和 柯 西 不 等 式 


Bab Sa 20 。 
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(分 母 不 为 0) 


(2) 变形 2,4 >>2a -6 (5>0). 
例 5- 19 设 TX1sT2 "Tn 都 是 正 数 ,求证 


2 2 2 2 
多 人 Tn 
+ ttt -二 
72 3 Xn Tl 


[1984 年 高 中 数学 联赛 题 ] 
证 明 由 变形 2, 有 


2 
Xl 
一 之 2z1i 一 2 
这 2 


2 
zx3 
一 之 272 TX3, 
3 


相 加 即 得 . 口 

(3) 变形 3, 和 之 儿 - (a>0). 

例 5-20 已 知 al,az,，……a， 为 两 两 各 不 相同 的 正 整数 ,求证 
对 任何 正 整数 n ,下 列 不 等 式 成 立 
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[IMO,0-s] 
证 明 由 变形 3, 有 


相 加 > 


(4) 变形 4, 人 之 a 一 全 (0>0)， 
例 5-21 设 a,6b,c 为 正 实数 且 满 足 abc = 1. 试 证 
1 1 1 3 
ot)! pcra)! catsb)> 2 


[IMO3 -2] 


证 明 TE 
人 
一 a 
= 1) 
同 理 。 -#4 ) 
> 二 (二 + 二 外 
相 加 左边 之 广 [ 二 + 二 + 二 
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同样 的 方法 可 以 处 理 1990 全 苏 数 学 竞赛 题 : 对 于 和 为 1 的 正 
整数 alya，…a, 有 不 等 式 


ai 


2 2 2 
02 ,, 人 mn- Qn 1 


dr Tall 2° 


al 十 Q2 


Q2 十 CG3 Qi -1 十 Q， 
(5) 变形 5,a(a -5b)>b(a -6b). 
me | TT 

n 和 n 

十 .十 

证 明 记 4= “2 一 各 ,由 变形 5, 有 
ail(a!1 ~ 6) 之 b (a -5), 
az(a; -6b)6(as -6b), 


n 


an(an “6b)>b(a, — 6). 


相 加 (aft+ast.+as)-b(artast+.+a,) 
志 bL(Cal+az+…+an) 一 10] 
=0. 

得 


dt adt etal (tet tn) 
除 以 n ,再 开 方 即 得 . 口 
(6) 变形 6,a? 之 2ax 一 x? ,x 为 参数 . 
例 5-23 已 知 工 ,y,z 为 实数 且 x+y+z=1, 试 证 
1 
2， 2， 2 人 
XT + y+z 全 本 
证 明 由 变形 6, 有 
rT >21tr — 17, 
y >2ity— 212， 


z >21z — 17. 


相 加 


OOO 


Xty + 2t(r tytz) -317 


=21 一 312. 
为 使 所 求证 不 等 式 成 立 , 令 
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.212-1 

2 一 3t 3 ， 
即 9i2-6t+1=0， 
得 := 村 


在 .@.@ 式 中 取 1 一方, 相 加 即 得 所 证 . 口 
其 实 此 例 是 例 5 - 22 的 特殊 情况 .而 例 5 - 22 就 是 例 4- 39 的 
推广 1(P.229). 


(7) 变形 7,42+ 如 之 小 (a + 0 或 VE 三 2(o+ 
由 此 可 解决 许多 无 理 不 等 式 问 是 
5-2-6 正确 使 用 


任何 方法 都 有 它 成 立 的 条 件 , 都 有 它 适用 的 范围 ,离开 条 件 .起 
越 范 围 就 会 犯错 误 . 同时 ,方法 在 使 用 中 还 有 一 个 走样 不 走样 的 问 
题 ,由 于 数学 知识 或 逻辑 知识 的 原因 ,由 于 策略 性 或 心理 性 的 错误 ， 
都 会 导致 方法 的 使 用 不 当 或 功能 减退 ,影响 解 题 的 成 功率 . 

比如 ,判别 式 要 在 实数 范围 内 才 有 产生 非 负 性 的 功能 , 遇 到 虚数 
问题 时 ,就 不 能 盲目 套用 ;至 于 判别 式 法 求 值 域 ( 或 最 值 ), 它 的 前 
提 是 

A= (2axr + 6) >0 
当中 的 不 等 式 能 取 等 号 , 当 z 为 任意 实数 时 这 是 可 以 做 得 到 的 ,但 
当 zx 限定 在 某 一 有 限 区 间 时 ,就 不 一 定 能 做 到 了 . 这 些 都 产生 判别 
式 法 的 局 限 性 . 

又 如 数学 归纳 法 .对 于 与 自然 数 无 关 的 命题 ,不 能 直接 用 ;有 些 
自然 数 的 命题 虽 可 用 数学 归纳 法 ,但 不 如 直接 证 明 简便 ;还 有 些 与 自 
然 数 有 关 的 命题 也 无 法 用 数学 归纳 法 .另外 ,凡是 能 用 数学 归纳 法 证 
明 的 命题 ,都 需要 先 有 结果 ,因而 掩盖 了 结论 的 发 生 过 程 .这 些 都 反 
映 了 数学 归纳 法 的 局 限 性 . 
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再 如 反 证 法 ,我 们 说 过 反 证 法 是 一 个 证 明 大 法 (P.275) ,但 它 也 
不 是 万 能 的 , 它 的 优势 主要 在 于 下 列 场合 : 

(1) 命题 的 结论 以 否定 形式 出 现 ; 

(2) 命题 的 结论 以 “至 多 ” “至 少 ” 的 形式 出 现 ; 

(3) 命题 的 结论 以 “无 限 ” 的 形式 出 现 ; 

(4) 命题 的 结论 以 “惟一 ”的 形式 出 现 ; 

(5) 学 科 开 始 的 时 候 ; 

(6) 由 已 知 条 件 难 以 推出 什么 的 时 候 ; 

(7) 存在 性 命题 ; 

(8) 逆 命题 . 

削弱 方法 的 使 用 功能 .缩小 方法 的 使 用 范围 ,也 是 方法 使 用 不 当 
的 一 个 表现 .在 例 4-34, 例 5S-2, 例 5-4, 例 S$-7 等 处 我 们 已 经 见 


到 过 . 
下 面 我 们 来 看 几 个 方法 使 用 不 当 的 例子 ,更 详细 的 错 例 分 析 见 
§7-3. 
首先 看 例 5 一 23 的 另 一 证 法 : 设 
do 
-1 
y=3 一 21， (A) 
之 = 十 + 3. 
则 z+ y+z?= 汪 +141? 之 广 ， 口 


这 是 换 元 法 使 用 不 当 的 错误 . 当然 满足 (A) 的 x,y,z 也 一 定 
满足 
r+yt+xz=1. (B) 
但 反 过 来 不 对 .从 几何 上 看 ,方程 (B) 表 示 一 个 平面 ,方程 组 (A) 表 示 
一 .条 直线 , 原 题 要 证 明 平面 上 每 一 点 到 原点 的 距离 d 之 证 .而 换 元 法 
只 证 明了 平面 上 的 一 条 直线 
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| 1 1 
”3 ”3_ ”3 
-1 -2 3 


具有 该 性 质 { 4 之 地 ), 至 于 直线 外 的 点 则 还 没有 证 明 是 否 成 立 . 这 在 
逻辑 上 叫做 “ 偷 换 概念 ”( 见 8$7-3). 
例 5-24 设 f(0)=10,f(n+1)=nf(n)+1, 求 证 
fln)210. (n=0,1,2,…) 
证 明 (1) f(0) 之 10, 命 题 是 成 立 的 . 
(2) 假设 F(R) 之 10, 由 
flk+1)= kf(k)+1 > ARE) 之 10， 
知 f(n) 宇 10 对 一 切 n=0,1,2,…, 成 立 . 口 
评析 这 是 数学 归纳 法 使 用 不 当 的 错误 . 因为 递 推 性 的 基础 是 

从 n=0 开 始 的 ,因而 第 二 步 递 推 性 的 根据 
fl(k+1)>f(k), 中 

也 应 该 从 n=0 开始 ,但 n=0 时 
f(1)=0:f(0)+1=1</(0). 

式 中 不 成 立 .事实 上 n=1,2,3 命题 均 不 成 立 . 
f(2)=1:f(1)+1=2<10, 
f(3)=2°f(2)+1=5<10. 

应 在 n 之 4 时 ,命题 才 成 立 . 

例 5-25 所 有 的 自然 数 都 相等 . 

证 明 (1) 只 有 一 个 自然 数 时 ,自己 与 自己 相等 ,命题 成 立 . 
(2) 假设 个 自然 数 都 相等 ,对 +1 个 自然 数 al, aa，…， 

ax+1; 我 们 把 归纳 假设 分 别 应 用 于 
C1，42，“” CA 
CQ2，243， dR+1: 

则 分 别 有 al 三 a2 三 二 0 


CQ2 二 4Q3 一 "一 QH+L 
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从 而 &+1 个 自然 数 都 相等 . 
由 数学 归纳 法 知 ,所 有 的 自然 数 都 相等 . [] 
评析 这 是 数学 归纳 法 应 用 的 错误 .关键 在 第 -- 步 的 葛 基 并 没 

有 提供 不 同 自然 数 间 相 等 的 正确 性 基础 . 事实 上 ,第 二 步 中 =1 

时 ,已 无 法 得 出 两 个 自然 数 相 等 . (回想 例 2- 1) 

例 5-26 已 知 x1>0,xi 关 1, 且 tt =1,2, 
…). 试 证 ”数列 |x, | 或 者 对 任意 自然 数 ”都 满足 r,< ,+1, 或 者 
对 任意 自然 数 ”都 满足 z > rn+1. 

[1986 年 高 考 理科 第 ( 八 ) 题 ] 

证 明 数学 通讯 1986 年 第 11 期 P.26 发 表 了 一 个 中 学 生 的 证 
法 如 下 (立即 作 了 更 正 ): 

假设 数列 |x, | 对 任意 自然 数 mn 既 不 满足 zx, < x,+1, 也 不 满足 
Xn Xn+1; 则 满足 


Tn 三 n+1， 0 
2 
由 题 设 oe, 
zz2+3 
所 以 
即 37z3 二 二 Z3 十 3. 
所 以 xzn(zz 一 1)=0. 
所 以 Ts 二 0, 或 xXx, =1, 或 xz,= 一 1. 四 
但 由 题 设 zl>0,zi 天 1, 且 
_ zn(xnt+3) 
atl 3z2+1 
知 Z >0 且 z 天 1. 全 


故 @ 与 @ 矛 盾 , 因 此 假设 不 成 立 . 数列 1x, | 对 任意 自然 数 或 
者 都 满足 z,< zu+1;' 或 者 都 满足 zx, > xz,+1. 口 
评析 这 是 反 证 法 使 用 不 当 . 主要 是 “ 反 设 不 真 ", 否定 “x 为 单 
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调 数列 "不 能 得 出 “x, 为 常数 列 ” ,还 可 能 “x, 为 摆动 数列 .正确 的 
反 设 应 是 :存在 p,q, 使 zy 之 zp11 有 x 和 70 4141.2 
例 5-27 化 下 列 方程 为 整 式 方程 
V(rtl)+y+vV(r-1) +y=1. 中 
讲解 ”在 几何 上 ,这 表示 了 点 (z,y) 到 两 个 定点 ( -1,0),(1,0) 
的 距离 之 和 为 定 长 ,我 们 预计 它 应 为 “椭圆 ”, 但 万 万 没有 想到 两 次 平 


方 之 后 竟 得 出 了 双 曲 线 ， 
把 中 变 为 
V(r+1?+y=1-V(r- 171+y © 
平方 ,得 1-4x=2V(r-1)+y. @ 
再 平方 ,得 12z -4y = 3， 
即 1 @ 


2 
(2) (§) 
这 是 双 曲 线 的 标准 方程 . 口 
“椭圆 "怎么 会 变 为 “ 双 曲 线 ” 了 呢 ? 检查 每 一 步骤 ,演算 是 准确 

的 .问题 在 于 方程 变形 中 的 平方 运算 产生 了 增 根 .事实 上 ,对 @ 两 边 
平方 ,相当 于 对 

VT I) -0, 
的 两 边 乘 以 一 个 代数 式 

VT + UI], 
因而 产生 增 根 


QD 丁 怀 成 . 李 清 烛 .用 反 证 法 证 86 年 高 考 理科 数学 第 八 题 . 数学 通讯 ， 
1987,4,P.40. 

@” 陈 水 明 .从 一 道 高 考题 的 错 证 看 学 点 数理 逻辑 的 必要 性 . 数学 教学 ， 
1990,1,P.10. 

@@“” 罗 增 颂 . 方 程 变形 的 困惑 . 中 学 数学 (湖北 ) ,1990 ,9,P.12. 


302 _ 数学 解 题 引 论 


v(zrlDrw+rl-Vvz-l+y=0 © 
V(r+1I?+y-vV(r-1}+y =-1. 
这 正 是 双 曲 线 旨 的 一 支 . 
当 第 二 次 平方 时 ,相当 于 对 
(1-47)-2V (x -1)+y=0, 
的 两 边 乘 以 一 个 代数 式 
(1-47x)+2V (xr-1)+y, 
因而 又 产生 增 根 
1-4r+2V (x-1)+y=0 
SV rt ty -vr-1)+y=1. © 
这 正 是 双 曲 线 @ 的 奴 一 支 . 
事实 上 , 原 方程 无 解 (两 边 之 和 等 于 第 三 边 一 半 的 三 角形 不 存 
在 ) ,但 经 过 两 次 增 根 得 出 双 曲 线 方程 


5-3 配方 法 的 研究 


上 一 节 我 们 对 解 题 方 法 的 研究 提出 了 一 些 课题 , 它 的 解决 ,以 及 
更 广泛 ,更 深入 的 数学 方法 论 建设 有 待 同行 们 的 共同 努力 .我 们 只 党 
得 ,从 一 些 较 为 简单 .最 为 具体 的 技巧 开始 ,再 逐步 深入 到 高 层次 的 
方法 中 去 可 能 是 一 个 好 主意 . 正 是 本 着 这 种 精神 ,让 我 们 开始 对 配方 
法 的 研究 . 

5-3-1 问题 的 提出 

通过 配方 来 解 题 是 一 个 十 分 基本 ,非常 具体 的 数学 技巧 .我们 在 
初中 时 就 接触 它 (乘法 公式 . 因 式 分 解 、 二 次 方程 .二 次 函数 ，……)， 


直到 大 学 还 不 断 使 用 它 ( 最 小 二 乘法 、 二 次 型 .矩阵 打 洞 .积分 换 元 ， 
人 ) .应 该 说 ,这 是 我 们 认识 较 早 了解 较 多 .运用 较 好 的 解 题 方 法 . 
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那么 ,还 值得 把 配方 法 郑重 其 事 地 拿 出 来 进行 一 番 研 究 吗 ? 我 们 说 ， 
有 3 个 方面 的 问题 构成 了 研究 的 必要 性 . 

问题 1 盲目 扩大 方法 的 使 用 范围 

这 种 情况 屡屡 发 生 在 理论 修养 不 高 而 又 解 题 经 验 不 足 的 时 候 ， 
最 常见 的 是 : 

(1) 把 有 约束 条 件 的 平方 式 匆 忙 取 零 , 误 认 上 (下 ) 界 为 极 值 . 

(2) 把 实数 平方 的 非 负 性 照搬 到 虚数 上 去 ， 

这 方面 的 例子 很 多 , 较 典 型 的 如 

例 5-28 求 f(x)=asinr+bsintr+c (a>0,rE€R) 的 
极 值 . 

例 5-29 设 实数 zx,y 满足 3z*+ y=6zx, 求 zr*+y 的 最 
大 值 . 

问题 2 缩小 方法 的 使 用 范围 

首先 一 种 表现 是 ,由 于 方法 使 用 不 当 , 造 成 失误 ,因而 就 认为 该 
类 问题 不 能 用 配方 法 来 求解 ,这 是 把 “使 用 不 当 ” 等 同 于 “不 能 使 用 ”. 

另 一 种 表 规 是 把 “不 会 使 用 "等 同 于 “不 能 使 用 ". 比如 例 4 35 
(P.215) ,人们 长 期 没有 认真 找 出 配方 恒等式 中 

1-(avl-b+bvV1l-a’) 
-Hla IPP + (6 Vi 


或 1-(avVvi-6+bvV1l-a) 
=(ab -V1l-a Vl- 6b) 
=(a+b 1+(avli a -bvV1- 6) 


因而 盲目 迷信 三 角 法 . 
又 如 例 $-2(P.273) ,不 是 不 能 用 配方 法 求解 ,而 是 可 以 用 多 种 


中 ” 这 些 配方 还 要 用 在 例 5- 44 上. 
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配方 途径 来 求解 . 
再 如 习题 四 第 22 题 容易 得 出 不 止 一 种 配方 (P.392) : 
Sw=(2z+y-1)2+(r-2y+4)2+8(2z+y-1)-9 志 -9 
或 2$w=(S$z+2) +(Sy 一 9) +40(2z+y-1) 一 45 之 一 45. 


由 此 ,可 顺利 得 出 , 当 z= -也 ,y= 号 时 ,tw 有 最 小 值 - 了. 

如 果 说 ,使 用 不 当 的 失误 可 以 发 现 也 不 难 改 正 的 话 ,那么 把 “不 
会 " 作 “ 不 能 "的 损失 则 是 无 法 挽回 的 . 

问题 3 研究 的 误区 

关于 配方 法 的 文章 俯 拾 即 是 ,有 “ 八 用 "也 有 “十 用 ”的 真 可 谓 够 
深入 , 够 细致 的 了 .但 这 些 工作 的 致命 弱点 是 , 解 题 研究 没有 上 升 为 
理论 ,大 多 是 用 现成 的 例子 说 明 现成 的 观点 ,或 用 现成 的 观点 说 明 现 
成 的 例子 .整个 研究 工作 依然 陷 在 低层 次 的 ,没有 新 突破 的 误区 之 
中 .这 既是 上 述 两 个 问题 存在 的 原因 , 也 是 整个 方法 研究 现状 的 
结果 . 


5-3-2 配方 法 的 初步 认识 


虽然 配方 法 不 排除 使 用 更 高 次 数 的 配方 ,但 是 它 的 通常 含义 或 
用 得 最 多 的 是 配 平方 ,因此 ,这 里 所 讨论 的 配方 是 指 : 使 数学 式 出 现 
完全 平方 项 的 恒 等 变形 . 

定义 ”应 用 配方 变形 来 解数 学 题 的 方法 叫做 配方 法 . 

1. 基本 配方 单元 

对 大 量 配方 集中 分 类 并 细致 剖析 后 ,我们 认为 ,构成 丰富 多 彩 配 
方 的 最 基本 细胞 或 信息 单元 是 : 二 项 式 平 方 的 道 写 .了 

a +2ab +b*=(a+b). (5—1) 


@ 由 此 不 难得 出 各 种 变形 : a? + b= (at6b)?2ab,al?+ ba = 
2 2 
(e+ 二 6) -分 ,+2a0=(a+b)2- (az+b2) 等 ， 
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由 这 个 细胞 ,不 难 推出 较为 复杂 的 配方 ,如 多 项 和 的 平方 与 多 加 
平方 的 和 


2a3+2 > Qj 一 (%ai)”, ($5—2) 
Sa +2d ab; + 之 好 = > (a + 0 ). (5—3) 


从 这 些 公 式 出 发 ,可 以 进行 各 种 各 样 的 配方 ,因此 ,我 们 就 把 
(5 一 1) 称 为 基本 配方 单元 , 它 是 基础 知识 . 如何 应 用 基础 知识 离 不 开 
基本 技能 ,我 们 用 基本 配方 形式 来 描述 它 . 

2. 基本 配方 形式 

由 最 基本 的 信息 单元 ,组 成 一 些 最 常 使 用 的 信息 块 ,再 由 信息 块 
去 实施 解 题 指令 ,这 是 我 们 对 配方 法 使 用 步骤 的 基本 看 法 .但 是 干 差 
万 别 的 配方 简直 无 法 穷 举 ,其 中 有 哪 几 个 是 基本 的 配方 形式 呢 ? 我 
们 认为 基本 的 有 3 个 . 

基本 配方 1 对 称 多 项 式 o + ab+ 0 的 配方 . 

我 们 的 研究 表明 ,对 这 个 简单 式 子 的 配方 是 十 分 灵活 多 样 的 ,与 
成 余弦 定理 或 匀 股 定理 的 形式 
az+ap+p2=az+b -2lall1blcos9， 
19=60' 或 120"; 


a*+ab+b’= (。 + 区) + ($4). 
只 是 因为 它们 具有 数 形 结合 的 特征 而 更 加 引 人 注 目 .事实 上 ,这 个 式 
子 有 不 下 10 种 配方 形式 ,每 … 种 形式 都 有 应 用 . 


a +ab+b? 
=(a+6) -ab (5—4)) 
=(a—-b) +3ab (5— 4); 
=(a+8) + (8) (5—4); 
= [Gatp)] + (与 <) (5-4) 
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和 at+b 2 a-b 2 
-= (入 ) + 万 ) +as (5—4)s 
{a /2Y, /latey 
= (月 + (万) + (入 ) (5—4)6 
13, ,13, (2-6 - 
一 Be 十 万 9 (和 ) (5 4)7 
_1a+by2 (V3a V36Y 各 | - 
-| 2 ) +( 学 人 3 5374 
/oY (306), (v66Y _ 
(人 

_ 2 

(< 有 tabp+ tt b+ a+b), (5 ~ 4)i0 
=a 二 2 (a bY (5—4)1 

更 一 般 地 ,有 

(1) a?+ kab + 65? 的 配方 
a +kab+b? 
=(a+6)+(k—-2)ab (5-5), 
=(a—b)+(k+2)ab (5-5); 
-es 6 
2 2h by G25) 
= (446) + (a6Y + pop (5—5)s 
3 ;2+k,, /a-kbY 一 
=Fa + 5 pb? 人 万 ) (5 5) 
_ (atkb)? , (V3a V36) 3 一 让 - 
=< 了 + (Se +436] 二 到 b? (5~— 5)8 
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+ 2 2 
=a2+ b+(e A -ka 让 (5 -5), 
2 - 
(0230 + hab + 4 + 0) (5— 5) 


(2) ce2+p2+cz 一 四 -Mr-ca 的 配方 
0 人 
= 六 [te 一 02+ 0 一 eic 一 ea] (5—6)) 
=(a- P+(b- ec) +t+(a-b)(b-e). (5 - 6), 
这 正 是 基本 配方 1, 又 可 仿照 (5 一 4): (k=1,2,…) 写 出 大 批 配 


方 . 
例 5-30 车 zx>0,y>0,z>0, 求 证 


ww try + y+v yi yz + zi > Vs r+. 

讲解 ”这 是 构造 空间 图 形 解 题 的 
范例 .由 

daop+b= a + bb — 2abcosb0° 


可 作 一 棱锥 V -ABC( 图 5-2), 使 


VA=ZX， 
VB = y, 
VC=z, 
AAVB = LBVC = LACVA = 60 . 
出 人 ABC 中 两 边 之 和 大 于 第 三 边 即 由 5-2 


得 所 求 . 口 

这 里 用 的 是 空间 距离 的 性 质 .车 将 距离 表示 为 解析 几何 公式 , 则 
配方 法 的 功能 也 就 显示 出 来 了 .首先 指出 不 等 式 
altaltaty 人 证 居 >PV (a -byt(a- by +(a3- bs). 
取 等 号 当 且 仅 当 a;= Xbi;(i=1,2,3). 

然后 由 配方 公式 (5 一 4)3, (5 一 4)s,(5 一 4)。, 有 
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ete 本 下 于 EN 
EE 


应 用 上 述 不 等 式 即 得 . 器 
事实 上 ,这 具 不 过 是 将 图 5-2 建立 空间 在 角 坐标 系 ,并 取 点 
. y V37 )， (3 v3z V6z 
Alx0,0), BY¥,33,0), C L ) 
问题 转化 为 ”AB+ BC> AC. 
下 列 几 题 可 以 用 类 似 方法 解决 . 
例 5-31 对 实数 a,b,c, 有 
(DVaith tv bb +e Vc +a’. 
取 点 A(a,0,0), B(0,65,0), C(0,0,c). 
(2) V a2 二 ab + bY+v b+ bt PV et ca ta?. 
取 点 A(Be 4) B( -32 了 | C(0, -ce) 
WA 2 3 2 9 是 ba 四 
(3) Vai~-ab tb +v bi- bet+ cv ce +cata’. 


取 点 A(Se 4)， B(0,6), c(- 3c .£). 


2 ”2 2 ”2 
(4) Va ~ab t+h + bi te Ve tacta?. 
取 点 A(a ,0,0)， B( 84,84, 0)， c( -2 .ee). 


例 5-32 把 曲线 方程 
XT- kryt+ y=1 (|k|#2), 
解 由 (5- 5)4, 有 


) 21k (EY*) 2 (E>) 
7 kry+y 二 7 [ 十 万 

Bt 

2 

作 变 换 

Vy = TY 

1 /3 » 

得 kt k=1 


(1) 当 &=0 时 为 单位 圆 ; 
(2) 当 0<jk|<2 时 为 椭圆 ; 
(3) 当 |k|>2 时 为 双 曲 线 , [] 
例 5-33 设 a -6=2+V3,5-c=2-vV3, 则 ce2+b2+c2 一 ob 
bc 一 ca 的 值 为 . 
解 ”由 配方 (5--6)2, 有 中 
原 式 = (a -b+(-c +(a-6b)(b-e) 
= (2+Vv3)2+(2-V3)2 + (2+V3)(2 -V3) 
= 15. 
基本 配方 2 ”一 元 二 次 三 项 式 ax?*+ br +c(a>0) 的 配方 . 
这 个 配方 直接 与 因 式 分 解 , 二 次 方程 、 二 次 函数 、 二 次 不 等 式 等 
重要 内 容 相 联 系 , 其 主要 形式 有 3 个 : 
CQxz2 + pr + 


bY 4ac = b? 本 
起 + 4a (5 = 7) 


一 a(x WE) + (5 -2Vac)zx( 其 中 ac > 0) (S57); 


= 生生 人 2( 其 中 < 天 0)， (5 -7), 
C C 


1 对 于 填空 题 也 可 用 特例 法 , 取 a=2,6b= -V3.c= -2 代 人 求 值 . 
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基本 配方 3 (w+ 所 )(c+ 吧 ) 的 配方 
《a2 十 D2)(c2 十 c2) 


=(ac tbd) + (ad -bc) (5— 8)i 
= (a -6b°)(c ~ qd)+(ad+bc) + (ad- bce). (5-8)， 
其 中 (5 -8) 的 配方 可 以 表现 为 复数 模 的 性 质 : 
lIzi||zs| =| zliz?|， 
[zi1=a—bi,z;y=c+di. 
更 一 般 地 ,有 
(1) (a to toe) ty tz)- (artbytcz) 
=(ay—- br) +(bz -cy) + (cr -az). (5—0) 


(7) OO 


a DS 2 2) = (Sab) (Su) 


-一 


aip? — abab; ) 


中 
il ~ 


心 


I 
四 


| 


(aip? — 2abiab, + aib?) 


所 


js > 


§ 


bj; — abi). (5— 10) 


| 


ka 1 


by-1 
af+a3+a3+as)(b?+ b+ 63+ 6) 


一 = (abi + ab2 + aab3 + asb4)” 


t+ (aib2~ a2b1 + a3ba— asb3) 


Ss 1 


一 
19 
AS 


+ (aib3 ~ a3b1+asb2— a2ba)’ 


+ (a1b4 ~ aabi + a2b3— a3b2). (5—11) 

例 5-34 解 方 程 组 
| 个 
8z+6y 一 24z=39. © 


解 ” 由 配方 (5 一 9) 得 
392= (- 8r +6y -24z)? 


第 五 章 ” 解 题 方法 311 


= (64 +36+576)(xr:+y +z)-— 
(8y + 6x)* — (6z +24y)2 - (8z - 247x) 
= 39 - (8y +6r) — (6z + 24y)? - (8z — 247). 


得 (8y + 6r = 0, 
必 + 24y = 0， 
8z — 24xr = 0. 

与 方程 (2) 联 立 可 得 
6 9 18 


7= 7 1337 26 7 13 
这 道 题 的 几何 意义 是 ,空间 中 的 平面 与 球 相 切 , 求 出 切 点 为 
6 9 _18 
(- 13'26" 3)- 

上 述 3 个 基本 配方 形式 ,构成 了 配方 的 基本 技能 .由 于 配方 的 基 
础 知识 是 很 少 ,很 浅 的 ,所 以 配方 问题 主要 是 一 个 技能 问题 .为 了 有 
效 培养 配方 技能 ,进一步 掌握 配方 的 基本 特征 与 基本 功能 是 有 益 的 . 

3. 配方 的 基本 特征 

特征 1 配方 目标 有 确定 性 . 

就 是 说 ,配方 有 一 个 明确 而 具体 的 思维 指向 出 现 平 方式 .这 
就 使 得 具体 配方 时 ,能 够 排除 干扰 .瞄准 目标 、 集 中 思想 、 一 攻 到 底 . 
然而 ,这 种 确定 性 并 不 导致 呆板 ,因为 对 于 千差万别 的 数学 问题 ,如 
何 拆 项 . 添 项 ? 配 几 项 式 的 完全 平方 ? 配 几 个 完全 平方 式 ” 等 等 .都 
是 非常 灵活 的 .8S5-3-1 已 提 到 这 方面 的 例子 , 例 4-34(P.211)， 
例 4-35(P.215), 例 4-36(P.220), 例 S-30(P.307) 也 体现 有 这 种 
灵活 性 . 

特征 2 ”配方 途径 有 多 向 性 . 

就 是 说 ,同一 个 式 子 可 以 有 不 同 的 配方 结果 ,可 以 配 一 个 平方 
式 ,也 可 以 配 多 个 平方 式 .在 基本 配方 形式 中 ,我们 已 经 看 到 a? + ub 
+ 有 不 下 10 种 配方 ,azrz+br+c 也 有 3 种 常用 的 配方 .于 是 ,不 
同 的 配方 形式 就 可 以 用 来 解决 不 同 的 数学 问题 ,或 为 同一 数学 问题 
提供 不 辣 的 解决 办 法 .这 对 发 散 思维 的 培养 是 很 有 好 处 的 . 
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例 5-35 根据 函数 单调 性 的 定义 ,证 明 函 数 f(t)= -x+1， 
在 (-co ,+co) 上 是 减 函 数 . 
[1991 年 数学 高 考 理科 (24) 题 ] 

讲解 对 zi<xzz, 有 

fr) -fr2)= (rT)(rit rr t+ x3). 
问题 转化 为 证 明 
zi+zira+z>0(zri 天 za). 

这 可 以 在 基本 配方 1 的“ 流水线 "上 成 批 生 产 出 多 个 解法 . 

特征 3 配方 对 象 有 多 样 性 . 

数 .字母 .具体 的 数学 式 .抽象 的 函数 关系 等 都 可 以 进行 配方 . 

特征 4 配方 使 用 有 多 重 性 . 

配方 可 以 并 列 地 多 次 使 用 ,也 可 以 连续 地 重复 使 用 . 

特征 5 配方 应 用 有 广泛 性 . 

无 论 是 初等 数学 还 是 高 等 数学 ,无 论 是 代数 还 是 几何 ,无论 是 相 
等 关系 还 是 不 等 关系 ,无 论 是 求 值 还 是 证 明 ,无 论 是 连续 问题 还 是 离 
散 问题 ,无论 是 简单 的 整数 还 是 抽象 的 解析 式 , 都 能 用 到 配方 ,都 已 
成 为 配方 法 知识 链 上 的 一 环 . 由 于 中 学 里 “一 次 方 "的 问题 非常 普遍 ， 
所 以 中 学 数学 中 的 配方 法 应 用 ,几乎 可 以 没完 没 了 的 历数 下 去 : 因 
式 分 解 (从 而 数 的 整除 问题 ) . 根 式 或 复数 的 开 方 . 解 方程 . 解 不 等 式 、 
函数 性 质 的 讨论 .建立 基本 不 等 式 及 更 广泛 的 不 等 式 证 明 .二 次 曲线 


S-3-3 配方 法 的 基本 功能 


配方 是 - -种 以 “出现 平 方式 "为 思维 指向 的 恒 等 变 形 ,因而 ,配方 
法 既 具 有 - 般 恒 等 变 形 的 功能 ,又 具有 "平方 式 "从 而 在 实数 范围 内 
产生 非 负数 的 特殊 功能 . 至 于 配方 法 的 更 多 作用 ,如 配方 消去 一 次 
项 .配方 分 离 字母 等 ,都 可 以 分 解 成 这 两 个 基本 功能 的 组 合 与 派生 . 

基本 功能 1 变换 形式 

就 是 说 ,保持 恒 等 而 改变 数学 式 的 形状 与 结构 .这 也 就 是 为 着 所 
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期 望 的 目标 去 转换 信息 ,改变 情境 ,促使 隐蔽 的 条 件 明 阴 化 ,把 问题 
的 本 质 暴露 出 来 . 例 4 一 6 220 交配 力 基 DC 暴露 了 3 个 已 
知 武 之 间 的 关系 , 例 4- 34(P.211) 的 配方 式 ( 变 题 ) 使 顺利 引进 变 
换 . 难怪 人 们 说 ,方法 就 是 对 形式 的 认识 ,就 是 变换 形式 ,就 是 变换 于 
式 的 全 过 程 . 
变换 形式 的 配方 法 功能 多 用 在 相等 关系 表示 的 问题 ,如 求 值 . 
解 方程 . 因 式 分 解 等 . 
配方 变形 的 困难 难 在 拆 项 、 添 项 的 灵活 性 上 ,而 配方 变形 的 精 
美 ,也 正美 在 拆 项 . 添 项 的 技巧 上 .从 教育 价值 上 看 ,这 下 是 培养 能 
力 .发 展 思维 的 最 好 机 会 . 
虽然 变换 形式 直接 与 第 二 个 基本 功能 相 联 系 ,但 它 也 能 独立 发 
挥 作用 .请 看 这 方面 的 几 个 例子 . 
例 5-36 在 实数 域内 解 方程 
{z2 一 =8， 
2y 二 3. 
解 把 原 方程 写成 复数 形式 
(rr:—y)+2ry =8+6i, 
两 边 分 别 配 方 (x + y= (3+ 让 )”， 


得 r+yi=+t(3+i), 

有 人 人 
例 5-37 求 Vv 97- 56V3 的 算术 平方 根 
解 V97—56Y3 

= -2.7.4V3+ (4Y3)? 
=V 00-403) 
=V7-4Y3 


=V 2 2.2Y3+ (3) 
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=V(2-.)2 
=2-V3. 口 
以 上 两 例 的 配方 主要 是 为 了 便于 开 方 ,下 例 的 配方 主要 是 改变 
结构 ,实现 解 题目 标 . 
例 5-38 车 ad 一 b=1， 证 明生 + 0j(asb,c，d 均 为 整数 ) 不 
可 约 . 
证 明 由 基本 配方 3 ,有 
(a2+h (e+td)= (a td? + (ud bc) 
=(ac thd) +1. 
若 a*+b? 与 ac + pd 有 公约 数 h>1, 则 由 
(a 41+) + dq)-(ac+ bd = 1 


知 ,1 含有 因数 mm (pz >1), 这 是 不 可 能 的 ， 诸侯 + 如 不 可 约 ， 门 


基本 功能 2 在 实数 域内 产生 非 负 数 

于 是 , 非 负 数 的 性 质 就 可 以 作为 配方 的 结果 而 整 入 地 转移 过 来 . 
这 是 第 -个 功能 的 直接 延伸 ,也 是 配方 法 最 辉煌 的 应 用 .介绍 4 个 方 
而 的 作用 . 

(1) 把 变 元 控制 在 非 负 的 平方 式 内 ,从 而 得 出 整个 式 子 的 估 值 . 

例 5-39 已 知 zz+xzy+w=19, 求 z+ 妈 的 最 大 .最 小 值 

解 ”对 原 式 作 配方 ,有 


19= 3(x ty) (xr-y) -3(r:+y) 
站 2 了 < 本 Y , 


2 2 2 2 2 
2 ty r+ty) +oy 
19= 2 + 2 -之 7 ， 


分 别 得 
zy 或 -时 ,rt an. 


zz 一 vv=Vv19 或 -=v 19 时 ,(z2+ 人 只) 最 大 值 王 38. 门 
(2) 由 平方 式 的 非 负 性 导出 重要 结论 . 
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1) 基本 不 等 式 . 

1. 对 a,bER, 由 (a -站 )2>>0, 得 
a2 + b>2u0. 

2 . 对 cocER. 晶 c++c>0, 由 


a +h + ce — 3abe 


(Cat breol(la- bP +r(p -+(e -a 


得 a + b+ >>3abe. 
3. 对 a,p,c,dER. 有 
ad4+pb4+c4+ad4-4apcc 
= (a -b+t(c -ec)2+2(000 - cd) 


之 0， 
得 at+ b+ct+ di>4abcd. 
2) 柯 西 不 等 式 . 


由 基本 配方 3 中 的 (5-8),(S$-8); 及 (5 一 9),(5 一 10), 可 得 
1’, (a -be ad)S(act hd Ye(al+h) (e+ qd). 
2°. (att+h te ty +r)(art+ by+ce). 
3 (a?) (S63) Yap). 
3) 判别 式 法 ( 见 $ 5 一 2 一 1 判别 式 法 的 认识 ). 
例 5-40 已 知人 ABC 三 边 分 别 为 a,6,c ,求证 
ab(a-b)+bc(b -ce)+ca(c -a)>0, 
试 确定 等 号 什么 时 候 成 立 . 
| IMO,, 6] 
证 明 不 妨 设 a 之 b,c( 或 a 过 5,c), 有 
左边 =a(8-c)(2+c-a)+pa-p)ec)e+r 记 -ce) 
过 0， 
等 导 成 立 当 上 且 仅 当 
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1 一 二 0， 
(a-b)(a-e)=0. 
即 a=6b=e. 
这 里 应 用 了 平方 式 的 非 负 性 ,同时 也 使 用 了 极端 原理 ,假定 。 
边 最 长 (或 最 短 ), 这 是 -- 个 有 效 增设 . (参见 $6-2-9) 
例 5-41 对 ayb,cyd,mER mF-1H(a-e) +(b- dad) 
关 0 ,求证 
i) /b+ ad】 


] 二 信 )- 


— 


| atmey 十 
“(a et (od VY | 上 十 pm ) 人 
证 明 由 柯 西 不 等 式 有 
iad -be | 


有 


,btmd ,jdt me 
= 51 l+nm + (d— 6) lt+m! 


委 形 邯 得 . (几何 解法 见 例 6- 45,P.388) 

例 5-42 若 抛物 线 

y= tprty 

上 有 一 点 M(xo,vo) 位 于 轴 的 下 方 , 求 让 抛物 线 与 轴 必 有 两 
个 不 问 的 交点 A(zy,0),B(zr,0), 且 vv 在 ,xj 之 间 . 

讲解 ”这 是 -个 十 分 直观 ,而 背景 非常 深刻 的 问题 ,牵涉 到 连续 
咀 数 的 介 值 性 质 .我 们 用 配方 来 解决 它 . 

由 M 在 抛物 线 上 且 位 于 .r 轴 下 方 有 


Jon<0 
| yo =zit+Aro+g 
”4 
= (rut _pb--4g 
2 
得 户 -4g=4(zot 台 | 一 4y 之 -4vo>0， 


这 表明 ,二 次 方程 
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xz2+zr+d=0 
的 判别 式 大 于 0, 从 而 有 两 个 不 相等 的 实 根 , 记 为 zi,zz, 于 是 抛物 
线 就 与 x 轴 有 两 个 交点 A(zi,0), B(x2,0). 


又 由 韦 达 定理 知 
Z1 十 TY2 一 一 户 ， 
代入 rot prot gq= yo<0, 
得 不 等 式 x8 一 (xrit zx)rot rir2<0. 
即 (xo- ri) (xo- xz2)<0, 


这 表明 zo 在 x1 ,x 之 间 . 口 
(3) 由 平方 式 的 非 负 性 质 解 不 定 方程 . 
在 例 $- 2 中 我 们 已 经 见 过 这 种 功能 ,下 面 再 看 -- 个 例子 . 
例 5-43 怎样 的 整数 a,65,c 满足 不 等 式 
a2+b2+cz+3<ab+36+2c. 
.1956 年 匈牙利 竞赛 题 ] 
解 ” 因 为 左边 的 整数 小 于 右边 的 整数 ,所 以 左边 加 上 1 也 不 大 
于 右边 , 即 
ca2+82+c2+4 和 ap+35+2c. 


可 配方 为 
2 2 
(< +3(2 -1 + (c -1)<0, 
a-2=0, 
得 bb 
2 1=0， 
Le -1=0. 


(4) 由 平方 式 到 几何 上 的 距离 . 
两 点 (xz ,yi),(Xx2,Y2) 间 的 距离 公式 
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d*= (zi -72) + (yl -vy2) 

中 ,有 两 个 平方 项 , 当 我 们 把 一个 数学 式 配 方 成 两 项 平方 和 时 ,就 在 
几何 上 对 应 着 距离 ,这 时 能 用 配方 法 求解 的 问题 , 便 可 数 形 沟通 转 而 
用 几何 方法 来 求解 .我 们 说 ,配方 法 是 数 形 结合 的 - -个 重要 桥梁 . 例 
4 35(P.215) 中 我 们 正 是 使 用 了 这 个 桥梁 导出 多 种 解法 . 

例 5-44 解 万 程 

讲解 ”这 个 题目 有 很 多 解法 . 比较 意外 的 是 ,我 们 经 过 变形 发 现 
其 与 例 4- 35 有 完全 一 - 样 的 结 寺 构 入 


1! | 1 V1 1 {, 
一 。 5 十 一 ， 二 ]. 5 
Vr ~ 1 人 1 工 I © 


因而 例 4 -35 的 种 种 解法 全 都 可 以 移植 过 来 . 如 
解法 1 对 人 中 作 配方 变形 ,有 


0= 22 2 - 工 -2V1I- 工 
_ 1 1 广 - 工 1 
=- -ze-ob-azn 区 十 二 
了 

/ 1- 

NT 人， 
得 

Ti= 十 . 

V 

均 有 xz 开工 -1=0. (3) 
解 之 取 正 值 ,得 z= 上 5. 口 


个 笔者 于 1985 年 找到 这 个 结构 ,从 而 导出 配方 解法 . 见 1986 年 12 月 9 
日 北京 科技 报 (初中 版 ) :方程 新 解 三 例 . 
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解法 2 原 式 平方 后 移 项 配方 ,有 


化 整 可 得 二 式 . [] 
解法 3 原 式 于 方 后 移 项 配方 ,有 


地 


r- 一 - -一 一 2 
-7 2-| 上 -1) 
0 = ( rT 1y 1 I 


lyf LI 
= (T+! < 十 Ya 1 元 VN” | 
[1 工 + _ -0 
jE 1-x=0, 
机 i 
Ma = 区 
可 得 @ 式 . 口 
解法 4 如 图 5-3 作 人 ABC, 使 高 AD= 庆 ,BC=x, 而 BD - 
fj 1 _/,_l1 
N 7 DC=A/ 1 二 , 则 1 
AB= Vr, AC=1. 
又 由 AAABC 的 面积 为 “ ! 
s=1Bc.AD 万 人 


上 


Dm 书 
nl 
ye 
项 
1 
2 
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= 二 4B.AC， 
这 表明 全 ABC 为 直角 三 角形 ,有 
BC2= 4B2 + AC’, 
即 x =xr+1. 


解 方程 取 正 值 , 得 x = 工 3535. 口 
类 似 地 ,下 列 两 题 也 可 化 成 例 4- 35 的 结构 
(1) 解 三 角 方 程 
Scosz + 12sinr = 13 
5 /12 
全 人 证 一 cosr ) 十 (§ 一 sinz | = 0. 
(2) 求 方程 的 整数 解 
rV2-y+yV2-r =2 


[ 2 5 2 
“让 


综 上 所 述 ,可 以 得 到 这 样 一 个 结构 框图 : 

配方 基本 单元 | 一 |a? +2ap + 5?==(a+6 站 
r 恒 等 变形 站 a’ + ab+ b= 
配方 基本 形式 


配 | | 
对 [ordD) = 
法 | 基本 不 等 式 


| 柯 西 不 等 式 


判别 式 
几何 距离 


图 5-4 


axr* + brte= 
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框图 中 已 列 出 和 尚未 列 出 的 各 项 数学 内 容 ,组 成 配方 法 知识 链 ， 
当 某 一 知识 点 受到 问题 信息 的 刺激 时 ,整个 知识 链 就 都 活路 起 来 ,各 


sS-4 反例 


在 数学 中 ,要 证 明 一 个 命题 成 立 , 须 严 格 地 论证 在 所 给 的 条 件 下 
能 逻辑 地 推导 出 结论 .而 要 证 明 一 -个 命题 错误 ,十 分 简洁 而 又 极 且 说 
服 力 的 办 法 是 举 出 反例 .反例 通常 是 指 用 来 说 明 某 个 命题 不 成 立 的 
例子 . 有 人 也 称 为 与 命题 相 和 矛盾 的 特例 ， 

反例 的 威力 来 源 于 形式 逻辑 中 , 它 与 论证 是 相反 相 成 的 两 种 膛 
辑 方法 . 论证 是 用 已 知 为 真 的 判断 确定 男 -- 个 判断 的 真实 性 ,反例 
是 用 己 知 为 真 的 事实 去 揭露 另 -判断 的 虚假 性 .它们 都 是 为 了 揭示 
事物 的 本 质 和 内 在 联系 . 美国 数学 家 B'R' 盖 尔 鲍 姆 说 ;“ 留 着 过 于 简 
单 化 的 风险 ,我 们 可 以 说 ( 撤 开 定义 .陈述 以 及 艰苦 的 工作 不 谈 ) 数 学 
由 两 个 大 类 一 一 -证 明 与 皮 例 组 成 ,而 数学 发 现 也 是 朝 着 两 个 主要 的 
日 标 一 一 提出 证 明和 构造 反例 . ”3 

事实 上 ,要 确 定 -- 个 判断 (或 一 种 理论 ) 是 真实 的 , 常 须 直 接 或 间 
接 反 驳 另 一 个 判断 (或 一 种 理论 ) 为 虚假 的 ; 同样 ,在 揭示 - -个 判断 
(或 -种 理论 ) 的 虚假 性 时 ,也 离 不 了 要 表明 正确 的 判断 (或 理论 ) 是 
什么 .这 是 肯定 与 否定 的 关系 在 方法 论 上 的 具体 运用 . 

当代 著名 的 哲学 家 和 科学 哲学 家 波 普尔 曾 对 西方 学 术 界 中 长 期 
占据 主导 地 位 的 逻辑 实证 主义 的 科学 观 进行 了 深刻 批判 ,并 发 展 起 
了 自己 的 批判 哲学 (或 称 “ 证 伪 主 义 科 学 观 ”). 这 -理论 认为 ,科学 理 

”在 社会 生活 中 ,正面 和 反面 的 例子 可 能 同时 存在 ,我 们 不 能 用 - -个 反 
例 去 推翻 整个 问题 ,而 是 要 分 清 主 流 与 支流 ,本 质 与 现象 . 

|[ 美 ]jB:R: 盖 尔 鲍 姆 ]."M: 奥 姆 斯 特 德 .分 析 中 的 反例 .序言 P.2, 上海 
科学 技术 出 版 社 ,1980 年 4 月 . 
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论 的 严格 证 实 是 不 可 能 的 ,与 此 相反 ,重要 的 问题 恰 就 在 于 证 伪 而 不 
是 证 实 : 这 不 仅 是 指 科学 与 伪 科 学 的 分 界 标准 是 可 证 伪 性 而 并 非 可 
证 实 性 ,而且 是 指 科学 发 展 的 根本 动力 即 在 于 批判 的 精神 ,或 者 说 ， 
“理论 的 方法 就 是 批判 的 方法 "了 

由 于 数学 的 特殊 性 ,我 们 应 当 充 分 肯定 证 明 在 数学 研究 中 的 作 
用 ;但 是 ,作为 问题 的 男 一 方面 ,我 们 又 应 清楚 地 看 到 猜想 与 反驳 在 
数学 研究 中 的 重要 性 . 拉 卡 托 斯 2 所 提倡 的 数学 发 现 的 逻辑 就 是 
种 证 明 与 反驳 的 方法 ,而 这 一 :方法 则 又 可 以 看 成 波 利 业 对 于 数学 启 
发 法 的 复兴 与 波 普尔 的 批判 哲学 的 有 机 结合 S. 


5-4-1 反例 在 数学 教学 中 的 作用 


在 数学 史上 ,恰当 的 反例 往往 推动 了 数学 的 发 展 .常常 有 这 样 的 
情形 ,一 个 重要 的 猜想 ,数学 家 很 长 时 间 没 能 证 明 它 ,结果 有 人 举 出 
一 个 反例 否定 了 这 个 猜想 ,使 问题 得 到 解决 . 


1640 年 , 费 马 认 为 自己 找到 了 能 表示 部 分 素数 的 公式 22 + 1 
( 称 为 费 马 数 ). 他 验证 了 n =1,2,3,4 几 个 值 都 是 正确 的 ,于 是 有 


22 + 1 为 素数 的 猜想 . 一 个 世纪 之 后 , 欧 拉 指 出 


22 + 1 = 4294967297 = 6700417 x 641. 
这 就 推翻 了 费 马 的 猜测 .时 至 今日 ,人 们 还 没有 发 现 当 nn 之 5 时 费 马 
数 为 素数 的 情况 . 
1644 年 ,法 国 修道 士 马 林 : 默 森 宣 称 Mo = 2? - 1 型 的 数 当 p= 
2,3,5,7,13,17,31,67,127,257 时 都 是 素数 ( 称 为 默 森 素数 ) ,其 实 
他 只 验算 了 前 面 的 7 个 .1903 年 美国 数学 家 科 尔 作 了 一 次 无 声 的 学 


二” 见 参考 文献 [2] 郑 毓 信 . 数学 方法 论 , 尸 .55 ~ 了 .56. 

5， 拉 卡 托 斯 (1922 一 1974) 世 界 著名 数学 哲学 家 , 著 有 《证 明 与 反驳 》…- 
书 . 康 宏志 译 , 上 海 译 文 出 版 社 ,1987 年 10 月 第 1 版 . 

多 ” 见 参考 文献 [2] 郑 统 信 . 数学 方法 论 , PP.56. 
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术 报 告 , 他 在 黑板 上 先 算出 26 - 1, 接 着 又 把 193707721 x 
761838257287 用 坚 式 算 了 一 次 ,两 个 结果 完全 相同 ,他 没有 说 一句 
话 , 就 回 到 了 自己 的 坐位 上 ,会 场 上 却 响 起 了 暴风 雨 般 的 掌声 . 因为 
一 个 反例 纠正 了 人 们 两 百 多 年 的 误解 .中 

最 右 动 .最 巨大 的 反例 应 该 算 罗 巴 切 夫 斯 基 的 非 欧 几何 了 , 它 堆 
翻 了 “第 五 公设 可 以 证 明 " 的 猜想 ,从 而 使 持续 了 -- 干 多 年 的 难题 得 
以 解决 ( $3-2-1). 

正 因为 反例 在 否定 -- 个 命题 时 具有 特殊 的 威力 ,因此 在 教学 中 
适当 运用 反例 ,可 以 收 到 事半功倍 的 效果 . 

1. 纠正 错 浊 的 有 力 工 具 

概念 .定理 的 教学 总 是 采取 正面 阐述 的 形式 ,而 学 生 常 常会 对 
些 关 键 性 的 词语 认识 不 足 , 对 所 要 求 的 条 件 理解 不 全 .这 时 反例 能 起 
到 正面 强调 所 起 不 到 的 强化 作用 ,教育 心理 学 家 认为 ;概念 或 规则 
的 正 例 传递 了 最 有 利于 概括 的 信息 ,反例 则 传递 了 最 有 利于 辨别 的 

例 5-45 棱柱 的 定义 . 

讲解 ”中 学 课本 中 ,棱柱 是 这 样 
定义 的 :两 个 面 互相 平行 ,其 余 各 面 都 
是 四 边 形 ,并 且 每 相 邻 两 个 的 公共 边 
都 互相 平行 ,由 这 些 面 所 围 成 的 几何 “ 
体 叫 做 棱柱 . 

有 的 同学 认为 这 样 的 叙述 史 味 ， 
建议 改 为 :有 两 个 面 互相 平行 ,其 余 各 
面 都 是 平行 四 边 形 的 几何 体 . 


工 已 经 知道 的 默 森 素数 所 对 应 p 值 有 : 2,3,5,7,13,17,19,31,61.89. 
107,127.521,607,1279,2203,2281,3217.4253,4423,9689.9941,11213,19937， 
21701,23209, 44497,86243, 110503, 132049, 216091.756839, 859433, 1257787， 
3021377,6972593. 
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要 纠正 这 种 认识 ,给 出 反例 如 图 $- $ 就 够 了 .学 生 可 以 通过 这 个 
图 形 深化 对 棱柱 本 质 特征 的 认识 了 了 . 
例 5-46 截 制 线 定理 的 逆 命 题 . 
讲解 ”党 了 平面 几何 截 割 线 定理 之 后 ,很 多 同学 都 以 为 其 逆 命 
题 出 成 汶 , 有 的 地 方 甚至 还 将 其 作为 考试 题 ,其 实 道 命题 不 成 立 .有 反 
例如 民 5 -6, 作 -一任 意 四 边 形 ABCD, AB 与 CD 不 平行 ,AD 与 BC 
不 平行 , 取 AD 的 中 点 ,BC 的 中 点 下 , 连 EF , 则 
DE_CF. 
EFA FB 
但 AB ,CD,EF 互 不 平行 . 
作 点 变通 ,有 真 命题 


a DE CF 
: / LC 员 
若 CD / AB, H FA Fg’ 则 


(D/EF/AB. 
2. 否定 命题 的 重要 方法 ， . 
要 省 定 - -个 命题 ,可 用 归 廖 法 或 证 图 ss 0 
明 法 ,但 简明 而 有 说 服 力 的 是 列举 事实 
-一 一 举 出 反例 . 偶 函 数 f(x )=1,xE10|1 有 反 消 数 可 以 消除 中 学界 
的 - -个 流行 误解 . 
例 5--47 三 边 的 长 各 面积 的 数值 都 是 整数 的 三角形 叫 海伦 一 
角形 ,命题 “任何 海伦 三 角形 都 有 一 条 高 的 长 为 整数 ”是否 成 立 ? 
解 ” 命 题 不 真 . 取 全 ABC 使 42=5,65=29,c=30, 则 半 周 长 为 


p= 7 (atb+e)=32, 


而 面积 为 S =v p(p-a)(p-b)(p-e) 
=v32x27x3x2 
了 ”注意 :由 两 个 周 底 四 棱柱 连接 而 成 的 四 多 面体. 不 足以 成 为 凸 图 形 棱 
柱 的 反例 . 
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=72. 
全 部 满足 条 件 , 边 长 与 面积 均 为 整数 ,但 它 的 3 条 高 线 长 
) -144 ;144 ,24 
« 5 29 5 


全 都 不 是 整数 . 站 
例 5-48 命题 “无 理 数 的 无 理 数 次 寡 仍 为 无 理 数 是 否 成 立 ? 


解 “ 我 们 知道 /3 是 无 理 数 ( 例 6- 27, 忆 .372) ,考虑 /2 , 若 /3 
为 有 理 数 ,这 就 是 个 反例 ;车 /3 为 无 理 数 , 则 进而 得 (V3) 站 


= 一 = 2 为 有 理 数 ,也 是 反例 . 
这 就 说 明 ,命题 不 成 立 . 口 
3. 培养 能 力 的 重要 途径 
反例 的 运用 可 以 强化 推理 的 严谨 性 ,培养 思维 的 批判 性 ,发 展 逆 
向 思维 和 发 散 思维 ,全 面 提高 解 题 能 力 .经 常 的 情况 是 , 找 一 个 反例 
比 找 一 个 证 明 更 需要 想象 力 和 创造 性 ， 
例 5-49 试 证 无论 6 到 何 值 ,曲线 
r+ y -2arsing -2aycos0 =0 
证 明 取 09=0, 娃 ,分 别 得 
fx ty ~2ay=0, 


| 7 
| 7r2 二 y -2ar=0. 


, jx1=0, {xr3= a, 
解 得 1 4 
(yi=0; [y=a. 
所 以 曲线 过 定点 (0,0),(a,a). 口 


评析 取 zz=y=a=1l 时 , 原 式 左边 为 
12 + 1 -2sing — 20080 = 211 -2sin(9 + 下 )| 


仅 当 09=Ar+[(-1) 六 一 口才 时 为 零 ,所 以 当 4“ 天 0 时 ,(a,a) 未 必 为 
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定点 .作为 一 个 反例 , 它 提醒 我 们 ,上 述 解法 是 运用 必要 性 解 题 ,还 
验证 充分 性 . 

把 (0,0 代 入 左右 两 边 恒 等 ,把 (a,w) 代 入 左边 为 2a2(01-sinl 
”~eos0) ,对 w 关 0 不 恒 为 0, 故 本 题 的 曲线 只 经 过 . -个 定点 (0,0). 

经 过 反例 的 提醒 ,可 以 深入 理解 方法 的 本 质 和 提高 对 充 要 条 件 
的 认识 . 

例 5-50 “与 同一 直线 成 非 零 等 角 的 两 个 平面 必定 于 行 " 是 耕 
成 立 ” 

解 ” 两 个 平行 平面 对 同 -直线 是 成 等 角 的 ,但 反 过 来 不 成 并 .为 
了 找 出 反例 我 们 首先 取 两 个 相交 平 
面 a , 户 , 交 线 为 a. 为 了 得 到 “条 直 
线 同时 与 a,8B 成 等 角 ,我 们 作 一 
等 腰 人 ABC ,点 C 在 交 线 a EAC 
在 a 上 , BC 在 B86 上 .为 了 使 
人 CAB, 了 CBA 恰好 是 直线 4B 与 
两 平面 的 交角 ,只 须 e 二 平面 ABC 
(如 图 5 -7). a 

由 这 个 例子 可 以 看 到 ,反例 的 和 7 
构造 包含 着 不 断 的 论证 过 程 , 它 首 
先 需 要 对 命题 所 涉及 的 概念 有 深刻 透彻 的 本 质 理 解 ,同时 能 在 理解 
的 基础 上 表现 出 灵活 性 与 批判 性 . 


S$-4-2 构造 反例 的 方法 


反例 的 构造 非常 灵活 , 它 需 要 我 们 调动 全 部 的 数学 功底 ,并 充分 
展开 想象 .有 时候 ,经 过 长 时 间 的 思考 所 得 出 的 反例 是 如 此 意外 地 简 
单 ,使 人 们 的 兴奋 与 忻 侮 同时 存在 、 一 样 强烈 ,并 长 久 地 陶醉 在 优美 
而 奇异 的 原野 风光 之 中 .正如 盖 尔 饱 姆 所 说 :一 个 数学 问题 用 一 个 
反例 予以 解决 ,给 人 的 刺激 犹如 一 出 好 的 戏剧 .” 

1. 列举 挑 疫 法 
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因为 反例 实际 上 就 是 说 明 命 感 不 成 五 的 一 个 特例 .通常 情况 下 ， 
这 个 命题 不 是 “一 切 情况 下 均 假 ”, 而 是 ,有 的 情况 下 真 ,有 的 情况 下 
柜 生 么 过 全 面 考 虑 所 有 可 能 , 一 一 严格 验证 ,使 可 把 成 立 的 情况 排除 

出 去 ,不 成 立 的 情况 挑选 出 来 ,从 而 得 到 反例 . 

在 考虑 所 有 可 能 时 ,采用 二 分 法 是 有 效 的 ,很 多 情况 下 都 是 由 
分 类 不 全 而 “以 假 为 真 ”. 

在 一 -一 严格 验证 时 ,尤其 要 注意 特殊 的 位 置 和 极端 的 情况 ,有 的 
命题 在 一 般 情况 下 是 成 立 的 , 仅 在 个 别 情况 下 才 不 成 立 ,只 是 因为 路 
忽 了 特殊 才 “ 误 假 成 真 ”. 

例 5-51 求证 车 两 个 三 角形 有 两 边 及 外 接 贺 半径 成 比例 ， 
则 这 两 个 三 角形 相似 . 

讲解 ”这 是 早年 -: 本 几何 书 上 的 定理 ,证 明 如 下 : 设 O 为 
和 人 4BC 的 外 心 ,OO 为 全 ABC 的 外 心 , 有 (图 $-8) 


BC _AC_OC 


1 
则 2 -CC 
28C OC 
2 
即 OC 
DE OC 


得 RtA CODcRtACOD 
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有 LOCD= LOCD.. 
同 理 LOCE=AOCE.. 
相 加 LC=LC.. 


从 而 人 和信 ABCwAAB'C. 口 

仔细 检查 每 一 步 都 是 正确 的 ,但 要 注意 到 ,外 心 与 三 角形 的 位 置 
有 3 种 可 能 ,因而 和 ABC 与 全 A'B*C 外 心 的 位 置 可 能 相同 也 可 能 不 
相同 ,上 面 证 明 的 是 外 心 位 置 相同 的 情况 (是 ~- 种 “潜在 假设 ”$7- 
4) 因 而 有 

LC=LOCD+ALOCE=ALOCD +ALOCD=LC.. 

如 果 O “在 全 ABC 的 外 部 (图 5 -9)， 


A 
pg 
B nD C 
图 5-9 
则 有 LC= LOCD + LOCE, 


LC=|IALOCE’ -ZOCD'|. 
推 不 出 C=C.. 
据 此 ,我 们 可 以 构造 一 个 反例 ,如 图 5- 9 在 锐角 公 ABC 与 钝 角 
分 4B 中 ,有 
4C=4C BC=BC ALA=180 -4A<90， 


、 BC_AC_R_ 
显然 满足 BE = A RR 


但 两 个 三 角形 不 相似 .FL 


1. 
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这 个 反例 是 在 全 面 考虑 外 心 与 三 角形 的 各 种 位 置 关 系 之 后 , 取 
一 种 比值 等 于 ! 的 极端 情况 构造 出 来 的 . 
例 5-52 下 列 命题 是 否 正确 ? 阁 正 确 ,请 给 诗 证 明 . 否则 , 举 
出 反例 . 
(1) 若 P,Q 是 直线 / 同 侧 的 两 个 不 同 点 , 则 必 人 存在 两 个 不 同 的 
略 ,通过 己 ,Q 旦 和 直线 ! 相 切 . 
(2) 当 a>0,bp>0 有 a 关 1,5b 关 1 时 , 则 
log,b + logwm 2. 
(3) 设 A,B 是 坐标 平面 上 的 两 个 点 集 ， 
C= (ry) +t vr 
若 对 任何 x 宇 0 都 有 CU4ASECUB, 则 必 有 
ACB. 
i 1984 年 仿 中 联赛 题 ] 
讲解 ”这 3 个 命题 都 是 假 命 题 ,关键 是 如 何 找 到 反例 . 
(1) 连结 PQ , 则 直线 PQ 与 ! 的 位 置 关 系 有 两 种 可 能 ,，-: 般 情 
况 下 是 相交 ,如 图 5 - 10, 命 题 是 成 立 的 ;特殊 情况 下 是 平行 ,过 PQ 
且 与 ! 相 切 的 圆 只 有 .一 个 .如 图 S -1 上. 


oy 
Wr/ 
/~ XX / 


图 S- 10 图 5-11 


取 PQA 1 , 即 构成 反例 . LL 
(2) logub 关 0 有 两 种 可 能 ,或 者 大 于 0, 从 而 logm = >0, 由 


基本 不 等 式 知 命题 成 立 ; 或 者 小 于 0, 从 而 logm <0, 两 个 负数 之 和 
必 小 王 2. 因 而 全 面 考虑 两 种 情况 之 后 ,可 取 满 足 (e -1)(b 一 1)<0 
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的 a,5b, 特 别 地 取 ab=1, 则 logjb = logya = -如 d=2,0= ; ,使 
构成 反例 . 

(3) 5 C 与 A,C, 与 B 的 交集 ,车 CN 站 A=@HGCNMNB- 
09 , 则 命题 是 成 立 的 .反例 应 从 GCG, 门 A 关 OO 或 CB 二 0 中 去 找 . 
为 了 使 A 宇 B 不 成 立 ,至 少 应 存在 一 点 (ro,vo)E A, 但 (co, yo0)& 
B. 由 于 CUACGGUB, 所 以 (xo, yo) EGUB, 人 而 (xo, yo) € 
CG,. 这 就 告诉 我 们 ,应 取 这 样 的 点 : 

(xoyo) EC, rovyo) EE A， (ro,w) & bB, 
由 于 永远 属于 CG, 的 点 只 有 (0,0), 所 以 我 们 取 
=|(r,y)|y= zx}, 
i 

则 构成 反例 ,在 这 里 ,我们 实际 上 已 经 使 用 了 反 设 道 寻 法 . 

2. 反 设 道 寻 法 

为 了 找 命题 “A 一 B” 的 反例 ,我 们 先 反 设 B 不 成 立 ,然后 根据 B 
的 需要 找 一 个 充分 条 件 A1, 使 A 二 Al. 这 个 A| 常常 是 满足 A 的 特 
殊 位 置 或 极端 情况 . 

例 5-53 找 一 个 反例 使 两 个 三 角形 有 5 个 元 素 相 等 但 不 
全 等 . 

讲解 ”如 果 5 个 相等 的 元 素 包 括 3 边 ,那么 这 两 个 三 角形 必定 
全 等 ,不 会 出 现 反 例 . 

如 果 5 个 相等 元 素 中 只 有 两 组 边 相 等 , 那 就 有 两 种 可 能 . 当 两 组 
这 从 为 对 应 边 时 ,由 SAS 或 ASA 都 可 得 出 两 个 三 角形 必定 全 

等 ,不 会 出 现 反 例 . 反 例 只 能 出 现在 两 组 等 边 不 为 对 应 边 的 情况 . 

设 人 4BC 的 三 边 为 a,b,c, 公 A'BTC 的 三 边 为 bcyad ,上 日 一 A 
=/AA,AB=/AB ,AC=/C.. 

下 面 ,我 们 按照 两 个 三 角形 相似 而 不 全 等 的 “ 反 设 ”, 去 找 出 a 
b,c,d( 图 5 一 12). 首 先 两 三 角形 的 边 长 成 比例 , 且 比 值 不 等 于 1 不 
妨 设 比值 g€ (0,1), 有 
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多 5.…12 


CO =g<l. 


b 人 dad 
则 c=adg, p=cg= dy’. 
但 p+c>d, 
即 dq + dg >d. 
解 得 > 二 上 3 


取 g= 4 ,=8, 可 得 5 个 元 素 相等 但 不 全 等 的 两 个 二 角形 ,其 
3 边 分 别 为 (8,12,18) 与 (12,18,27) .这 就 找到 了 反例 首 目 要 多 少 个 


有 多 少 个 . 口 
例 5-54 判断 命题 * 周 长 和 面积 分 别 相等 的 两 个 江 角 形 全 等 " 
的 真 假 . 


讲解 设 公 ABC 与 人 AABC 的 3 边 长 分 别 为 a,b,e 与 a ,b， 
c . 依 题 意 有 
p= (a +b+c)= 3 了 (a +b +e)=p, 


SP AD OP) = /PD Tap Be). 
视 4 ,b,c 为 已 知 数 ,a ,6b ,ec 为 未 知 数 , 则 由 于 两 条 方程 确定 3 
个 未 知 数 ,未 必 恒 有 惟一 解 


’ - 了 
a=a,b =b,e =e. 
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所 以 ,我 们 猜想 是 假 命题 . 
由 于 * 周 长 和 面积 分 别 相等 的 两 个 正 王 角形 必定 全 等 ,所 以 ,我 
们 按照 “不 全 等 "的 反 设 来 找 三 角形 时 ,应 该 去 找 非 等 边 角形 ,为 简 
单 起 见 , 设 人 ABC 与 全 ABC 均 为 等 腰 三角形. 记 入 ABC 的 下 边 为 
2. ,0 ,0 ,其 中 0<a<b,bpx24. 则 人 ABTC 的 二 边 为 21,a tb- 
catp-7T. 其 中 0<<x<a+5, 两 汪 角 形 底 边 上 的 高 分 别 为 
pV 


vo ta) 


由 SAABC = 9AaHGC， 
有 avbi-a=rv(atb)(atb -2r). 
约 去 wb +a ,并 化 整 得 
273-(a+tb)r ta (b -a)=0. QO 


问题 转化 为 找 方程 中 不 等 于 a 的 正 根 .由 于 x=a 时 显然 为 根 , 方 称 
中 可 化 为 
(xr~-a)[l2x*-(b-a)r-a(b~-a)|=0. 


令 rt 了 六 a ,有 


277~(b-a)r-a(b -a)=0. OO) 
[a(b-a) 

由 于 1 2 <0, 
A=(b-a)(b+7a)>0. 


所 以 ,方程 一 定 有 正 根 , 解 得 
b-atv(b-a)(b+7a) 
了 ， 


为 使 为 整数 , 取 5-a=9,6b+a=49, 得 a=20,5=29, 从 页 
从 ABC 的 周 长 为 98, 面 积 为 420, 而 全 ABC 的 三 边 为 24,37,37， 
周 长 为 98 ,面积 为 420, 但 两 三 角形 不 全 等 . 吕 ] 

3. 顺 推 寻 阻 法 

当 把 一 个 命题 作为 真 命 题 去 分 析 时 ,如 果 进 行 到 某 -… 地 方 思维 
受阻 ,无 法 进展 ,甚至 得 出 … 些 意外 的 .矛盾 的 结果 ,那么 ,这 就 是 3 
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找 反 例 的 好 地 方 . 
例 5-55 “过 圆锥 的 两 条 母线 所 作 的 一 切 截面 中 ,以 轴 截 面 的 
面积 最 大 "是 否 成 立 ? | 
讲解 ”我 们 先 按 真 命题 来 分 析 . 设 圆锥 
的 轴 截 面 三 角形 顶 角 为 ,任意 一 截面 三 角 
形 的 项 角 为 6, 母线 长 为 !, 则 轴 截 面 面 积 为 


So= 3 Lisina, 


而 截面 三 角形 面积 为 


1 . 
S= 77/ sing. 
要 证 明 SSo, 赂 5- 13 
即 sin0<<sina . QD 
其 中 0< 6 委 a. 


当 0<a< 了 时 , 式 OD 成 立 ;但 当 了 <a<x 时 ,对 <0<a<x， 
有 sing > sina. 
轴 截 面 不 是 面积 的 最 大 值 . 这 时 取 a = 竺 便 是 -个 反例 . 正确 的 结 
论 应 是 


3 /2sina 0< cs， 
Smax = 1 
37 F<a<a. 


例 5-56 下 述 命题 是 否 正确 , 若 正确 ,请 耶 证 明 ,否则 举 出 反 
例 : 函 数 f(n) 的 定义 域 是 正 整 数 集合 N, , 若 /fw ) 满 足 

(1) f(n) 为 正 整 数 ， 

(2) f(2)=2, 

(3) f(mn)=f(m)f(n), nEN,. 
则 f(n)=. 

讲解 显然 , 若 f(n)=n, 则 f(x) 满足 题 中 的 3 个 条 件 .并 有 目 
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容易 由 数学 归纳 法 证 得 
F(24) = 2 (R 为 非 负 整 数 ) QD 
由 于 任意 的 正 整 数 nn 总 可 表示 为 
1 二 2*(21 -1)，(& 为 非 负 整数 ,: € N,) 


只 须 证 24021 -1)) = 2*(27 -1). 
但 f(2:(27 - 1))= f(24)f(2+ - 1) 
= 22/(21 - 1). 
故 只 须 证 f(21: 一 1) = 2t-1. @ 
对 1=1, 有 了 (1)= f(2")=29=1, 命 题 能 成 立 .但 欲 让 
/f/f(3)=3, 


我 们 百 思 不 得 其 解 . 因而 怀疑 命题 不 成 立 . 

考虑 到 式 全 成立 ,而 式 加 无 法 证 实 成 立 , 所 以 我 们 构造 反例 时 ， 
充分 利用 中 而 避 开 包 取 

fln) = 2*. 人 

其 中 二 25(27 一 1),(k 为 非 负 整 数 ,1 EN, ). 

则 式 苞 满足 题 中 的 3 个 条 件 , 但 并 不 是 对 -… 切 n 均 有 f(n) 
= n, 故 所 给 的 命题 为 假 命 题 . 

还 有 - 些 构造 反例 的 方法 需 根据 问题 的 条 件 , 有 具体 分 析 ,灵活 运 
缠 基 人 础 知识 ,有 时 还 需要 灵感 . 


习 题 五 


1. 根据 自己 的 解 题 实践 , 谈 对 解 题 方法 的 理解 . 

2. 人 们 常 说 , 反 证 法 实质 上 是 证 明 原 命题 的 逆 否 命题 ,从 而 达 
到 解决 原 命题 的 目的 ,你 认为 对 吗 ? 

3. 什么 情况 下 适宜 使 用 待定 系数 法 ? 

4. 考虑 下 面 各 例 的 证 法 ,研究 数学 归纳 法 的 局 限 性 . 


1 1 1 __l. 
(1) 1351 + Qnilj 4 
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22 3 
1 1 1 
(3) ntl on 4 27 < 1 
(4) 2 22 <4 


5. 用 数学 归纳 法 或 非 数学 归纳 法 证 明 
(1 已 知 x €R(4=1,2,… ,711,77 实 2) 满 足 


Sirs|=1,Y z=0. 
k=1 k=- 
[am ll_ 1 
求证 | 2 [三 7 2 


6. 找 出 下 述 证 明 中 的 错误 . 
题目 若 a 与 8 是 一 次 方程 zf+Sr+3=0 的 两 个 根 , 则 对 
切 下 整数 2,e"+ 序 都 是 奇数 . 
证 明 由 韦 达 定理 知 
at+PB=—5, a8=3., 
(1) 当 2=1 时 ,a+8= ~5 为 奇数 ; 
当 n=2 时 ,a*+ 民 = (a+B)-2a8=19 为 奇数 . 
(2) 设 n=1,2,…,k~1 时 ,a”+ fF 均 为 奇数 , 则 
允 十 及 
=(a+B)(oke t+B 1)-ap(at +H?) 
=—S(o t+ 1)-3(a +) 
= ACa t+B 1) (ott 1!) -3 ?+ 7) 
= 一 4(ot-I+ 居 -1)+[S(ak-2+ 居 -2) 二 3(ot-3+ 
83)] -3(a ?+E2) 
~ —4(at -ltt 1)+2(at ?+ 7)+ 3(at3 寺 大 3). 
前 两 式 为 偶数 ,第 三 式 为 奇数 , 故 总 和 为 奇数 
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由 第 二 数学 归纳 法 知 a”+ Pr 是 奇数 ， 口 
但 ou3+ 康 = -80 为 偶数 . 
7. 用 配方 法 解 下 列 各 题 : 
(1) 已 知 a>c>0,65>0,d>0, 求 函数 


y=a Vri-~b-ertd 
的 最 小 值 


(2) 若 ec,8E(0,r), 求 满足 中 
3 


cosa + cosB — cos(a + B) = 
的 w ,8. 
(3) 设 A,B,C 为 人 ABC 的 三 个 内 和 角 ,x,y,z 为 任意 实数 ,求证 
XT + y+ 2rycosC +2yzcosA + 2zrcosB. 
(4) 0GR, 求 证 
S$+ 8cosg+ 4cos20 + cos302>0. 
(5) 对 r,yER, 有 
r+ ry+ y+27r -2y+42>0. 
(6) 求 (4- 3sing)(4+ 3cosg) 的 最 小 值 . 
(7) 解 方程 
Sri-4ryt+B8y ~6r-12y+9=0. 
8. 分 析 下 面 的 反 证 法 ; 
(1) 证 明 三 垂 线 定理 的 逆 定 理 . 
证 明 如 图 5-14,BC La, 垂 足 为 C, 直 线 BA 是 平面 a 的 斜 
线 ,A 为 斜 足 . 直 线 aCa 且 a | B4 ,要 证 wj CA. 
现 假设 a 不 垂直 于 CA4 ,由 BC La,aCea 知 ,BC la. 
又 由 已 知 aBA, 而 BC 门 BA = 和 81, 得 a 平面 ABC, 但 CA 


也“ 问题 可 以 理解 为 ,单位 圆 上 的 点 (cosa,sina) 在 直线 (1 - cosB) + vsinB 
:eusg8- 半 =0 上 ,因而 ,圆心 到 直线 的 距离 不 大 于 上, 由 此 可 顺利 配方 


二 ABC ,所 以 


ul CA. DD 
这 与 假 没 相 羊 盾 , 得 汪 a 


CA. 
事实 上 ,到 式 中 已 经 证 出 了 
必 1 (4, 去掉 反 证 法 的 假设 与 及 Le 


证 法 的 结论 恰好 得 出 个 直接 和 
法 . 
(2) 求证 对 任意 自然数 ， ,分数 人 站 二 3 不 可 约 ， 
证 明 记 (2in +4,14n+3)=4d. 若 结论 不 成 立 , 则 qd > 上 
这 时 存在 p,qg€EN, ,使 
121n +4= pad， 
1147 +3= qd. 
由 3x 人 名 -2x@, 得 
=(3p -2g)d. 
得 d=|1. 
与 d >1 蔬 盾 . 故 d=1, 即 22+4 不 可 约 . 站 
14n+3 
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OD 
C2) 


CD 
OD 


这 与 上 题 - 样 ,中 .@ .QQ .图 已 经 得 出 题目 的 结论 . 去 掉 反 证 法 


的 假设 与 反 证 法 的 结论 就 是 -- 个 直接 证 法 .还 请 注意 恒等式 : 
3x(14n+3)—-2x(21n+4)=1. 
(3) 设 a,b 都 是 正 数 ,求证 
-6b 
pk 


a 2 ohn 4 a 
a b 


证 明 反 设 In <4 《不成立 , 便 有 


由 对 称 性 In 一 > 一 到 
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相 加 Ine+In2>2-21+474 
b a b u 
即 Inl> (e027, 
ub 
或 0> (二 全 ->>0 
ub 
这 - -矛盾 说 明 in 和 < 了 正确 . 
人 I, 二 
从 而 in pb 2 pb . 
即 In 0 
交换 a ,b 的 位 置 
| a~ ub 
n pb” a 
合并 得 
QI 二 0 LOTd 
a Sin pb 


9. 分 析 下 题 的 解法 . 
题目 设 a,b,c 是 三 角形 的 边 长 ,证 明 
dp -b+he(b -ce)+ea(lc -a)0, 
并 说 明 等 导 何 时 成 立 . 
LIMO2 -6] 

证 明 1 首先 指出 这 样 .一 个 原理 : 欲 证 一 个 不 等 式 A 壹 刀 , 若 能 
确认 不 等 式 A 二 B 与 男 一 个 不 等 式 C 之 D 同 为 真 假 ,那么 只 需 证 明 
不 等 式 A + C 之 B+ 也 就 够 了 . 

现在 ,由 于 题 中 对 a ,b,c 未 作 任 何 限制 ,它们 在 不 等 式 中 的 "地 
位 ”是 完 全 平等 的 ,因此 ,不 等 式 

ab(a -pb)+bc(-c)+czace -wh) 三 0， 
与 不 等 式 

bal(b ~ a) tobe -6b) tarc(a- ce) 0. 
是 间 为 真 假 的 .但 由 于 相 加 
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[a2po(a -6)+p2c(b -cec)+cza(c ~a)]+ 
[ba(b—-a)+t+cib(c-6b)+ac(a —c)] 
=ab(a—-b)+b(b-c) t+ca(c-ay 
之 0. 
所 以 原 不 等 式 成 立 . 当 a =65=c 时 取 等 号 . 门 
请 参阅 下 列 资料 
[1] 中 学 数学 (苏州 ) ,1984,3 ,封底 ;1984,5,P.26. 
[2] 数学 教学 ,1989 ,4,P.38;1991,3,P.40. 
[3] 湖南 数学 通讯 ,1984,6,P. 20;1994,5,P.19;1995,2,P.29. 
证 明 2 不 妨 设 a 之 6 之 c ,有 
左边 =ac(a 一 6b)*+ac(b-c)? 
+(a-b)(b-c){a’+te(a -6b)]>0. 
当 且 仅 当 a =4=c 时 取 等 号 . 口 
由 这 个 证 法 可 见 ,a ,5,c 为 三 角形 三 边 的 条 件 是 多 余 的 ,a ,6 ,ec 
为 正 数 就 够 了 . (对 比例 5 一 40,P.315 解法 上 的 不 同 ) 
10. 研究 下 列 各 题 , 若 成 立 给 出 证 明 ,否则 给 出 反例 . 
(1) 非 周期 函数 的 和 仍 为 非 周期 函数 . 
(2) 对 一 切 rz,yE 尺 , 均 有 
sin(z+y) 尖 sinzr + siny. 
(3) 微分 中 值 定 理 的 逆 命题 . 
(4) 若 AB>A BC>BC CA>CA 则 
全 ABC 的 面积 > 和 ABC 的 面积 . 
(5) 如 果 一 个 三 角形 的 两 条 外 角 平 分 线 长 度 相 等 ,那么 这 个 : 
角形 为 等 腰 三 角形 . 
(6) 一 对 对 角 及 一 对 对 边 相 等 的 四 边 形 必 为 平行 四 边 形 . 
(7) 具有 有 限 面积 的 平面 图 形 , 其 周 长 也 是 有 限 的 . 
(8) 具有 有 限 体积 的 空间 图 形 ,其 表面 积 也 是 有 限 的 . 
(9) 非 负 实数 与 止 实数 存在 一 一 对 应 关系 . 
11 .分析 下 题解 法 的 特色 . 
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求证 一 B = 一 C. 
证 明 设 人 AB 宇 LC. 在 CE 上 取 一 点 M ,使 
LDBM= 3 AC, 
CM<OCE. 
可 推 得 会 RNDCOOA CNM ,从 而 
BN _ BD BD 
CN CM CE 
从 而 BN 之 CN ,可 推 得 
LFLNBC=3 LC+ELD, 
从 而 人 C 宇 人 B， 
但 人 B 宇 人 人 (， 
故 得 B=AC. 


三 上. 


341 


第 六 章 ” 解 题 策略 


经 过 解 题 观点 的 武装 , 解 题 方 法 的 研究 ,并 积累 了 大 量 解 题 过 程 
分 析 的 经 验 之 后 ,我 们 来 研究 解 题 策略 ,这 是 一 个 既 体 现实 践 上 升 为 
理论 ,又 体现 理论 指导 实践 的 重大 课题 ， 

本 章 首先 对 解 题 策略 作 一 般 性 的 认识 ,指出 它 的 4 条 特征 ,然后 
具体 研究 10 条 解 题 策略 ,并 对 选择 题 .填空 题 的 求解 策略 进行 系统 
的 剖析 . 


6 -1 解 题 策略 的 一 般 认 识 


策略 是 指导 行动 的 方针 ,同时 也 是 增强 效果 、 提 高 效率 的 艺术 . 
数学 解 题 的 策略 是 为 了 实现 解 题目 标 而 采取 的 方针 . 它 体 现 了 选择 
的 机 智和 组 合 的 艺术 .我 们 说 , 解 题 策略 有 4 条 基本 的 特征 . 

1. 普遍 的 适应 性 

就 是 说 , 它 的 层次 比较 高 ,适用 面 比较 广 ,并 以 其 全 局 性 的 指导 
意义 而 区 别 于 具体 的 解 题 技 巧 . 

2. 直接 的 可 用 性 

就 是 说 , 它 是 解 题 思想 转化 为 解 题 操 作 的 桥梁 ,完全 可 以 使 用 来 
求解 具体 的 问题 ,并 以 其 直接 的 可 用 性 而 区 别 于 抽象 的 解 题 思想 . 

3. 方法 的 二 重 性 

解 题 策略 介 于 具体 的 解 题 技巧 与 抽象 的 解 题 思想 之 间 , 作 为 方 
法 ,一 方面 它 是 被 用 来 具体 解 题 的 方法 , 另 一 方面 它 又 是 运用 解 题 
方法 的 方法 ,寻找 解 题 方法 的 方法 ,创造 解 题 方法 的 方法 . 

4. 选择 的 最 优化 
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如 果 把 解 题 策 略 理解 为 选择 与 组 合 的 :系列 规则 ,那么 这 些 规 
则 名 该 莱 有 迅速 找到 较 优 解 题 操 作 的 基本 功能 ,能 够 减少 尝试 与 失 
败 的 次 数 ( 或 任意 性 ) ,能 够 节省 探索 的 时 间 和 缩短 解 题 的 长 度 , 体 现 
出 选择 的 机 智和 组 合 的 艺术 . 

解 题 策 略 的 选择 是 一 种 有 目的 的 思维 活动 ,然而 并 不 遵循 严格 
的 逻辑 规则 ,往往 有 许多 中 间 性 的 跳 联 , 它 通 常 是 依据 知识 经 验 和 审 
美 判断 ,对 解决 数学 习题 的 途径 和 方法 作出 总 体 性 的 决策 , 带 有 … 定 
程度 的 猜测 性 和 预见 性 . 


6-2 解 题 策 略 的 基本 考虑 


介绍 10 个 解 题 策略 : 模式 识别 .映射 化 归 、 差 异 分 析 , 分 合并 
用 、 进 退 互 化 . 正 反 相 辅 ,动静 转换 、 数 形 结合 有 效 增设 .以 美 启 真 . 
这 不 是 逻辑 上 的 划分 ,有 时 是 对 同一 思想 实质 的 不 同 角度 的 描述 . 


6-2-1 模式 识别 


学 习 数 学 的 过 程 中 ,所 积累 的 知识 经 验 经 过 加 工 , 会 得 出 有 长 久 
保存 价值 或 基本 重要 性 的 典型 结构 与 重要 类 型 一 一 模式 ,将 其 有 意 
识 地 记忆 下 来 ,并 作 有 旧 的 的 简单 编码 . 当 遇 到 一 个 新 间 题 时 ,我 们 
辨认 它 属于 哪 一 类 基本 模式 ,联想 起 一 个 已 经 解决 的 问题 ,以 此 为 索 
引 , 在 记忆 贮存 中 提取 出 相应 的 方法 来 加 以 解决 ,这 就 是 模式 识别 的 
解 题 策 略 .在 $2-3(P.80) 及 8$4-2-2(P.189) 等 处 曾经 提 到 过 . 

从 思维 的 角度 看 ,模式 识别 的 解 题 策略 体现 了 思维 定 势 正 迁移 
的 积极 作用 .“ 遇 新 思 陈 推陈出新" 无非 是 为 了 在 当前 问题 与 头脑 中 
已 有 的 知识 .经验 之 间 建 立 联系 ,以 诱发 积极 有 用 的 思维 定 势 .无 论 
在 什么 情况 下 都 应 该 清醒 看 到 ,所 积累 的 知识 和 经 验 都 是 解决 问题 
的 依据 与 凭借 . 据 透 露 ,美国 航天 局 所 采用 的 技术 基本 上 都 是 旧 技 术 
的 借用 .改造 与 重新 组 合 . 

这 一 策略 体现 了 化 归 的 思想 ,有 时 是 化 生 为 熟 的 “熟悉 化 "原则 ， 
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有 时 是 分 解 为 若干 个 基本 问题 的 “简单 化 原则 ”同时 , 它 还 是 类 比 ， 
联想 等 思维 活动 得 以 展开 的 基础 ;并 与 直觉 相 联系 . 它 与 解 题 坐标 系 
上 的 “ 迹 线 平移 原则 "也 是 相通 的 ( 34 -2 一 2) 

典型 模式 就 像 建筑 上 的 预制 构件 ,也 是 思维 的 基本 组 块 ,本 质 上 
是 -种 标准 化 设计 ,即将 陌生 的 问题 转化 为 标准 的 问题 ,然后 用 标准 
的 程序 去 解决 它 

在 中 学 数学 教学 中 ,基本 问题 "的 思想 是 这 -策略 的 重要 表现 ， 
积累 基本 问题 也 就 成 为 提高 这 一 策略 效率 的 捷径 . 比如 在 几何 上 有 
解 是 的 “基本 图 形 法 ”, 即 将 一 些 典型 的 图 形 彻底 解剖 ,过 到 -个 新 的 
图 形 时 ,或 者 将 其 补充 为 一 个 基本 图 形 或 者 将 其 分 拆 为 几 个 基本 图 
形 ,然后 在 基本 图 形 的 框架 内 加 以 解决 

正方 体 是 立体 几何 中 的 一 个 基本 图 形 ,应 首先 对 正方 体 的 基本 
情况 了 如 指 掌 ,然后 过 到 新 的 问题 时 ,或 者 拼 补 为 一 个 正方 体 (如 例 
- 16) 或 者 分 割 成 儿 个 正方 体 ,这 就 是 基本 图 形 的 思想 ,也 是 模式 
识别 的 策略 “能 审 善 补 " 是 学 习 立 体 几何 的 … 个 决 闪 ,正方 体 的 基本 
情况 包括 ; 

(1) 正方 体 有 6 个 面 .8 个 顶点 .12 条 楼 ,有 满足 

面 数 + 顶点 数 一 棱 数 = 2 

(2) 正方 体 的 12 条 棱 可 以 组 成 24 对 异 面 直线 . 

(3) 正方 体 有 9 条 对 称 办 .9 个 对 称 面 

(4) 由 正方 体 的 顶点 组 成 的 三 角形 中 ,有 锐角 三 角形 8 个 ,直角 
三 角形 48 个 . 

(5) 正方 体 绕 其 体 对 角 线 旋转 120' 后 ,与 原 正方 体位 置 重合 

(6) 正方 体 的 内 切 球 半径 为 所, 外 接 球 半径 为 党 4 

(7) 一 个 平面 截 正方 体 可 以 是 : 三 角形 (锐角 三 角形 ,面积 在 


一 避 42 之 间 ), 正 方形 (面积 a?) . 姜 形 (面积 在 a? ?W642 之 间 ) 长 


方形 (面积 在 0~V2a2 之 间 ) ,梯形 .平行 四 边 形 .五 边 形 .六 边 形 . 
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么 角度 ? (包括 异 面 直线 所 成 的 角 ) 

(9) 三 类 线 与 二 类 面 (侧面 .对 角 面 ) 间 , 线 面 所 成 的 角 分 别 为 多 
少 度 ? 

(10) 侧面 与 对 角 面 间 分 别 组 成 什么 角度 ? 

(11) 正方 体 的 三 类 线 间 , 异 面 直 线 的 距离 各 是 多 少 ? 其 中 最 由 


型 的 是 两 相 邻 侧面 对 角 线 间 的 距离 ( 籽 ) ,其 求法 (有 10 多 种 ) 又 可 


以 成 为 求 异 面 直线 的 基本 图 形 与 基本 方法 . 

在 例 4- 16 中 (P.174), 将 一 个 部 分 图 形 , 拼 补 为 正方 体 , 正 是 
基本 图 形 的 思想 .下 面 看 两 道 高 考题 . 

例 6-1 如 图 6-1, 已 知 ABCD 是 边 长 为 4 的 正方 形 , 玉 , 下 分 
别 是 AB, AD 的 中 点 ,GC 垂直 于 ABCD 所 在 的 平面 , 且 GC =2, 求 
点 B 到 平面 EFG 的 距离 . 

[1991 年 数学 高 考 理科 题 ] 


图 6 一 ! 图 6-2 


例 6-2 如 图 6-2, 已 知 4BCD -~ A1B1CiD| 是 棱 长 为 u 的 
正方 体 , 忆 ,下 分 别 为 棱 AA 与 CC 的 中 点 . 求 四 棱锥 4 - EBFD 
的 体积 . 

[1992 年 数学 高 考 文科 第 (26) 题 ] 
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讲解 ”将 图 6-1 拼 补 为 正方 体 得 图 6- 3, 则 两 道 高 考题 的 实 
质 步 又 都 是 求 正 方 体 一 个 顶点 到 某 - -截面 的 距离 , 例 6- 1 上 是 求 
到 截面 GPEFQ 的 距离 (图 6 -3), 例 6-2 是 求 A| 到 截面 ECBFD 
的 距离 (图 6 一 2). 对 例 6 一 1 格 解 如 下 : 

如 图 6 - 1, 连 结 BF, BG, AC, 记 AC 与 
EF 交 于 点 H, 则 GH=V GC + HC = V22,1 
VG BEF = VB-GEF， 


有 SAF GC= SAGE"h, 


下 面 是 一 个 小 学 水 平 的 例子 . 

例 6-3 妈妈 去 商店 买 布 ,所 带 的 钱 刚好 可 买 甲 布 2 米 , 或 沁 
乙 布 3 米 , 或 买 丙 布 6 米 ,她 决定 3 种 布 买 一 样 多 米 , 问 最 多 能 各 买 
几米 ? 

讲解 ”这 到 底 是 什么 类 型 的 问题 ,在 学 生 中 有 多 种 说 法 : 

(1) 按 比例 分 配 ; 

(2) 不 定 方程 ; 

(3) 函数 求 极 值 . 

有 的 同学 还 在 两 者 或 三 者 之 间 犹 列 不 决 ,这 说 明 他 们 在 进行 “ 模 
式 识别 "的 搜寻 活动 .但 强 者 很 快 就 能 从 记忆 中 把 原 有 的 知识 经验 
检索 出 来 ,判断 为 如 下 工程 问题 . 

例 6-3' 一 项 工程 , 甲 干 2 天 完成 , 乙 干 3 天 完成 , 丙 干 6 天 完 
成 ,甲乙 、 丙 一 齐 干 几 天 完成 ? 

并 且 ,立即 就 使 用 相应 的 办 法 , 求 出 答案 
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即 甲 乙 \ 丙 三 种 布 买 一 样 多 ,最 多 能 各 买 一 米 . 口 ] 

专家 与 普通 人 在 解决 问题 时 之 所 以 会 有 区 别 , 其 中 一 个 原因 就 
在 于 专家 能 迅速 找 出 贮存 在 头脑 中 的 模式 ,作为 检索 问题 解法 的 索 
引 、 大 大 减少 搜寻 的 时 间 . 

为 了 掌握 好 “模式 识别 "的 解 题 策略 ,我 们 建议 : 

(1) 积极 积累 模式 

首先 要 将 所 学 的 内 容 整 理 归 纳 出 类 型 和 方法 ,其 次 要 把 类 型 方 
法 和 范例 作为 一 个 整体 来 积累 .类 型 是 模式 的 骨架 ,范例 是 模式 的 血 
肉 ,方法 是 模式 的 灵魂 ,三 者 缺 一 不 可 . 

这 里 ,最 容易 被 忽视 的 是 范例 ,当代 数学 大 师 陈 省 身 教授 曾经 说 
过 ;一 个 好 的 数学 家 与 一 个 整 脚 的 数学 家 ,差别 在 于 前 者 有 很 多 具 
体 的 例子 ,后 者 则 只 有 抽象 的 理论 ”. 科学 哲学 家 库 恩 认为 : 学 生 正 
是 通过 学 习 范 例 ,通过 做 习题 等 活动 来 掌握 一 门 科学 知识 及 其 方法 
的 ,没有 范例 ,科学 知识 不 能 清楚 地 表达 出 来 ,也 无 法 为 人 们 所 掌握 ; 
没有 范例 ,人 们 也 就 无 从 按照 该 门 科学 的 要 求 去 解决 任何 问题 ,数学 
当然 也 不 例外 . 

(2) 自觉 使 用 模式 

由 于 数学 是 一 门 演绎 推理 的 学 科 , 所 以 任何 一 个 已 被 证 实 的 结 
论 都 可 以 成 为 推断 其 他 结论 的 依据 ,而 不 必 事 事 都 回 到 原始 概念 或 
始 端 公理 上 去 .因此 ,化 归 为 基本 模式 实在 是 数学 解 题 的 一 个 可 靠 而 
有 效 的 策略 , 解 题 就 是 归结 为 已 经 解 过 的 题 . 

我 们 对 数学 高 考 解 题 研究 得 到 的 一 个 重要 结论 就 是 : 化 归 为 吝 
本 的 基本 问题 .化 归 为 历年 的 高 考题 . 

(3) 努力 突破 模式 

波 利 亚 本 人 十 分 重视 模式 ,在 《数学 的 发 现 ) 一 书 中 , 花 了 很 大 的 
篇 幅 去 详细 介绍 “双轨 迹 模式 ”“ 笛 卡尔 模式 “递归 模式 ”“ 又 加 模 
式 ” ,但 他 并 没有 将 模式 变 为 束缚 思维 的 框框 ,而 只 是 思维 腾飞 的 跑 
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道 .他 为 我 们 制订 了 “探索 法 的 小 词典 "“ 而 留 给 学 生 去 做 的 还 
很 多 ”. 

事实 上 ,模式 只 是 提供 了 一 种 相对 稳定 的 样本 , 既 非 万 能 又 非 
成 不 变 . 遇 到 -一 个 新 的 ,更 深刻 的 或 非常 规 的 问题 时 ,我 们 还 需要 转 
化 或 分 解 问题 ,还 需要 对 模式 加 以 重组 ,创新 出 更 多 或 更 高 层次 的 模 
式 , 作 渐进 入 得 心 应 手 的 境界 一 一 “没有 模式 就 是 最 好 的 模式 ”. 这 种 
“从 无 到 有 ”又 “从 有 到 无 ”的 关系 ,我 们 在 $3 一 1(P.99) 解 题 程序 中 
有 过 类 似 的 认识 . 

由 上 面 的 叙述 可 以 看 到 ,模式 识别 的 应 用 有 三 个 层次 : 直接 识 
别 ,直接 使 用 ;转化 识别 ,化 归 使 用 ;分 解 . 组 合 ,创造 条 件 使 用 . 


6 一 2 一 2 ”映射 化 归 


如 果 说 “模式 识别 "是 把 一 个 新 间 题 化 归 为 一 个 熟悉 的 或 易 解 的 
问题 的 话 ,那么 映射 则 是 把 一 个 新 闻 题 转化 为 一 个 等 价 的 会 解 的 问 
题 .前 者 是 直接 的 化 归 , 后 者 是 间接 的 对 应 .在 例 3- 12 的 解法 2(P. 
137) 中 有 这 种 对 应 的 成 功 应 用 ,在 例 4- 12(P.168), 例 4- 25(P. 
187) , 例 4-28(P.191), 例 4-33(P.206), 例 4-37(P.224), 例 6- 
12 及 $6-2-8 数 形 结合 等 处 ,有 这 种 对 应 的 更 多 应 用 . 一 般 地 ,可 
把 这 一 策略 表示 为 关系 (Relationship) .映射 ( Mapping) 、 反 演 (inver- 


sion) 原 则 ,简称 RMI 原则 : 

给 定 -- 个 含有 目标 原 象 x 的 关系 结构 1 S| 
S ,如 果 能 找到 一 个 可 定 映 映射 p ,将 S 映 入 1 “人 ES 
或 映 满 ”, 则 可 从 S* 通过 一 定 的 数学 方法 。， 
把 目标 映 象 z" = g(xz) 确 定 出 来 ,进而 通过 


反 演 P ! 又 可 以 把 x = p “(zx * ) 确 定 出 来 . 图 6-1 


@ 通常 把 彼此 之 间 具 有 确定 的 数学 关系 (运算 关系 、 序 关系 ) 的 数学 对 象 
的 集合 称 为 关系 结构 . 
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这 样 原来 的 问题 就 得 到 了 解决 ， 

整个 RMI 原则 由 5 个 要 素 组 成 : 关系 映射 . 定 映 . 反 演 ,得 解 . 

取 对 数 计算 , 换 元 .引进 坐标 系 .设计 数学 模型 .构造 发 生 函 数 等 
均 体现 了 RMI 原则 中 . 

例 6-4 设 昌 是 锐角 个 ABC 的 垂 心 ,由 A 向 以 BC 为 直径 的 
贺 作 切线 AP ,AQ, 切 点 分 别 为 P,Q. 求 证 P, 晶 ,Q 三 点 共 线 . 
[1996 年 第 11 届 全 国 中 学 生 数 学 冬令 营 第 1 题 ] 

解 这 是 笔者 所 提供 的 -- 道 试题 . 直接 的 几何 证 法 需 -- 再 用 到 
4 点 共 圆 ,推理 较 复 杂 . 而 用 坐标 法 ,程序 明显 .计算 简单 巴 . 

以 直线 BC 为 zx 轴 , 线 段 BC 的 垂直 平分 线 为 y 轴 ,建立 直角 坐 
标 系 ,全 ABC 的 3 个 顶点 在 这 个 坐标 系 上 的 坐标 为 A(a,6)， 
B(-R,0),C(R,0)(R>0), 
则 以 BC 为 直径 的 圆 的 方程 为 

r+ y= R2. © 

而 过 P,Q 的 切线 方程 分 别 为 


Tp + Wp = R?, 


Ala.b) 


AQ + yyQ = R?; 
因为 两 切线 均 过 A 点 , 故 有 


arp + byp = R?, - 


2 BR 0 CORON 
aro + byo = R’; 可 
这 表明 ,P,Q 在 直线 图 6-5S 
ar+by= R? © 


上 ,但 过 P,Q 的 直线 是 惟一 的 , 故 扣 就 是 直线 P,Q 的 方程 . 
又 由 锐角 三 角形 知 ,AB ,AC 与 圆 相交 , 记 AB 与 圆 交 于 E,AC 


中 ” 详 见 徐 利 治 、 郑 毓 信 . 关系 映射 反 演 方法 ,江苏 教育 出 版 社 ,1989 年 5 
月 第 1 版 . 

@， 笔者 是 先 由 解析 几何 找到 并 解 出 这 道 古 目 、 再 让 一 个 学 生 找 出 纯 儿 何 
证 法 的 . 易 知 , 作 伸缩 变换 后 ,BF,CE,PQ 仍 三 线 共 点 . 
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与 贺 交 于 下 , 则 BF 」AC,CE | AB. 且 BF 与 CE 交 于 个 ABC 的 重 
心 H. 
R 


由 直线 AC 的 斜率 为 到 知 ,直线 BF 的 斜率 为 ,得 直线 
BF 的 方程 为 
(a— R)r+by = R?- aR; 全 
同 理 , CE 的 方程 为 
(a + R)r+by= R?+aR. (OD 
由 全 + 四 ,得 ar + by = R’. 


这 正 是 切 点 攻 PQ 的 方程 ,得 证 BF 与 CE 的 交点 在 PQ 上 , 即 PQ 
通过 入 ABC 的 垂 心 . 门 


这 个 问题 的 化 归 过 各 
程 如 图 6 一 6. 几何 问题 一 去“ 代数 问题 

例 6-5 计算 | 本 
a 四 5 . 

12.01 图 6_6 
解 第 一 步 取 对 数 

lgS =2lg729+ lg3. 24— Sle12.01. 

第 二 步 查 表 


lgS =2xX2.8627+ 寺 xX0.5105 -5x1.0795=0.4981. 
第 三 步 求 反对 数 中 
S=3.149. [OD 
这 两 个 例子 处 理 问题 的 思想 是 完全 相同 的 ,如 果 原 问题 系统 不 
使 于 直接 处 理 ,那么 着 眼 于 变化 ,可 以 将 其 映射 到 一 个 新 的 问题 系 
统 , 使 得 在 新 系统 下 问题 能 较 简单 较 容易 得 到 一 个 解答 ,然后 将 这 


DD” 拉 普 拉 斯 曾 形象 地 描述 道 :“ 对 数 计算 通过 缩短 计算 时 间 , 而 延长 了 天 
文学 家 的 生命 . "但 计算 机 的 出 现 又 使 对 数 相形 见 拙 . 
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个 解答 再 还 原 为 原 问 题 的 解答 . 下面 是 两 个 直接 应 用 映射 来 解 题 的 
例子 . 

例 6-6 设 是 正 整 数 ,我 们 说 集合 11,2,…,2n1| 的 一 个 排列 
(x1,X2,"…,X24) 具 有 性 质 ,是 指 在 {1,2,…,2n 一 11 当 中 至 少 有 -- 
个 ,使 | ~xiri| = 二 nn. 求证 对 于 任何 ,具有 性 质 P 的 排列 比 不 
具有 性 质 P 的 排列 的 个 数 多 . 

[IMOx -6] 

解 这 个 问题 可 以 直接 计算 满足 条 件 P 的 排列 数 超过 总 排列 
数 的 -- 半 .但 不 如 “对 应 ”的 方法 简单 . 

设 不 具有 性 质 P 的 排列 的 集合 为 A, 恰 有 一 个 i 使 |x; 一 zx;411| 
二 的 排列 的 集合 为 B. 

当 n=1 时 ,显然 成 立 . 当 2 之 2 时 ,首先 有 

1B|< 具 有 性 质 P 的 排列 数 . 
又 对 A 中 的 每 一 个 元 素 
(zlz2，…z2n)， 
必 存 在 &>2, 使 
[xe— zl = nn. 
作对 应 f 为: (x ,Tr2 ,T1139 Te" T2n) 
一 (zzE-2 Ta TI Th 2n) EB. 

显然 , A 中 的 每 个 元 素 
经 过 对 应 后 在 B 中 都 有 
像 , 且 A 中 不 同 的 元 素 对 应 
着 B 中 不 同 的 像 .因而 有 

1A| 志 1B|< 具 有 
性 质 P 的 排列 数 . 口 

例 6-7 把 人 ABC 的 
各 边 n 等 分 ,过 各 分 点 分 别 jy 
作 各 边 的 半 行 线 , 得 到 一 些 
由 三 角形 的 边 和 这 些 平行 线 
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所 组 成 的 平行 四 边 形 , 试 计算 这 些 平行 四 边 形 的 个 数 . 

解 ” 由 对 称 性 , 先 考虑 边 不 平行 于 BC 的 小 平行 四 边 形 .如 图 6 
-7, 把 AB 边 和 AC 边 各 延长 一 等 分 ,得 B,C', 连 B'C' .将 AB 的 
n 条 平行 线 分 别 延 长 与 BC 相交, 则 在 BC 共有 n+2 个 点 ,从 BB 
至 C 依次 记 为 1,2,…,n +2, 图 中 阴影 所 示 的 小 平行 四 边 形 4 边 所 
在 的 4 条 直线 分 别 交 BC 于 i ,j,k,/, 记 

A = { 边 不 平行 于 BC 的 小 平行 四 边 形 }， 
B= |(i,j,k,I) Ili<j<k< /Sn+2). 

现 将 小 平行 四 边 形 的 4 条 边 延 长 且 交 BC 边 于 4 点 的 过 程 定 
义 为 一 个 映射 f: A 一 B. 

易 知 f 是 一 一 映射 ,由 |B| = C$ ;5 知 

1A| = C4 42. 
故 得 所 有 平行 四 边 形 的 总 数 为 3C4 ;2. 口 


6 一 2 一 3 差异 分 析 


通过 分 析 条 件 与 结论 之 间 的 异同 .并 不 断 减少 目标 差 来 完成 解 题 
的 策略 , 称 为 差异 分 析 . 在 $4-1-4(P.155) 及 $4-2-2(P.189) 中 ， 
我 们 曾 从 不 同 的 角度 解释 过 这 种 策略 . 例 2- 16(P.90)， 
例 3-9(P.128), 例 4 一 7(P. 156), 例 4 一 10(P.162), 例 4 一 31 
(P.204), 例 4 一 32(P.205) 是 它 的 应 用 .使 用 这 种 策略 通常 要 求 ; 

(1) 通过 分 析 题 目的 条 件 与 结论 中 所 出 现 的 数量 特征 (如 元 素 
个 数 .字母 的 系数 或 指数 等 ) .关系 特征 (如 大 于 或 等 于 .平行 或 垂直 
等 ) 位 置 特征 等 去 寻找 目标 差 . 

(2) 题目 一 旦 出 现 目标 差 就 主动 作出 减少 目标 差 的 反应 . 

(3) 减少 目标 差 的 调节 要 一 次 又 一 次 地 发 挥 作用 ,使 得 目标 差 
的 减少 能 积累 起 来 . 

差异 分 析 法 是 “综合 一 分 析 法 ”的 一 种 特殊 形式 . 运用 “差异 分 
析 ” 解 题 可 以 同时 回答 “从 何 处 下 手 ” 与 “向 何方 前 进 " 这 两 个 基本 问 
题 ,我 们 说 ,就 从 分 析 目 标 差 人 手 ,就 向 着 减少 目标 差 的 方向 前 进 . 对 
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于 -- 类 恒等式 或 不 等 式 证 明 题 , 这 一 策略 常 能 奏效 . 
、 ;0 1 . 
例 6-8 证 明 了 万 = 4sin20. 
cot 2 — tan 2 
讲解 ”首先 分 析 求 证 式 左右 两 边 间 的 差异 ,然后 通过 消除 差异 
来 完成 证 明 . 


项 目 左边 | 右边 解决 方案 一 
角 ,0 29 | 倍 (或 半 ) 角 公式 
函数 | 正切 , 余 切 .余弦 | 正弦 | ”化 为 弦 函 数 

| 运算 ” 商 \ 差 | 积 | 分 十 化 积 后 再 化 简 


事先 ,也 许 我 们 并 没有 现成 的 解法 ,但 我 们 已 经 有 了 方向 ,总 可 
以 作出 一 些 减少 目标 差 的 反应 . 比如 , 先 把 左边 的 分 母 变 为 孩 函 数 ， 


并 把 角力 升 为 9, 对 这 两 个 要 求 作出 反应 ,自然 想到 公式 
1~cos0_ sinO 一 | 0 
sinO 1+cosg 2 2， 
0 _ 1-cosg 
因而 tan 7 一 sinO 
1 1+cos0 
2 sng ， 
相 减 得 
左边 = S36 二 六 singeosg 三 sin20 = 右边 . 口 
sing 


可 见 ,解决 此 题 的 关键 是 消除 左边 分 母 上 所 体现 的 目标 差 , 剩 下 
来 的 工作 几乎 是 自动 化 的 . 

例 6-9 设 数列 je,} 的 前 n 项 和 为 S, ,车 对 于 所 有 的 正 整 数 
nn ,都 有 “ 


+ 
,= 2 an) OD 


证 明 1a, | 是 等 差 数列 . 
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[1994 年 数学 高 考 文科 第 (25) 题 ] 
讲解 为 了 证 明 {a,| 为 等 差 数 列 , 只 须 证 (1,al),(n 一 1， 

an-1),(n,an)3 点 共 线 ,写成 表达 式 就 是 

a,—a Qn-1—a . 

a1 0 -DL 
对 比 式 @ 与 式 Q 的 差异 最 显著 的 莫 过 于 式 电 含 部 分 和 S, ,而 式 四 上 只 
有 通 项 ,这 导致 我 们 去 找 S, 与 av 之 间 的 联系 

an = Si — SS,1. (n>1) 
当 >2 时 ,把 已 知 条 件 代 入 ,可 得 


. n(art an) (nn — 1)(art a 1) 


Qn 2 2 
art nga (an Dani 
= 5 ， 
变形 (2-2)(a -a1)=(n-1)(a,.1~al). 人 
化 成 比例 并 递 推 ,得 
dn al dx 1 Ul 
nl 7-2 
_43 41 
”2 
22 41 
= 一 
得 an=alt(n—-1)(a—al). 


于 是 ,通过 差异 分 析 , 我 们 找到 了 一 个 新 颖 的 解法 . 
例 6-10 正 数 a,5,c,A,B,C 满足 条 件 
at+A=b+B=c+C=k. 
求证 aB+6bC+cA<k. OD 
讲解 ”这 个 不 等 式 左右 两 边 的 差异 主要 有 两 个 : 
(1) 左边 是 3 项 之 和 ,右边 只 有 1 项 ,从 运算 上 作出 反应 应 该 计 
其 出 现 公 因 式 或 同类 项 以 便 合并 . 
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(2) 左边 的 字母 右边 不 出 现 , 右 边 的 字母 左边 不 出 现 . 这 个 差异 
比 上 一 个 差异 更 显著 ,更 需 首先 解决 .但 是 ,把 & 换 成 
k=at+A, 
k=b+B, 
k=ct+C 
中 的 一 个 或 两 个 都 不 能 保持 左右 两 边 字 母 的 完全 一 致 . 对 此 ,有 两 种 
处 理 方式 . 
1) 对 不 等 式 四 两 边 乘 以 有 , 则 局 可 出 现 全 部 a,A,b,B,c,C. 
ki= (a+A)(b + B)(c+C) 
= aB(c + C)+6bC(a+ A)+cA(b + B) + abc + ABC 
= (aB + bC + cA)k + abc + ABC 
> (aB + 6bC + cA)k, 
得 aB + 6bC + cA<k?. OD 
2) 保持 部 分 一 致 ,寻找 解决 途径 .要 证 
aB+bC+cA<k(at+A), 


由 于 aB< ak, 
故 只 须 bCt+cAEkA=(c+C)A, 
中 须 证 bA. 


但 是 ,已 知 条 件 不 能 推出 p 委 A .怎么 办 ? 

不 归 筷 了 ,把 &A 表示 为 e+A 其 实 是 有 任意 性 的 ,可 以 换 成 5+ 
B 或 + (CC, 因 而 ,把 a ,A,5b,B,c,C 中 的 最 大 者 记 为 A, 则 65 志 A 是 
可 以 成 立 的 ,因而 ,有 下 面 的 证 法 : 

记 a,A,656,B,c,C 中 最 大 者 为 A, 则 


aB< ak, 
bC+cAZAC+cA= Ak, 
相 加 aB+6bC+cA<(a+A)k=k?. 吕 D 


这 里 的 差异 分 析 与 例 4- 38(P.226) 的 改进 解法 殊途同归 . 
例 6-11 设 (3z 一 1)6=agre+asz5+a4r4+asra+dat21 


人 1 并 + uo, 求 astastaat+a3tat+alt+ao. 
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[1985 年 数学 高 考 第 二 (4) 题 ] 
讲解 将 已 知 与 所 求 并 列 
a6xze tast + talrtao= (3r -1), 
a6t ast+ ai+ ao=? 
可 见 , 已 知 条 件 出 现 x ,而 所 求 结论 没 有 x ,消除 差异 的 办 法 是 取 
T=1,t =1,,r7=1. 
即 令 x=1, 从 而 
as+t+as+**+alit+ao= (3-1) = 26. 0 
从 差异 分 析 的 观点 来 看 这 道 题 , 取 x =1 就 不 是 个 别 孤 立 的 一 
招 一式 ,而 是 顺理成章 的 逻辑 必然 和 通 理 通 法 的 具体 行动 . 
6-2-4 分 合并 用 
分 与 合 是 一 种 辩证 关系 ,在 解 题 中 以 分 求 合 ,以 合 制 分 ,分 合并 
用 体现 了 转化 统一 、 相 反 相 成 的 辩证 思想 . 中 学 立体 几何 中 求 三 棱锥 
体积 公式 是 这 一 策略 的 具体 应 用 . 求 曲 边 梯形 面积 的 定 积分 方法 更 
是 一 与 多 .分 与 合 、 直 与 曲 、 有 限 与 无 限 .离散 与 连续 等 辩证 关系 的 综 
合 应 用 .在 例 2-2(P.47) . 例 4-16(P.174) 已 见 过 分 合并 用 . 
1. 区 分 种 种 情况 
有 的 题目 ,其 种 种 可 能 是 可 以 穷 举 的 ,将 其 一 一 解决 然后 归纳 出 
总 体 完 成 ,这 就 是 归纳 法 或 穷 举 法 . 
考虑 到 完成 解 题目 标 Pi 的 各 种 可 能 ,然后 试验 它们 ,排除 那些 
不 合适 的 选择 ( 试 错 ) ,将 问题 变更 为 男 一 个 解 题目 标 P,; 重 复 这 -- 
过 程 直到 最 后 解决 . 比如 平面 几何 证 题 的 分 析 法 ,就 属于 这 种 区 分 . 
分 类 , 当 数 学 黑箱 过 于 复杂 时 ,可 以 采用 分 割 为 若干 小 黑箱 逐步 
破译 的 办 法 , 即 把 具有 共同 性 质 的 部 分 合 为 一 类 ,形成 数学 上 很 有 特 
色 的 方法 一 一 划分 或 分 类 ,不 会 正确 地 分 类 就 谈 不 到 掌握 数学 . 
还 可 以 列举 区 分 情况 的 更 多 方面 ,我 们 将 其 总 结 为 3 个 基本 
形式 . 
(1) 辐射 式 的 区 分 
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这 是 -种 逻辑 上 的 划分 ,要求 不 重 不 漏 .通常 划分 出 来 的 几 种 情 
况 , 和 需 用 不 同 的 方法 加 以 解决 (否则 合并 成 一 类 ). 

例 6- 12 凸 六 边 形 的 各 对 角 线 相 交 , 无 3 线 共 点 , 则 边 与 对 角 
线 可 组 成 多 少 个 三 角形 ? 

解 ” 先 作 几 何 结构 的 分 析 , 然 后 按 几 何 结构 上 的 不 同 分 成 4 类 
分 别 计算 . 

三 角形 由 不 共 线 3 点 完全 确定 ,而 
这 3 个 点 或 为 凸 六 边 形 的 顶点 或 为 对 角 
线 的 交点 ,直接 从 图 6 -8 中 数 数 
(shashu) 很 容易 重复 或 遗漏 .我 们 按 三 
角形 包含 凸 六 边 形 顶点 的 个 数 来 分 类 . 
设 对 角 线 的 交点 为 BT， 和 安 15). 

1) 3 个 项 点 组 成 的 三 角形 (如 图 4 
6 一 9), 有 

个 3= C2( 个 ). 

2) 2 个 顶点 、1 个 交点 组 成 的 三 角 
形 ( 如 图 6 一 10). 

因为 每 取 4 点 A;,Aj;,Ai,Ali, 确 定 一 个 交点 B,, 反 过 来 ,每 一个 
交点 B, 对 应 着 4 个 顶点 ,从 而 四 边 形 A;AjA4Ai 产生 4 个 这 类 下 角 
形 .共有 


人 ,=4C6( 个 ). 
3) 1 个 顶点 .2 个 交点 组 成 的 三 角形 (如 图 6 一 11). 
因为 每 取 5 点 Ai, Aj,Ai,Ali,A, 可 确定 其 对 角 线 的 两 个 交点 
B,,,B,; 反 之 ,同一 对 角 线 上 的 两 点 对 应 着 5 个 顶点 ,从 而 五 边 形 
A,AjArAiAh; 产生 5 个 这 类 三 角形 ,共有 
人 1!=5Ci( 个 ). 
4) 3 个 交点 组 成 的 三 角形 (如 图 6 一 12). 
这 样 的 三 角形 与 6 个 顶点 构成 一 对 应 ,共有 
Ao= Ce( 个 ). 
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图 6-10 


将 上 述 4 类 数字 求 和 可 得 
N 三 人 3+A 人 + 和 Ai+A 人 ln 
=CE+4CE+ SCi+ Ce 
=20+60+30+1 
=11L1( 个 ). 口 
-- 般 地 , 西 n 边 形 时 结论 为 
N= C+4C4+5C5 + C6( 个 ). 
(2) 扑 坡 式 的 程序 
把 一 个 问题 的 解决 分 阶段 安排 成 一 些小 目标 系列 ,使 得 一 旦 证 
明了 前 面 的 问题 , 便 可 用 来 解决 后 面 的 情况 , 称 为 胞 坡 式 的 程序 ,或 
膨胀 式 的 区 分 . 哥 德 巴赫 猜想 的 发 展 历程 就 是 这 样 的 区 分 : 


1 二 2 ? 


1+3 
1+4 | 1965 年 陈景润 
1962 年 ” 庞 皮 艾 黎 等 

王 元 

潘 承 洞 


1+6 1962 年 


1948 年 。 潘 承 洞 

兰 恩 易 

首先 ,把 一 个 足够 大 的 偶数 表示 为 “1 个 素数 +1 个 合 数 ”, 然 后 
-一步 一 步 缩小 合 数 的 素 因 子 个 数 ,如 今 离 “1+ 全 仅 -- 步 之 遥 ,难度 岂 
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特别 大 . 
证 明 “ 面 积 相等 则 前 分 相等 "定理 ,证 明 “ 在 周 长 一 定 的 简单 闭 则 

线 的 集合 中 , 圆 的 面积 最 大 "定理 也 都 用 了 这 种 息 坡 式 的 程序 局 . 
例 6-13 设 f(z) 是 定义 在 R 上 的 单调 函数 ,满足 


f(rty)= f(r) + f(y). 中 
求证 f(r)=f(1)r, ER. © 
证 明 由 已 知 有 
flnr)= f(x) + fl(n ~ 1)z] 
= f(r)+ f(r) + + f(r). 地 


1) 当 z 为 正 整 数 时 . 
在 式 四 中 令 z=1 ,得 


Fa) = 大 1) 7 
这 表明 f(x)=f(1)r,rEN,. 
2) 当 > 为 整数 时 . 


只 须 证 z 为 非 正 整数 时 命题 成 立 ,首先 由 式 中 有 
f(0)=f(0+0)= f(0)+ f(0), 
得 f(0)=0= f(1).:0. 
其 次 ,对 zx<0, 有 一 x>0, 由 已 知 得 
0= f(x-7xz)=f(r)+f(-x), 
得 f(x)=-f(-z) 中 
= 一 AD 一 工 ) 
= f(1)z. 
综 上 所 述 , FA(z)= AUDz,zEZ. 
3) x 为 有 理 数 时 . 


对 z= 之 ,mEN;,nE2, 由 @ 有 


四 


@ 分别 见 钱 端 壮 . 几何 基础 ,已 .145; 获 宗 熹 . 等 周 问 题 ,P.30. 
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二 f(m 。 | 
= f(n) 
= f(D)n. 
得 几 | 站 )= AD 二 
这 表明 , f(z)= Al)z,zEaQ. 
4) 工 为 实数 时 . 
只 须 考 虑 z 为 无 理 数 的 情况 , 记 a, ,BEQ 分 别 为 x 的 不 足 近 
似 值 与 过 剩 近似 值 . 有 
an< Th, 
且 liman = limp, = x. 
由 单调 性 知 
flan) < f(r) < f(B)( 或 fla,) > f(r) > f(B,)), 
有 f(Da, < f(z) < f(D)B,( 或 f(1)a, > f(x) > f(1)8,), 
取 极 限 , 有 
f(D)z 人 fr)fA(Dz( 或 f(1)zx 之 f(z) 之 f(1)x)， 
得 f(r)= f(D)z. 
所 以 ,对 一 切 zrER 均 有 
f(r)=f(1)x. 0 
这 是 由 下 整数 到 整数 有理数、 实数 “一 路 息 坡 ”. 
(3) 回归 式 的 区 分 
把 一 个 问题 分 成 几 个 子 问题 A , A,,…,A, 之 后 ,A) 的 解决 为 
后 面 问题 的 解决 提供 了 基础 ,使 A (1<k 志 nn) 的 解决 可 转化 为 Al 
的 情况 .这 里 的 Al 具有 引 理 的 作用 .在 证 明 圆 周 角 定 理 时 ,我 们 将 
问题 的 外 延 分 为 3 种 情况 : 
41: 圆心 在 圆周 角 的 某 一 边 上 ; 
42: 圆心 在 圆周 角 的 内 部 ; 
As: 圆心 在 圆周 角 的 外 部 . 
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其 中 A, 的 证 明 较 简单 ,而 A,,A; 则 转化 为 A, 的 和 或 差 .也 就 是 将 
A;,A; 回归 为 A 的 解决 . 

例 6- 14 在 单位 正方 形 的 周 界 上 任意 两 点 之 间 连 -- 曲 线 ,如 
果 它 把 正方 形 分 成 两 个 面积 相等 的 部 分 , 试 证 这 个 曲线 段 的 长 度 不 
小 于 1. 

[1979 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ]9 

证 明 设 M,N 是 正方 形 周 界 上 的 两 点 , 则 这 两 点 的 位 置 有 多 
种 可 能 ,应 用 二 分 法 可 得 出 3 种 情况 . 

1) M,N 位 于 正方 形 的 一 组 对 边 上 (如 图 6 一 13). 

由 于 两 点 间 的 线段 最 短 ,而 垂 线 长 不 大 于 斜 线 长 , 故 有 

MN>MN>MN=1. 


a ~ Dp 
Bm MC 
图 6-13 图 6-14 6—15 


这 一 情况 非常 简单 ,甚至 还 没有 用 “平分 面积 ”的 条 件 . 
2) M,N 位 于 正方 形 的 一 组 邻 边 上 (如 图 6 一 14). 


连 对 角 线 AC, 由 于 曲线 MN 把 正方 形 的 面积 一 等 分 ,所 以 MN 
与 AC 必 有 公共 点 ,特别 地 MN 来 说 还 可 以 与 AC 重合 ,这 时 命题 显 
然 成 立 . 现 设 N 与 4 不 重合 ,在 AC 上 取 离 A 最 近 的 那个 公共 点 P， 


作曲 线 NP 关 于 AC 的 对 称 曲 线 N 人 P， 则 N' 在 AD 上， 对 曲线 MN” 已 


了 ”此 竞赛 题 源 于 波 利 亚 问 题 : 两 端点 在 定 圆 周 上 ,并 且 将 此 圆 分 成 面积 


相等 的 两 部 分 的 曲线 中 ,以 该 圆 的 直径 为 最 短 . 
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是 第 1 种 情况 了 有 _ 


MN = MN > 
3) M,N 位 于 正方 形 的 同一 边 上 (如 图 6- 15). 


连 AB ,CD 的 中 点 E,F， 由 于 曲线 MN 把 正方 形 的 面积 一 等 分 ， 
所 以 MN N 与 EF 必 有 公共 点 .在 EF 上 取 离 E 最 近 的 那个 公共 点 ， 


作曲 线 NQ 关 于 EF 的 对 称 曲线 N'Q ， 则 NN 在 AD 上 ,对 曲线 MN 已 
是 第 1) 种 情况 了 了 。 有 


MN= MN 宇 1. 

这 里 既 有 分 类 思想 、 引 理 思想 、 化 归 思 想 ,又 有 对 称 变换 的 技术 . 
区 分 情况 具 “ 有 效 增设 "的 功能 ,参见 $6-2-9. 

2. 整体 考虑 

这 是 一 种 以 合 制 分 .着 眼 于 全 局 的 思考 , 它 与 分 解 问题 的 条 件 或 
结论 ,从 而 各 个 击破 相反 ,尽量 将 各 个 条 件 集 中 、 各 个 结论 集中 ,使 得 
人 四 通 八 达 地 建立 条 件 与 结论 的 有 机 联系 ,摆脱 局 部 细节 

一 时 难以 弄 清 的 关系 的 纠缠 . 解 题 中 的 整体 把 握 , 可 以 少 走 弯路 或 
总 党 规 的 步 机 全角 法 简洁 明快, 从 系统 方法 论 交 观点 看 及 这 是 
整体 原理 对 解 题 的 指导 ($4-1-6,P.171). 例 4-14, 例 4- 15, 例 
4 一 16 及 习题 四 第 25 题 的 解法 1(P.254) 中 ,如 果 有 什么 能 给 人 留 下 
深刻 印象 的 话 , 那 就 是 整体 考虑 . 

例 6-15 有 两 个 同心 圆 盘 ,各 分 成 nx 个 相等 的 小 格 , 外 盘 辣 
定 , 内 盘 可 以 转动 ,内 外 两 盘 小 格 上 分 别 填 有 实数 


Ql G7 "Qs 
b1,02,° °°", On. 
且 满 足 ait+a2z+…+anr<0， 


bit bt +b, <0. 
证 明 可 将 内 盘 转 动 到 一 个 适当 位 置 ,使 两 个 盘 的 小 格 对 齐 ,这 
时 ,两 个 盘 2 个 对 应 小 格 内 数字 乘积 的 和 为 一 正 数 . 
讲解 ”这 样 的 “乘积 的 和 ”及 个: 
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A1=aibitazb2t "+ an -lo 1+ anbn, 
A2=a1b2t+ azb3 +t "+ an-iba + anbl, 
An=aibn + a2b1 + + ar-ibr 2+ anbn- 1. 
从 局 部 上 看 , 哪 一 个 4;(1 科 ; 委 ”) 我 们 都 无 法 确定 其 为 正 数 . 若 求 
和 作 整 体 处 理 , 则 有 
Al+Ast+…+A, 
=(artast+ta) (bitb t+ + hb,)>0. 
因而 -- 定 存在 一 个 i(1 亿 i 全), 使 A; >0. 证 得 命题 成 立 . [D 
这 是 着 眼 于 整体 性 质 , 从 而 得 出 局 部 性 质 . 若 用 反 证 法 ,假设 一 
切 A; 志 0(i =1,2,…,n), 相 加 ,得 
0 二 A1+ Ast + A, 
=(airtazst+a)(b1t bt "+b,)>0. 
邓 盾 .这 是 从 整体 考虑 上 去 构成 矛盾 ,叫做 整体 归 雇 (本 例 见 于 习题 
四 第 5 题 ,P.245). 
例 6-16 设 集合 S= 11,2,…,n|, 对 于 S 的 每 个 非 空子 集 
Si ,定义 它 的 “ 权 " 为 S; 的 所 有 元 素 之 和 ,那么 S 的 全 体 非 空子 集 的 
“ 权 ” 的 算术 平均 数 是 多 少 ? 
解 显然 S 的 非 空子 集 有 27 一 1 个 ,为 了 求 出 “ 权 ” 的 算术 平均 
数 , 关 键 是 求 出 所 有 子 集 的 所 有 元 素 之 和 . 作 整 体 考虑 . S 中 每 个 元 
素 在 全 体 非 空 子 集 中 出 现 的 次 数 都 相等 ,这 个 次 数 就 是 *n 一 1 个 元 
素 " 的 全 体 子 集 的 个 数 2 .因此 ,所 求 的 算术 平均 数 为 
(1+2+… 十 j)22 1 n(n+1)2" 7 
2" 一 1 -7 
例 6-17 症 & 边 形 内 部 (不 包括 边界 ) 任 意 放 置 n 个 点 ,在 这 
些 点 之 间 以 及 这 些 点 与 凸 & 边 形 的 顶点 之 间 用 线段 连接 起 来 ,要 使 
这 些 线段 互 不 相交 而 又 把 原 凸 & 边 形 分 割 为 不 重 琶 的 小 三 角形 块 . 
求 - - 共 分 成 多 少 个 小 三 角形 ? 
解 设 分 成 了 x 个 三 角形 ,一 方面 其 内 角 和 为 180"z; 另 一 方 
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面 ,区 域内 的 每 一 个 点 对 应 着 一 个 周 角 360 ,共有 7360" ,而 & 边 形 
本 身 内 角 和 为 (k -2)180", 故 有 
180z = 360°n + (k ~ 2)180", 
得 x=2n+(k—-2). 0 
这 正 是 习题 四 第 25 题 (P.254) 的 一 个 推广 . 


6-2-5S 进退 互 化 


向 前 推进 是 人 们 认识 事物 的 自然 趋向 ,数学 知识 的 发 展 和 命题 
序列 的 形成 无 一 不 是 一 个 前 进 的 过 程 . 但 是 ,这 种 趋势 和 进程 又 是 不 
平坦 的 ,有 时 候 要 以 退 求 进 , 有 时 候 要 先进 后 退 , 恰 当 运用 进退 的 互 
化 正 是 辩证 思维 的 一 条 重要 策略 .具体 到 一 个 数学 问题 ,如 果 直接 下 
手 有 困难 ,就 应 转 而 去 考虑 一 个 更 特殊 的 问题 ,或 一 个 更 普遍 的 
问题 . 

1. 推进 到 一 般 

从 考虑 一 个 对 象 过 渡 到 考虑 包含 该 对 象 的 一 个 集合 ,或 者 从 考 
虑 一 个 较 小 的 集合 过 渡 到 考虑 一 个 包含 该 较 小 集合 的 更 大 集合 由， 
叫做 推进 到 一 般 . 比如 说 ,把 维 数 较 低 或 抽象 水 平 较 低 的 有 关 问 题 转 
化 为 维 数 较 多 、 抽 象 水 平 较 高 .整体 性 较 强 的 问题 ,通过 对 整体 性 质 
或 本 质 关系 的 考察 ,而 使 原 问 题 获 得 解决 . 

离散 问题 可 以 一 般 化 用 连续 手段 处 理 ( 例 4- 19,P.178), 有 限 
问题 可 以 一 般 化 用 数学 归纳 法 处 理 , 由 于 特殊 情况 往往 涉及 -- 些 无 
关 宏 旨 的 枝 节 而 掩盖 了 问题 的 关键 ,一 般 情 况 却 更 明确 地 表达 了 问 
题 的 本 质 . 波 利 亚 说 :雄心 大 的 计划 ,成功 的 希望 也 较 大 . 这 看 起 来 
矛盾 .但 当 从 一 个 问题 过 渡 到 另 一 个 ,我 们 常常 看 到 ,新 的 雄心 大 的 
问题 比 原 问 题 更 容易 掌握 . 较 多 的 问题 可 能 比 只 有 一 个 问题 更 容易 
回答 , 较 复杂 的 定理 可 能 更 容易 证 明 , 较 普遍 的 问题 可 能 更 容易 解 


DD 网 参见 文献 127] 波 利 亚 .怎样 解 题 ,P.107 普遍 化 . 
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决 . 忆 ( 例 2-3 中 ,从 空间 看 平面 ,看 得 更 清楚 ) 

硕 尔 伯 特 也 说 过 ,在 解决 一 个 数学 问题 时 ,如 果 我 们 没有 获得 成 
功 ,原因 常常 在 于 我 们 没有 认识 到 更 一 般 的 观点 , 即 腿 下 要 解决 的 问 
题 不 过 是 -一连 串 有 关 问 题 的 一 个 环节 . 

在 例 2-3(P.55) 中 ,通过 立体 来 看 平面 图 形体 现 了 推进 到 - 般 
的 思想 (习题 四 第 25 题解 法 3 也 同样 体现 ), 例 5-3(P.275) 主 动 加 
强 命题 也 体现 了 推进 到 -…- 般 的 思想 .在 解 题 中 ,构造 耻 数 ,数字 字 丸 
化 (如 例 4- 19) , 递 推 等 都 是 这 一 策略 的 表现 . 

例 6-18 1984 个 点 分 布 在 一 个 圆 的 圆周 上 ,每 个 点 标 上 +1 
或 -1 ,一 个 点 称 为 “好 点 " ,如 果 从 这 点 开始 , 依 任 一 方向 绕 圆 周 前 进 
到 任何 一 点 时 ,所 经 过 的 各 数 的 和 都 是 正 数 . 

证 明 如果 标 有 一 1 的 点 不 多 于 661 个 , 则 圆周 上 至 少 有 一个 
好 点 . 

讲解 ”这 个 题 日 的 意思 是 说 , 标 有 一 1 的 点 足够 少时 ,“ 好 点 ”- 
定 存 在 .其 中 的 数量 刻 划 ( 妈 1984 与 661 的 关系 ) 是 不 清楚 的 ,将 
661 -- 般 化 为 n , 则 1984 可 一 般 化 为 3n + 1. 这 就 得 出 一 个 数量 的 
刻 划 : 标 有 一 1 的 点 不 超过 总 数 的 志 时 ,“ 好 点 ”一 定 存在 ， 

我 们 来 证 明 更 一 般 性 的 结论 ,在 3n +1 个 点 中 有 个 -1 点 
时 ,好 点 一 定 存在 . 

nn 三 1 时 显然 成 立 . 现 假设 n = 上 时 命题 成 立 , 对 站 =&+1, 我 们 
任 取 一 个 -1 点 A, 在 它 的 两 边 各 有 一 个 距 它 最 近 的 + 1 点 B,C, 将 
这 3 个 点 一 齐 去 掉 , 在 剩 下 的 3k+1 个 点 中 有 个 -1, 由 归纳 假设 
知 必 有 一 个 好 点 已 存在 . 现 将 4,B,C3 点 放 回 原 处 ,因为 已 是 
+1 ,而且 在 前 进 中 一 定 是 先 遇 到 添 回 的 +1 点 (B 或 C), 然 后 才 遇 
到 添 回 的 -1 点 A, 故 PP 仍 是 好 点 . 

由 数学 归纳 法 知 ,更 一 般 性 的 结论 成 立 , 取 n = 661, 当然 也 成 


DD 见 参 考 文献 [27] 波 利 亚 . 怎 样 解 题 ,P.121, 发 明 家 的 了 矛盾. 
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这 里 是 先进 后 退 , 进 使 得 能 够 使 用 数学 归 十 ] 
纳 法 这 个 有 力 的 工具 ,而 归纳 假设 提供 了 一 个 
好 点 ( 忆 ) 使 问题 的 证 明 变 | 
例 6- 19 求 和 六 和 
解 将 离散 问题 一 般 化 为 连续 问题 ,考虑 
f(r)= SR. 
这 他 得 我 们 可 以 使 用 做 积分 的 方法 ， 对 
St= 于 二 一 (xz 了) 


两 边 求 导 
n, 1+ +n !l 
\ -1 一 二 

说 如 (1-x) 


两 边 乘 以 x 后 再 求 导 ,得 


A p27k 1_ (ltr) -x(nr-n-l) -rc '! 
A (I-27) 
zx(1+r)— rl(nr -nm1) ~ r+ 
从 而 f(x) (1-x) 
令 z= 二 ,得 


/3#)= 人 kG n* +4n+6 . 口 


24 27 

例 6-20 如 图 6-17, 平 面 上 有 3 个 圆 ,其 中 每 一 对 图 的 两 条 
外 公 切 线 都 有 一 个 交点 , 试 证 明 这 样 得 到 的 3 个 点 位 于 同一 直线 上 . 

证 明 ”代替 平面 上 画 的 3 个 圆 ,我 们 设想 为 3 个 球 ,代替 公 切 
线 ,我 们 设想 为 用 圆锥 去 把 每 一 对 球 囊 住 .于 是 ,这 3 个 圆锥 的 顶点 
都 位 于 同一 平面 a 上 . 今 在 3 个 球 的 上 面 再 放 一 个 平面 8, 则 8 与 3 
个 球 相 切 ,从 而 有 8 与 3 个 圆锥 都 相 切 ,进而 也 一 定 包含 3 个 圆锥 的 项 
点 .于 是 这 3 个 圆锥 的 顶点 便 同 时 位 于 两 个 平面 ,8 上 , 即 在 两 平 
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面 的 交 线 上 . 

观察 我 们 所 构想 的 立体 图 形 
在 平面 a 上 的 正 投影 , 便 得 到 了 
原 问 题 的 解 . 口 

连结 3 个 圆心 组 成 一 个 三 角 
形 ,再 应 用 梅 涅 劳 斯 定理 ,可 得 平 
面 儿 何 证 法 . 

例 6-21 比较 60 与 21 
7 的 大 小 . 

解 ” 数 字 一 般 化 为 字母 , 必 
虑 消 数 


图 6- 17 


f(x) = (rz 过 0)， 
易 知 为 凸 斋 数 ,有 


f+ f(y)<2f (>). 
取 r=8,y=7, 得 


2+ 杂 = 妇 + 好 扫 2 37 =Y60. 口 

2. 以 退 求 进 

虽然 进退 不 能 割裂 .进而 有 退 , 退 不 忘 进 ,但 对 解 题 思路 的 发 现 
而 言 , 退 比 进 更 为 重要 .华罗庚 教授 说 过 , 解 题 时 先 足 够 地 退 , 退 到 我 
们 最 易 看 清楚 问题 的 地 方 , 认 透 了 , 钼 深 了 ,然而 再 上 去 .他 认为 , 善 
于 “ 退 ”, 足 够 地 “ 退 ”, 退 到 原始 而 不 失去 重要 性 的 地 方 ,这 是 学 好 数 
学 的 一 个 诀窍 . 

退 , 可 以 从 一 般 退 到 特殊 、 从 复杂 退 到 简单 .从 抽象 退 到 具体 、 从 
整体 退 到 部 分 、 从 较 强 的 结论 退 到 较 弱 的 结论 ,从 高 维 退 到 低 维 , 退 
到 保持 特征 的 最 简单 情况 、 退 到 最 小 独立 完全 系 , 先 解 决 简单 的 情 
况 、 先 处 理 特殊 的 对 象 , 再 归纳 、 联 想 、 发 现 一 般 性 . 取 值 .极端 .特殊 
化 、 由 试验 而 归纳 等 都 是 以 退 求 进 的 表现 . 
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明智 的 退 有 3 个 基本 功能 : 

(1) 提示 解 题 方向 

有 的 题目 其 结论 是 不 明确 的 (如 定 值 问题 ), 经 过 “ 退 "( 取 特殊 数 
值 .特殊 位 置 .特殊 结构 ) 可 以 找到 结论 应 是 什么 ( 定 值 的 具体 数字 或 
表达 式 ), 下 来 的 证 明 就 有 目标 了 . 抓 住 了 解 题 的 前 进 方向 ,是 解 题 的 
重大 进展 ( 例 4 一 30,P.202; 例 6 一 22). 

(2) 守 找 解 题 途径 

问题 经 过 “ 退 " 之 后 ,简单 了 ,特殊 了 ,完成 起 来 就 容易 了 .然后 ， 
简单 情况 的 处 理 可 能 呈现 着 复杂 问题 的 解决 方案 ,特殊 情况 的 完成 
可 能 提供 了 一 般 情况 的 类 比 基 础 .一 个 关于 自然 数 的 命题 ,对 n = 1， 
2,3 解决 了 ,对 任意 的 x 有 时 也 可 以 同样 解决 ( 例 6 一 23、 例 6 一 24). 

(3) 直接 解答 问题 

很 多 数学 习题 ,其 实 是 某 个 ( 些 ) 结 论 的 特例 . 并 且 ,我们 可 以 不 
失 . - 般 性 地 认为 ,所 有 习题 的 “结论 ”都 必定 是 “已 知 ” 的 必要 条 件 .而 
得 出 这 些 “ 特 例 ” 或 “必要 条 件 ”, 常 常 就 是 一 个 “ 退 " 的 过 程 ,~- 个 简单 
化 .特殊 化 .限定 或 取 值 的 过 程 ( 例 1-16,P.32; 例 6-11, 例 6- 
25) .在 求解 选择 题 .填空 题 时 , 取 特 殊 值 是 一 个 重要 的 方法 (参见 $6 
-3-2,$6-3-3). 

例 6-22 如 图 6-18, 弦 4B,CD 相交 于 M, 且 ABCD, 求 
证 AM?+ BM?+ CM?+ DM? 等 于 定 值 . 

讲解 ”由 于 定 值 还 不 知道 是 什么 , 解 题 的 
方向 并 不 明确 .所 以 ,我 们 先 取 一 个 特殊 位 图 . 


C 
令 M 为 圆心 , 则 AM = BM = CM = DM = RR. 
从 而 定 值 为 4R2. 令 AC->0 也 有 同样 效果 .下 A RN 


面 证 题 就 有 方向 了 . 
设 人 CA4B = c, 则 在 人 ABC 与 人 ACD 中 ， 


由 正弦 定理 有 万 
BC2 = 4R?sira, 图 6-18 
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AD?=4Risin ($ -a)-4R?coPe. 
得 AM’ + BM? + CM? + DM? 
= (AM’? + DM’*) + (BM? + CM?) 
=AD?+ BC* ”( 勾 股 定理 ) 
=4R2(cosia + sinza ) 
=4R?. 
这 里 退 的 主要 作用 是 提示 解 题 方 向 . 
例 6-23 证 明 , 当 n>2 时 ,任意 直角 二 角形 的 斜 边 长 的 n 次 
睾 大 杆 直 角 边 的 次 之 之 和 . 
[1908 年 匈牙利 竞赛 题 ] 
讲解 nn=3 时 ,c3=c2c=(az+b2)c=azc+pbzc>as+b3， 
这 里 用 到 了 入股 定 理 及 c 为 最 长 边 . 
当 ?=4 时 ,cec4=c2ec2=(a2+b2)cz=a2c2+pb2c2>a4+04. 
这 种 格式 对 n 取 具 体 数 值 的 依赖 是 非 实 质 的 , 它 呈 现 了 一 般 情 
况 的 解决 方案 : 
C” = cc” 
=(a?+b?)e" 2 
= a 2+ p22 
>a"+br. 口 
例 6-24 有 一 个 繁华 的 商场 ,一 天 之 中 接待 的 顾客 数 以 千 计 ， 
川流不息 ,如 果 商 场 有 一 个 重要 广告 , 想 使 所 有 的 顾客 都 能 听 到 ,又 
已 知 当天 任意 的 3 个 顾客 中 ,至少 有 两 个 在 商场 里 相遇 . 问 商场 至 少 
广播 几 次 ,就 能 使 这 一 天 到 过 商场 的 所 有 顾客 都 能 听 到 . 
讲解 顾客 人 数 为 n =1,2 时 ,不 能 提供 一 般 情况 的 启示 ,因为 
最 本 质 的 条 件 “ 任 意 3 个 顾客 中 ,至 少 有 两 个 在 商场 里 相遇 ”没有 用 
上 .考虑 n=3. 
当 第 一 个 顾客 到 来 时 ,为 了 使 播 的 次 数 少 一 些 ,可 以 先 不 忙于 
广播 ,一 直 等 到 有 人 要 离开 商场 时 , 则 必须 . 可 见 第 一 次 广播 应 开播 
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在 第 一 个 顾客 将 离 而 未 离 商场 之 时 开始 ， 


第 -次 开播 时 ,第 二 .三 位 顾客 可 能 到 了 也 可 能 未 到 ， 入 肢 
的 情况 ， 他 们 还 未 进来 或 还 未 全 进来. 那么 第 二 次 开播 应 该 在 第 二 
顾客 进来 之 后 . 


现在 的 问题 是 ,第 二 个 顾客 会 不 会 在 第 一 个 顾客 离 去 之 后 才 进 
来 ,而 又 在 第 三 个 顾客 进来 之 前 就 离开 , 若 这 样 ,他 就 没有 昕 到 任何 
-次 广播 了 .但 这 是 不 会 发 生 的 ,根据 “当天 任意 三 个 顾客 中 ,至 少 有 
两 个 在 商场 里 相遇 ”, 他 一 定 会 在 第 一 个 顾客 离开 之 前 进来 或 在 第 
二 个 顾客 进来 之 后 才 离 开 , 因 此 ,他 一 定 听 到 广播 . 
所 以 ,广播 两 次 就 够 了 : 第 一 次 开播 在 第 一 个 离 去 的 顾客 即将 
和 第 二 次 开播 在 最 后 一 个 顾客 进来 之 时 . 
个 思路 对 任意 的 n 之 3 都 成 立 . 设 第 一 个 离 去 的 顾客 为 A ,最 
后 个 来 的 顾客” B, 若 按 上 述 方 法 广播 两 次 之 后 , 仍 有 顾客 C 
没有 听见 , 则 C 必 在 A 离 去 之 后 才 进 来 , 且 在 B 进 米 之 前 就 离 去 ， 
于 是 C 与 A ,日 均 未 相遇 ,当然 更 有 4 , 未 相遇 .矛盾 于 已 知 条 件 . 
所 以 ,两 次 广播 之 后 ,全 体 顾 客 都 听 到 了 . 
例 6-25 解 函数 方程 
flr+y)+ f(r—y) = 2/(r)cosy. 
解 ” 分别 取 3 组 特殊 值 


人 2 2 ， 2 ， 
Vit; n 工 
2 2 


yY2 一 了 了 
代入 得 
fl1) + f( -1)=2f(0)cost, 
f(rnt+i1)+ f(t)=0, 
tr+DO+AC-D=21( 下 Jeos( 到 + 


由 中 + 名 -@, 得 


S80 
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f(2)= (0)eose+ /(# )sine. 
检验 知 所 求 的 函数 为 D 
f(r)=f(0)cosz + /( 至 )sinz. 口 
例 6-26 两 个 边 长 为 1 的 正方 形 ,其 中 一 个 正方 形 的 某 顶点 


位 于 另 一 个 正方 形 的 中 心 O, 求 两 个 正方 形 重 肥 部 分 的 面积 (图 
6— 19). 


D C L) 人 
了 
| 2 4 B 
A CO’ 
A' B' 
(1) (2) B' 
图 6-19 6 20 


讲解 ”这 个 问题 的 常规 处 理 是 “ 退 ”, 先 考虑 图 6 20 的 特殊 位 
置 ,可 见 , 重 到 部 分 的 面积 为 十 .然后 * 进 ", 运 
用 三 角形 全 等 来 解决 
虽然 ,“ 退 ”能 够 解决 问题 ,但 对 本 例 而 
,“ 进 " 比 “ 退 "更 好 ,更 能 体现 问题 的 实质 ， 
从 而 解决 得 更 加 漂亮 . 

更 - 般 地 ,考虑 过 正方 形 中 心 O 的 两 条 
S1,S;, S3, S4( 如 图 6 一 21). 由 于 整个 图 形 其 6 21 


3 


”注意 , 解 函 数 方程 时 ,检验 是 必要 步骤 .参见 $7-2(P.484). 
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绕 O 点 旋转 90" 时 ,所 得 到 的 图 形 与 原 图 形 重 合 ,所 以 Si = S$: ,9S， 
= 93,S3= S4,S4= Si, 即 正方 形 被 [1, {2 分 成 全 等 的 4 部 分 ， 回 到 


原 题 可 知 两 个 正方 形 重 侠 部 分 的 面积 为. 

这 个 例子 进退 自如 ,反映 了 进 与 退 的 统一 . 

这 一 策略 体现 了 特殊 与 一 般 的 辩证 统一 ,偶然 与 必然 的 关 证 统 
一 ,个 性 与 共性 的 辩证 统一 ,具体 与 抽象 的 辩证 统一 ,现象 与 本 质 的 
辩证 统一 . 


6-2-6 正 反 相 畏 


解决 数学 问题 时 ,大 多 是 从 条 件 出 发 ,借助 于 一 些 具体 的 漠 式 和 
方法 ,进行 正面 的 \ 顺 向 的 思考 .这 种 思考 在 思维 方向 上 具有 定向 性 、 
层次 性 和 聚合 性 ,在 思维 内 容 上 具有 求 同 性 和 专注 性 ,本 书 中 的 大 量 
例子 都 是 循 着 正 向 思维 来 解决 的 . 强化 这 种 思维 定 势 ,在 数学 解 题 中 
有 着 决定 性 的 作用 ,这 是 必须 首先 认识 到 的 . 

然而 ,事物 往往 是 互 为 因果 的 ,具有 双向 性 和 可 逆 性 的 特征 . 如 
果 正 向 思维 受阻 ,那么 ， 顺 难 则 逆 、 直 难 则 曲 . 正 难 则 反 ”, 顺 向 推导 
有 困难 时 就 逆向 推导 ,直接 证 明 有 困难 时 就 间接 证 明 , 正 面 求解 有 内 
难 时 就 反 向 逆 找 ,探求 问题 的 可 能 性 有 困难 时 就 探求 不 可 能 性 ,等 式 
证 明 从 左 到 右 不 顺利 时 就 从 右 到 左 . 在 具体 应 用 中 ,分析 法 . 道 推 法 、 
反 证 法 .同一 法 、 举 反例 ,常量 与 变量 的 换 位 .公式 定理 的 道 用. 补 集 
思想 解 题 的 技巧 等 都 体现 了 逆向 思考 .这 些 思维 方式 具有 的 发 散 性 、 
变通 性 是 突破 传统 框架 产生 新 思路 的 重要 源泉 . 

“ 草 船 借 稍 ”与 “司马 光 磺 和 负 " 那 传诵 千古 的 魅力 概 源 于 逆向 思 
维 . 三 天 造 十 万 支 箭 是 办 不 到 的 ,但 孔明 压根 就 没 去 造 ,而 是 “ 借 ”; 并 
且 不 是 从 朋友 ,而 是 从 敌人 那里 借 . 这 两 点 都 是 周瑜 所 “ 望 尘 疯 及 "的 
开放 性 思考 .同样 ,司马 光 要 从 水 饶 中 把 人 救出 来 (人 离开 水 ) 是 不 可 
能 的 ,但 他 的 机 智 就 在 于 逆向 思维 ,让 水 离开 人 . 

从 “第 五 公设 "的 试 证 到 “ 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 " 的 诞生 ,是 “ 正 反 机 
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辅 "策略 用 于 解决 数学 问题 的 最 辉煌 也 最 悲壮 的 成 功 (8$ 3-2- 1). 
例 6-27 求证 /2 是 无 理 数 . 
讲解 ”已 知 条 件 实在 太空 . 太 少 ,以 至 于 正面 推导 一 小 步 都 “ 步 
履 维 艰 ”. 按照 “ 正 难 则 反 ” 的 策略 ,可 设 Y2 为 有 理 数 , 则 存在 a ,bE 
N,, (u,b)=1, 使 


£8 o 
这 样 ,Y2 就 具体 了 ,可 供 使 用 的 条 件 也 增多 了 . 
b<a<26, 
HO 
得 V2= ph 
fe 
记 
bi=a-b; 
则 a bi€EN, 
a>ai, b>01, 
县 V2= 广 = 
1 
问题 可 得 无 限 个 ai,b:EN+(i=1,2,…) 满 足 
a>ai>as> 
b>61>6,>*…, 
-~-Q_-41_ 02 
且 V2=3 6b bs 


但 小 于 a( 或 56) 的 自然 数 只 有 有 限 个 .矛盾 , 故 V2 为 无 理 数 . 口 
这 里 使 用 了 无 穷 递 降 法 , 见 $S$-2-4; 另 一 证 法 见 $6-2-9. 
例 6-28 设 m 关 n,mn 关 0, a>1， 
| 0 


求 (z+ i)? 4a? 2 直 +# 的 值 . 
讲解 ”由 已 知 有 
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十 A CC oe ee a 

相 乘 4 n=(atVai —1) > 2 
代入 求 什 式 ,数字 繁多 ,运算 复杂 .车 反 过 来 ,用 表示 a, 则 由 已 知 
有 at+v a l= dm, 

人 一 以 a2~1= zx2m 
相 加 2a = + x rm 

二 + 上 mn nm 工 + 上 

得 da2xe™ n= (x 2mn 十 XT2mn )2m n 


二 玫 
二 =[(x a 十 mn )r dm J]? 


= (2 
1 1 工 ,1 
故 有 (zm+zn)2 一 4a2zm "=0. 0 
例 6-29 对 满足 不 等 式 |logzp|<2 的 一 切实 数 户 , 求 使 不 等 
式 + pr+1>3x+p 者 成立 的 x 的 取 值 范围 . 
讲解 由 |logzp| 达 2, 有 
-2<logpp<2, 
得 1<p<4. OD 
问题 转化 为 在 条 件 中 中 , 求 二 次 函数 
f(x)=x +(p-3)r+(1- 7p) 
为 正 值 时 , 自 变量 的 取 值 .这 处 理 起 来 比较 麻烦 . 
反 过 来 ,以 p 为 主 元 ,有 


g(p)=(xr-1)p+(r -3r+1), pc (二 4) 


问题 转化 为 关于 p 的 一 次 函数 为 正 数 时 系数 的 讨论 . 显然 天 1, 央 
而 ,g(p) 是 p 的 单调 函数 ,使 
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g(p)>0,pE [4,4) 


成 立 的 充 要 条 件 是 


即 


即 


即 


[jn 
g8(4) 过 0， 


(37+D>0， 


4(xz -1)+(r -3r+1)>0, 
j47 一 1Lz+3 之 0， 


r+ x-3 尖 0， 


+> 或 <H 3 


7> 或 <1 


例 6-30 解 不 等 式 


讲解 


V15+2zr -rt-1. 


正面 求解 需 解 两 个 不 等 式 组 


15+2x— x’>0, 
x--1 宕 0， 

15+27x ~ zx>(r -1); 
15+2x -xz2ZP0， 
-1<0. 


反面 的 思考 是 , 先 解 不 等 式 V 15+2r -zz2<z-1, 即 


15+2x -xz 过 0， 
+-1>0, 
15+2x-x <(r-1). 
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-3 委 z 委 和 ， 
即 2 

xx<1-2vV2 或 zx>1+2V2. 
得 1+2V2< zx< 扫 5$. 


再 求 不 等 式 在 存在 域 [ - 3,5] 上 的 补 集 [ -3,1+2V2], 此 即 为 
原 不 等 式 的 解 集 . [| 
容易 由 圆 与 直线 的 位 置 看 清 这 个 不 等 式 的 几何 实质 . 
例 6-31 已 知 方程 ar2-2(a-3)z+(e-2)=0 中 的 a 为 负 
整数 , 试 求 出 那些 使 此 方程 的 解 x 至 少 有 一 个 为 整数 时 a 的 值 . 
讲解 ”由 a 讨论 z, 就 要 研究 方程 的 根 
-273tV9-4a 


a 
这 比较 麻烦 . 若 反 过 来 ,整理 成 a 的 一 次 方程 
(rr -2r+1l)at+(6r -2)=0. OD 
则 由 x 关 1,a 太 1, 得 
—-(x*—-2r+1)+(6r-2)>(r*-2r+1)at+(6xr -2)=0, 


即 Z2 一 8z+3<0. 
得 4-V13<r<4+v138 zx 了 1. 


把 z 为 2,3,4,5,6,7. 分 别 代 人 中 得 ,z=2 时 a= 一 10,r=3 
时 ,ae=-4,z=4,5,6,7 时 a 不 为 整数 .所 以 ,使 方程 的 解 x 至 少 有 
一 个 为 整数 时 a 的 值 取 - 10 或 -4. 口 

由 上 面 的 例子 可 以 看 到 ,从 问题 的 相反 方向 或 否定 形式 出 发 , 思 
考 常 能 产生 新 的 观念 , 它 在 正 向 思考 受阻 时 ,作用 特别 重大 (当然 , 正 
向 思考 畅通 时 仍 有 重要 作用 ) .但 是 ,不 要 忘 了 ,无 论 是 分 析 法 、 反 证 
法 、 举 反例 ,还 是 逆转 结构 . 道 转运 算 .逆转 主 元 .逆转 角度 等 都 是 建 
立 在 正 向 思维 方法 的 基础 上 的 . 它 一 方面 是 对 正 向 思维 的 背 道 , 另 … 
方面 又 离 不 开 对 正 向 思维 的 使 用 .所 以 ,应 该 是 “ 正 反 相 辅 . 注重 整 
体 性 与 联通 性 ,把 正 向 思考 与 着 向 思考 结合 起 来 ,把 综合 法 与 分 析 法 
结合 起 来 ,把 论证 与 反例 结合 起 来 ,把 倒 推 和 顺 证 结合 起 来 . 
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这 一 策略 反映 了 原因 与 结果 的 辩证 统一 ,肯定 与 否定 的 辩证 统 
一 ,有 限 与 无 限 的 辩证 统一 ,证实 与 证 伪 的 辨证 统一 . 


6-2-7 动静 转换 


动 和 静 是 事物 状态 表现 的 两 个 侧面 ,它们 相 比 较 而 存在 , 依 情况 
而 转化 , 动 中 有 静 , 静 中 寅 动 .在 数学 解 题 中 ,可 用 动 的 观点 来 处 理 静 
的 数量 和 形态 ,将 常数 看 成 是 变数 的 取 值 ,将 静止 状态 看 成 运动 过 程 
的 瞬间 ,表现 为 以 动 求 静 .也 可 以 反 过 来 ,用 一 个 字母 代替 无 限 的 、 变 
动 的 取 值 ,用 一 条 方程 表示 动 点 的 轨迹 ,用 一 个 函数 表达 或 反映 客观 
事物 的 相依 关系 ,用 一 些 不 等 式 描 述 变量 无 穷 变化 的 趋势 (极限 ) 等 
等 ,都 是 用 静 的 方法 来 处 理 动 的 事物 ,表现 为 以 静 制 动 . 变换 法 .局 部 
调整 法 、 递 推 法 初等 变换 、 轨 迹 相交 、 定 值 探求 以 及 不 变量 等 ,都 体 
现 了 动静 转换 的 策略 . 

1. 化 静 为 动 以 动 求 静 

对 静态 的 事物 我 们 可 以 追寻 形成 静止 状态 以 前 的 运动 过 程 ,或 
理解 为 运动 过 程 的 特殊 位 置 与 瞬息 形态 ,使 静态 具有 运动 的 活力 . 

例 6-32 求 与 已 知 圆 z+ 交 -4z-8y+15=0 相 切 于 点 
A(3,6) 且 经 过 点 B(5,6) 的 圆 的 方程 . 

讲解 ”化 静 为 动 ,视点 A(3,6) 为 贺 

(zr-3)+(y-6)=R? QO 

当 R 一 0 时 的 极限 状态 . 则 过 圆 中 与 已 知 圆 交点 的 圆 系 方程 为 

(tr-3)}+(y-6) -Ri+A(r+y -4r-8y+15)=0. © 


把 B(5,6) 代 入 且 令 R=0, 得 = -二 , 代 人 @ 得 所 求 的 图 为 
(z -3)+(y-6) -3(r +y -4r-8y+15)=0. 
整理 得 zz2+ 妈 -8z-16y+7$=0. 口 


例 6-33 解 不 等 式 ( 见 习题 四 第 7 题 P.245) 
(1) xr:+2x -8<0; 
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(2) x* +8zr + 15>0; 


(3) V xi-4r+8+V xr +47r+8<6. 
解 (1) 化 静 为 动 , 设 . 
r+2r -8= — ye0. 
得 到 一 个 平面 上 的 轨迹 方程 一 一 圆 
(z+1)*+ y=3. 
如 图 6- 22, 对 每 一 个 值 ,所 对 应 的 + - 
均 为 原 不 等 式 的 解 .反之 , 原 不 等 式 的 每 一 个 
解 也 都 有 y 值 与 之 对 应 . 原 不 等 式 的 解 就 是 
轨迹 圆 中 x 坐标 的 取 值 范围 
[-4,2]. 口 
(2) 化 静 为 动 , 设 
x +8r+15=y 20. 
得 一 平面 上 的 轨迹 方程 一 一 双 曲线 
(x+4)*— y= . 
如 图 6 一 23, 双 曲线 上 z 坐标 
的 取 值 范围 即 为 原 不 等 式 的 解 集 
zz 巡 -S 或 zx 之 -3. 口 
(3) 原 式 即 图 6-23 
V(z-27+2+WV(z+27+2<6. 
化 静 为 动 ,得 到 一 个 平面 区 域 
V(r-27+y+V(r+2)Y+y 6, 
如 图 6 一 24, 这 是 一 个 a=3,c=2 的 
椭圆 内 部 区 域 
5 + 站 二 1 


令 y=2, 可 得 原 不 等 式 的 解 
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例 6-34 已 知 等 边 人 ABC, 在 人 BAC 内 作 线 段 AP, 连 BP， 
CP ,求证 
AP<BP+ CP. 
等 号 当 上 是 仅 当 A ,B,C,P 四 点 共 圆 时 成 立 . 
(如 图 6 一 25) 
讲解 ”用 静止 的 观点 看 所 求 3 条 共 点 线 
闻 的 大 小 ,其 关系 比较 隐藏 .但 若 将 全 BCP 
向 内 旋转 60" , 则 C 运动 到 A ,相应 的 已 运动 
到 Q,AQ= PC,BQ= BP= PQ, 则 3 条 共 
点 线段 变 为 首尾 相连 的 3 条 线段 有 
AP<PQ+ AQ= BP+CP. 
等 号 成 立 当 且 仅 当 A,Q,P 三 点 共 线 后 人 BAQ = 了 人 BAP 全 一 BCP 
= 一 BA4P 拓 4A ,日 ,C,P 四 点 共 圆 . 口 
例 6-35 设 ABCDEF 是 西 六 边 形 ,满足 
AB= BC= CD,DE= EF= FA, 
LBCD= ZEFA=60°. 
设 G+ 入 是 这 六 边 形 内 部 的 两 点 ,使 得 
LAGB= ALDHE =120". 
试 证 
AG + GB+ GH+ DH+ HE>CF. 
[MOae -5] 
讲解 ”首先 要 正确 作 图 ,一 个 
比较 方便 的 作法 是 先 作 稳 形 
ABDE ,然后 向 外 作 等 边 公 AEF ,等 
边 全 BCD( 如 图 6 一 26). ec 
静止 看 求证 的 不 等 式 中 的 各 条 
线段 的 大 小 是 很 隐 项 的 .但 由 筝 形 
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的 对 称 性 ,将 六 边 形 以 BE 为 轴 作 一 对 称 图 形 时 ,得 六 边 形 
AC'BDF'E ,有 
CE = CF. 

由 于 人 AGB= 人 DHE=120°, 所 以 A,C’,B,G 及 E,H,D,F 

均 4 点 共 圆 . 连 C'G ,FH, 由 上 例 知 
CG= AG+GB, 

DEF = DH+ HE; 

从 而 AG +GB+GH+DH+ HE 

=CG+GH+HF 
宇 C'F’ = CF. 口 

2. 以 静 制 动 .动静 互 换 

运动 和 静止 是 相对 的 ,运动 的 A 相对 于 静止 的 B, 也 可 看 成 B 
动 A 静 .此 外 ,正如 台风 的 中 心 是 平静 的 一 样 ,事物 的 运动 中 也 会 有 
一 些 稳定 的 状态 , 抓 住 这 些 不 变 的 性 质 或 不 变量 作为 解 题 的 突破 是 ， 
常 能 收 到 出 奇 制胜 之 效 . 

例 6-36 一 个 人 在 河 里 逆流 游泳 ,在 A 处 遗失 了 所 携带 的 空 
水 过 ,他 继续 逆流 游 了 20 分 钟 才 发 觉 水 壶 失落 了 ,当即 游 回 追 寻 , 结 
果 在 距 A 下 六 2 和 于 米 的 B 处 找到 , 求 河水 流速 . 

分 析 ”一 种 常规 的 思考 是 , 设 水 流 的 速度 为 rz 千 米 /时 .又 人 的 
游泳 速度 为 y 千 米 / 时 . 人 向 上 游 20 分 钟 , 走 了 


站 (yz)( 千 米 )， 
游 回 追 上 水 过 所 走 的 路 程 是 

如 (yz)+2( 千 米 )， 
游 回 追 上 水 壶 所 用 的 时 间 是 


20 

< (yy 一 工 ) 十 2 

多 一 一 一 (小 时 ). 
工 十 y 


以 水 壶 漂流 2 千 米 所 用 时 间 为 等 量 关 系 , 可 得 方程 
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20 ,007-712 2 
60 XT+y x 
即 Ty=3y, 
但 v 关 0, 得 z=3 千 米 / 时 . 癌 
这 种 处 理 比较 繁 元 ,关键 是 没有 处 理 好 动静 之 间 的 转化 .下 面 提 
供 一 个 以 静 制 动 的 解法 . 
解 ” 先 静止 ,假定 人 在 静水 里 游泳 ,20 分 钟 后 发 现 水 壶 失落 , 转 
身 游 回 来 取水 壶 ,水 壶 应 在 原 处 ,而 人 回来 也 还 需 20 分 钟 ,来 回 共 需 


40 分 钟 = 夺 小 时 ， 

再 运动 ,由 于 水 壶 是 动 的 , 它 随 水 而 下 ,漂流 了 2 和 干 米 ,这 2 干 米 
是 在 40 分 钟 内 完成 的 , 故 水 流 的 速度 为 

V=2 凶 =3( 千 米 /时 )， 口 

为 了 便于 理解 ,可 将 河流 设想 为 火车 车 有 ,人 在 车 月 这 一 头 丢 了 
水 过 , 走 到 另 一 头 然 后 回来 取 . 

例 6-37 静水 中 , 船 A,B 的 速 
度 及 其 在 某 一 时 刻 的 位 置 如 图 6 - 27， 


两 船 各 以 匀速 V4 千 米 /时 ,VB 干 米 / KK 
—~ ~> ~ [| ~ 
时 沿 直 线 航 道 ( 图 中 AP, BQ 方向 ) 前 /ff `、 
1 


进 , 找 出 当 两 船 相 距 最 近 时 ,彼此 之 闻 ME i 


的 距离 . } 
解 此 即 习题 二 第 3 题 . 先 静止 ， 月 
四 已 1 
假定 船 B 不 动 , 则 B 到 AP 的 最 短 距离 出 
图 6-27 


为 B 到 AP 的 垂 线 BH. 
再 考虑 相对 运动 ,对 B 船 的 运动 ,可 以 认为 水 以 速度 - BQ 运 
动 ,于 是 船 A 所 作 的 运动 就 成 为 4P = AP + AQ. 由 于 B 相对 于 
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4P “是 静止 的 ,因此 答案 就 是 过 B 所 作 的 三 直 于 AP“ 的 垂 线 BS. 口 ] 
例 6~38 如 图 6-28(1), 已 知 正 人 ABC 的 边 长 为 2,A 点 在 x 
轴 的 正方 向 上 移动 ,B 点 在 45 角 的 终 边 上 移动 , 求 顶 点 C 到 原点 的 
最 大 距离 . 
解 ”由 相对 运动 的 观点 ,把 人 ABC 看 成 是 静止 的 , 则 坐标 系 是 
运动 的 ,于 是 原点 O 为 动 点 ,其 轨迹 是 以 AB 为 纺 .与 点 C 在 4 异 
侧 的 含 4$" 圆 周 角 的 弓形 弧 ( 如 图 6-28(2)). 


B 


加 
es 


图 6-28 


记 S 为 弓形 弧 的 圆心 , 则 CS 垂直 平分 AB , 且 CSA =43". 叉 
CD =V3,4D = DS=1,0S= SA =V2. 
当 0,S,C 三 点 共 线 时 ,OC 最 大 ,为 
OC= CD+ DS+ SO=1+Y2+Y3. 口 
例 6-39 长 轴 长 为 2a , 短 轴 长 为 
26 的 椭圆 在 第 一 象限 内 滚动 ,并 始终 
与 x,y 轴 分 别 相 切 , 求 该 椭圆 中 心 O- 
点 的 轨迹 (如 图 6 一 29). 
解 ”由 运动 的 相对 性 ,我 们 固定 椭 
圆 , 则 与 之 相 切 的 两 坐标 轴 是 转动 的 . 
建立 坐标 系 x'O'y ,使 椭圆 方程 为 
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72 22 
| 中 
又 设 点 O 在 zy 坐标 系 上 的 坐标 为 (zy ), 则 O 〇 是 椭圆 四 
两 垂直 切线 的 交点 ,其 轨迹 为 
并 二 =a +b2, 
即 100’i|=v a’*+b?. 
这 表明 O 到 O 的 距离 为 常数 Va?*+ 0 ,因而 ,在 坐标 系 xzOy 上 
O ”的 轨迹 为 圆 弧 
十 办 一 Q2 二 六 2 
其 中 8 委 z 委 ap 委 y 委 ca. 口 
例 6-40 和 ABC 和 公 ADE 是 两 个 不 全 等 的 等 腰 直 角 三 角 
形 ,AB= BC,AD= DE, 现 固定 全 ABC 而 将 全 ADE 绕 A 点 在 平面 
上 旋转 . 试 证 ,不 论 旋转 到 什么 位 置 ,线段 EC 上 必 存 在 点 M ,使 
人 BMD 为 等 腰 直 和 角 三 角形 (如 图 6 一 30). 


图 6- 30 图 6-31 


证 明 由 于 和 ABC 与 全 ADE 不 全 等 ,所 以 不 管 人 ADE 转 到 什 
么 位 置 上 ,B 与 D 都 不 重合 .我 们 以 静 制 动 , 设 B,D 所 对 应 的 复数 
为 实 轴 上 的 一 对 相反 数 ， 

B=a,D= -a (a0,a€ER). 
在 复 平 面 上 ,其 余 的 点 ,就 用 该 点 的 字母 表示 该 点 的 复数 ,如 图 6 一 
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31, 有 
E-D=(A-D)(-i), 
C-B=(A-B)i, 

即 Eta=(A+a)(-i), 
C-a=(A-a)i, 

相 加 得 E+C= -2ai. 

故 存在 EC 的 中 点 
M=E3 c=-ai 


与 B=a,D= -a 组 成 等 腰 直 角 三 角形 . 总 

例 6-41 如 图 6 32, 已 知 两 个 半圆 ,大 圆 的 弦 AB 与 小 加 相 
切 , 目 AB/ CD,AB=24, 求 圆 中 阴影 部 分 的 面积 . 

讲解 已 知 的 两 个 半山 都 未 给 出 半径 ， 
求 阴影 部 分 面积 似乎 条 件 不 足 . 

设 大 图 半径 为 RR, 小 圆 半径 为 r, 则 Sg A 

( n 

= 了 了 (R? 一). 关键 是 要 找 出 R,r 与 4B 的 ? 
关系 ,为 此 ,我 们 移动 小 半圆 ,使 与 大 半圆 成 图 6-32 
同心 圆 . 

这 时 图 形 更 有 规则 了 ,但 R,r 与 4B 的 关系 仍 是 隐藏 的 ,为 了 
揭示 这 个 关系 ,我 们 将 > 收缩 为 0, 则 AB 变 为 CD ,阴影 的 面积 便 为 


ss- 下 全 ) ， 0 
与 S 罗 = 广 (R? -7?), 
比较 应 有 。 R? -=( 饰 ). @ 


这 启示 我 们 在 图 6-33 中 ,过 O 作 OFE .| AB, 并 连结 OA ,在 
RtAAOE 中 ,有 @ 式 成 立 , 从 而 可 得 出 中 式 的 结果 

这 样 ,我 们 化 静 为 动 找到 了 一 条 思路 ,再 仔细 一 想 , 作 OF | 
AB ,并 连结 OA ,其 实 与 小 半圆 的 位 置 无 关 , 回 到 图 6 - 32, 我 们 依然 
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可 以 作 OE | AB( 依 然 可 以 将 > 收缩 为 0) ,同样 完成 求解 ,这 就 又 以 
静 制 动 ,体现 了 动 与 静 的 辩证 统一 . 
解 作 OF | AB, 垂 足 为 E, 连 04, 则 4E= 4 ,有 


Sm= 放 "(OA -让 (OE) 


_n 2 

=7[(O4) ~ (OE)’] | (> ， 
= 了 AE? Li 
-到 (请 ) 图 6-33 


=72x( 面 积 单位 ). [ 
6-2-8 数 形 结合 


数 和 形 是 初等 数学 中 被 研究 得 最 多 的 对 象 , 数 形 结合 是 一 种 极 
富 数学 特点 的 信息 转换 ,数学 上 总 是 用 数 的 抽象 性 质 来 说 明 形 象 的 
事实 ,同时 又 用 图 形 的 性 质 来 说 明 数 的 事实 . 数 形 结合 是 一 个 重要 的 
数学 思想 和 一 柄 双 刃 的 解 题 利 剑 . 

正确 使 用 数 形 结合 要 注意 等 价 性 、 双 向 性 与 简单 性 . 

等 价 性 原则 : 是 指 代数 性 质 与 几何 性 质 的 转换 应 该 是 等 价 的 ， 
否则 解 题 会 出 现 漏洞 . 有 时 ,由 于 图 形 的 局 限 性 ,不 能 完整 地 表现 数 
的 … 般 性 ,这 时 的 图 形 性 质 只 是 一 种 直观 而 显 浅 的 说 明 , 但 它 同 时 也 
是 抽象 而 严格 证 明 的 诱导 . 

会 不 会 进行 数 式 信息 与 形象 信息 的 转换 ,反映 了 数学 能 力 ; 能 不 
能 保持 信息 转换 的 等 价 ,反映 了 数学 素质 . 

双向 性 原则 : 就 是 既 进 行 几何 直观 的 分 析 , 又 进行 代数 抽象 的 
探索 ,两 方面 相辅相成 , 仅 对 代数 问题 进行 几何 分 析 是 一 种 天 真 的 
误解 . 

应 当 指出 ,代数 表达 及 其 运算 比 起 几何 图 形 及 其 结构 有 着 无 与 
伦比 的 优越 性 ,能 克服 几何 直观 方法 的 许多 局 限 性 . 正 因 为 如 此 ,第 


六 章 解 题 策略 385 


卡 儿 创立 了 解析 几何 ,用 代数 方法 统一 处 理 几何 问题 ,成 为 现代 数学 
的 先驱 , 儿 何 问题 的 代数 化 ,这 万 是 数学 的 一 大 进步 .我 们 说 “ 数 形 结 
合 " 是 发 挥 数 与 形 的 双重 优越 性 ,而 不 是 用 几何 取代 代数 . 

简单 性 原则 : 找到 解 题 思路 之 后 ,至 于 用 几何 方法 还 是 用 代数 
方法 .或 者 兼用 两 种 方法 来 叙述 ,取决 于 哪 种 方法 更 加 优美 .更 加 简 
单 .或 更 便于 达到 教学 目的 . 而 不 是 像 一 种 流行 的 模式 那样 : 代数 问 
题 用 几何 方法 ,几何 问题 用 代数 方法 . 

华罗庚 教授 说 过 : 

数 与 形 ,本 是 相 倚 依 , 柴 能 分 作 两 边 飞 ; 

数 无 形 时 少 直觉 , 形 少数 时 难 入 微 ， 

数 形 结合 百般 好 ,隔离 分 家 万 事 休 ; 

切 莫 忘 ,几何 代数 统一 体 ,永远 联系 切 莫 分 离 . 

美国 数学 家 斯 蒂 恩 阅 : 如 果 一 个 特定 的 问题 可 以 被 转化 为 个 
图 形 ,那么 思想 就 整体 地 把 握 了 问题 ,并 且 能 创造 性 地 思索 问题 的 
解法 . 

那么 ,怎样 进行 数 形 结合 呢 ? 有 3 个 主要 的 途径 . 

第 ---、 通 过 坐标 系 . 

包括 直角 坐标 系 、 极 坐标 系 和 复 平面 . 

第 二 、 转 化 

通过 分 析 数 式 的 结构 ,将 a >0 与 距离 互 化 ,将 a?(ab ) 与 面积 互 
化 ,将 a3(apc ) 与 体积 互 化 ,将 V a*+ 人 2 与 勾 股 定理 沟通 ,将 a?+ 
+ab=az+b-2lallblcosg(0=60' 或 120') 与 余弦 定理 沟通 ,将 
ja 一 6b|<c 与 三 角形 三 边 沟通 .…… 

第 三 、 构 造 . 

可 以 构造 几何 模型 ,构造 函数 或 构造 一 个 图 等 

在 例 1-S, 例 1-8, 例 4-12, 例 4-27, 例 4-28, 例 4-29, 例 4 
-33, 例 4-34, 例 4-35, 例 4-36, 例 4-38, 例 4-43, 例 S-30, 例 
5S-42, 例 S-44, 例 6-9, 例 6-21, 例 6-29, 例 6-33, 例 6- 40, 例 
6 一 74 等 处 ,已 经 多 次 见 到 数 形 结合 .类 比 法 .映射 化 归 、 坐 标 法 . 换 
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元 法 (特别 是 复数 换 元 .三 角 换 元 等 ) .构造 法 等 都 能 体现 数 形 结合 . 
1. 由 数 到 形 、 形 数 结合 . 
例 6-42 已 知 正 数 zx,y,z 满足 方程 组 
r+y=13, 
2 Zz — yz =25, 


z+ r+.rz=144. 


Qee 


求 =. 

分 析 对 式 @ .GO 的 结构 作 分 析 ,可 转化 为 余弦 定理 (8$5-3-2) 

25= y+ x? — 2yzcos60°, 
144= z+ 7x? —2.rzcosl120°. 
据 此 ,我 们 可 以 构造 几何 图 形 来 求解 . 

解 作 Rt 全 ABC ,使 AB=13,BC=12,AC=5, 在 AB 上 取 D， 
使 <ADC=60". 则 BD=zr,4D=y,CD=z( 如 图 6-34). 由 面积 关 
系 

SAABC = SAACD + SaBD, 
1 


有 FBC'AC 


= 3 BD DCsin120" + 


AD . DCsin60 


得 ==CD=280:AC -93. 

例 6-43 已 知 方程 |z|=ar+l 有 一 个 负 根 而 且 没 有 正 根 , 那 
么 a 的 取 值 范围 是 

A.a>-1 B.a=1  C. a 之 ! D. 非 上 述 答案 
[1987 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 

分 析 坦 接 的 代数 求解 较 复杂 ,第 一 步 要 找 出 有 负 根 的 范围 ,由 


-T=ar+t+1, 
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1 
本 T+2z<0， 


得 a>—1. QD 
第 二 步 是 先 找 有 正 根 时 a 的 范围 ,然后 求 补 集 得 出 没有 正 根 时 
a 的 范围 .由 x>0 时 有 


r=ar+t+l1, 
得 二 1 >0, 
1 一 a 
有 a<l1. 
从 而 没有 正 根 时 a 的 范围 为 
a 之 1. © 


第 二 步 , 求 .四 的 交集 ,得 a 之 1, 选 C. 口 
这 个 过 程 是 比较 曲折 的 ,而 数 形 结合 的 思考 则 浅显 而 明了 . 
解 将 问题 转化 为 函数 
YY 二 |x|,， 二 
y=art+l, @ 
的 交点 在 且 只 在 第 二 象限 .四 是 过 点 
A(0,1) 的 直线 系 ,由 图 6 一 35 知 , 当 
直线 从 y=x+1 开始, 绕 A 点 向 y 
轴 旋 转 时 ,与 y= |z | 都 只 有 交点 在 
射线 OB 上 ,其 余 情 况 均 有 交点 在 第 
一 象限 ,所 以 a 的 取 值 为 [1, + co ). 图 6-35 
选 C. 口 
例 6-44 求 和 》k?. 
解 ” 作 一 个 等 边 三 角形 ,将 各 边 n -1 等 分 ,过 分 点 作 另 两 点 的 
平行 线 , 可 以 得 到 三 角形 上 的 交点 
1+2+ .+ n= 开办 (个 ). 


现 把 求 和 数 摆 到 三 角形 各 交点 上 ,k? 排 在 第 & 行 的 & 个 位 置 
上 ,表示 为 上 个 之 和 
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有 三 大 十 下 十 … 十 开 . 
旋转 得 出 3 个 这 样 的 三 角形 数 阵 ( 如 图 6- 36), 每 一 线段 上 的 数字 
顺序 成 等 差 数 列 . 再 重合 起 来 , 则 每 个 点 上 的 数字 和 均 为 (2n + 
1). 总 和 便 为 


S, = Sk2 
友 三 1 


_1. .n(n+1) 
= (2n +1) 7 


= 口 


例 6-45 对 a,b,c,d,mER,m 天 -1 ,上 且 (ec)2+(6 一 dd) 
天 0, 求 证 
lad -bc | C&C+mc /b+ma\’ 
< (于 ) + 于 + 六 ) 
分 析 在 例 $-- 41 中 我 们 曾 用 柯 西 不 等 式 来 证 明 ,而 柯 西 不 等 


式 的 一 个 几何 意义 正 是 点 到 直线 的 垂 线段 最 短 ,因此 ,有 下 面 的 几何 


解法 . 
证 明 ”在 坐标 平面 上 取 点 A(a,b),B(c,d), 直 线 AB 上 的 其 


他 点 为 


a+mc b+md 
M (全 半生 
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又 与 AB 平行 且 过 原点 的 直线 为 
lil: (b-d)r-(a—-c)y=0. 
则 M 到 7 的 距离 不 大 于 OM ,得 


1- 多 )- (ec( 全 2 


1+m 
MC 
< 生生) + ( 生 2)， 
lad—bc| 

Mp 
NG 
评析 : 人 的 方程 , 则 原 图 6-37 
点 到 AB 的 距离 不 大 于 OM . 

例 6-46 已 知 zx,yER, 且 x:+ y+2y&0. 

求证 zx?+y+6xz+8>0. 
(见习 题 四 第 3 题 P.244) 

解 在 直角 坐标 系 中 ,已 知 式 可 变 为 


即 


z+(y+1)<1, 中 
表示 圆心 在 (0, - 1) ,半径 为 芋 的 圆 面 区 域 ( 包 括 边界 ) ,而 求证 式 为 
(z+3)2+ 办 >1， ©@O 


表示 以 (一 3,0) 为 圆心 ,半径 为 1 的 圆 外 
部 . 
由 图 6-38 知 , 圆 、 名 相 离 , 圆 面 
QD 上 的 点 在 贺 @@ 的 外 部 ,结论 是 显然 的 . 
事实 上 ,由 有 zx 之 -1, 从 而 
Xz:+ y+6rt+B 
宇 z7*+y-6+8 
之 2 
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> 0. 口 
例 6-47 求证 公 ABC 为 等 腰 三 角形 的 充 要 条 件 是 
cos A sinA 1 
cos: 召 sinB 1 
cos2C sinC 1 
(见习 题 四 第 4 题 P.244) 

证 明 当 公 ABC 为 等 腰 三 角形 时 ,所 求 行 列 式 有 两 行 相等 ,其 
值 必 为 0. 

反之 ,行列 式 的 值 为 零 ,表明 3 点 

M(sin4A ，cos24A)， 

N(sinB, cos:B), 

P(sinC，cos2C ) 
共 线 ,但 由 cos*:A=1-sinA 知 ,M,N,P 在 抛物 线 

y=1-x? 
上 .由 直线 与 抛物 线 最 多 有 两 个 公共 点 知 , M,N ,P 必 有 两 点 重合 ， 
从 而 相应 坐标 中 的 两 个 角 相 等 ,全 ABC 为 等 腰 三 角形 (在 P.168 例 
4 一 12 中 见 过 同样 的 思想 ). [] 

例 6-48 求证 cotl0  - 4cos10" =V3. 

解 为 了 出 现 10" 角 和 V3, 我 们 作 RtAABC ,使 AC =Y3, BC = 
1,48=2, 再 作 二 4ABD=20' 交 CA 延长 线 于 DD, 则 CDB = 10" , 且 
cot10 = CD.( 如 图 6 一 39) 

又 在 合 ABD 中 ,由 正弦 定理 


有 AD= 4Bsin20 - 4cos10"， Bb 
sinl0 > 
得 cot10° — 4cos10° = 
=CD-AD D 一 一 A J 
=AC 


评析 : 由 sin(30" - 10" ) = sin2 x 10? 两 边 展开 ,变形 可 得 所 求 . 
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例 6-49 已 知 正 数 z,y,z 满足 
T+ty+ry=1, 人 人) 
ee 四 
Zz2+ ti + zr=4. 人 
求 芝 +y+z. 
解法 1 作 Rt 个 ABC ,使 
AB=1, BC=v3, CA =2. 
在 Rt 和 人 ABC 内 取 一 点 PP, 如 图 6 一 40, 使 
LAPB= /BPC= /CPA = 120°, 
由 余弦 定理 有 
PA*+ PB*+ PA.PB= 4AB: = 1， 
PB*+ PC*+ PB :PC = BC = 3, 
PC*+ PA*+ PC. PA = AC*=4. 图 6- 40 
这 表明 zx = PA ,y= PB, z= PC 是 原 方 程 组 的 
解 . 现 将 全 APC 绕 点 C 向 外 旋转 60', 得 人 A'PC, 则 A’,P’,P,B 
四 点 共 线 ,P'A’= PA ,PP’= PC=PC. 有 
r+t+yt+z=AP+PP+PB=A'B. 
在 Rt 和 ABC 中 ， 
AB=V ACTBC = V4r3=/7. 口 
这 个 解法 的 前 提 是 , 原 方程 组 的 解 是 惟一 的 ,否则 不 能 保证 不 碱 


根 .理解 上 述 解法 的 实质 是 ,将 PA 绕 已 点 旋转 既 , PC 绕 PP 点 旋转 


-等 ,将 共 点 3 线段 的 长 度 转 化 为 共 线 3 线段 的 长 度 (解法 2) 
解法 2 在 复 平面 上 取 A=i,B=0,C=Y3, 且 取 点 也, 使 
LAPB= /BPC= /CPA= 120.. 


记 tw = cos120" + isin120° = -了 + 


有 了 并 十 多 十 之 
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=|A-Pl+|B-Pl+|IC-P| 
=|(A-P)w|l+|(B-P)I+|1(C-P)w’| 
=|(A-P)uw+(B-P)+CC-P)w2 同 向 共 线 ) 
=|(Aw+B+Cw)~-P(l+w+w’)| 


=|Aw+B+ Cw’| 
-3 
=|-Y3-—2i| 

=Y7. 口 


这 个 例子 是 由 图 像 的 启发 ,得 出 有 代数 味 的 解法 . 

例 6-50 某 轮 船 公司 每 天 中 午 都 有 一 稻 轮 船 从 哈佛 开 往 纽 
约 , 并 且 每 天 的 同一 时 刻 也 有 一 艘 轮船 从 纽约 开 往 哈佛 .轮船 在 途中 
所 花 的 时 间 来 去 都 是 7 昼夜 ,而 且 都 是 匀速 航行 在 同一 航线 上 . 问 今 
天 中 午 从 哈佛 开 出 的 轮船 ,在 开 往 纽约 的 航行 过 程 中 ,将 遇 到 几 艘 同 
一 公司 的 轮船 从 对 面 开 来 ? 

解 习题 四 第 21 题 (P.250) 给 出 了 “无 字 的 证 明 ”. 由 图 形 可 数 
出 15 个 交点 , 即 与 15 条 轮船 相遇 ,又 由 图 形 的 结构 可 以 看 到 ,每 次 
相遇 两 船 航行 的 时 间 之 差 必 为 整数 个 愉 夜 .因此 ,车 设 开 往 纽 约 的 轮 
船 经 过 x 层 夜 便 与 对 面 开 来 行 了 y 昼夜 的 轮船 相遇 , 则 有 


r+y=7, 个 
[rz-y|l=n; ©@ 
其 中 0 委 z,y,2 委 7, 联 立 四 .四 可 得 
2t=7+n 


为 整数 ,2z 有 0,1,2,…,13,14 共 15 个 取 值 ,从 而 x 也 有 15 个 取 
值 . 即 与 同一 公司 从 对 面 开 来 的 15 艘 船 在 航行 中 相遇 . 口 ] 
评析 : 取 7 等 分 线 AoA1A4?A43A445A465A7, 则 等 分 点 (8 个 ) 以 
及 它们 的 中 点 (7 个 ) 共 15 个 为 相遇 点 . 
例 6-51 车 2x+y 之 1, 试 求 函 数 
w= y -2y+ r+4r 
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的 最 小 值 . 
分 析 习题 四 第 22 题 (P.250) 已 经 给 出 了 几何 解法 . 理解 该 解 


法 的 实质 可 以 看 到 ,既然 函数 ww 在 1 与 C 的 切 点 处 A( -二 , 半 } 取 


最 小 值 ,那么 我 们 可 以 让 A 是 / 与 其 垂 线 
l! xz-2y+4=0 

的 交点 ,为 此 ,只 需 对 w 按 / 与 0 的 形式 配方 ,从 而 有 以 下 解法 . 
解法 1 由 

Suw=(2z+y-l)+(z-2y+4) +8(2z+y-1)-9 疡 -9. 

、 2x+y-1=0, 
知 当 r-2y+4=0 
时 ,ze 有 最 小 值 . 解 方 程 组 得 


工 二 一 


2 ._9 
5’> 5 
2 9 
时 ,有 WOmin 一 一 S 口 


解法 2 由 
25z=(Sz+2)2+($y 一 9)2+40(2z+y-1) 一 4 之 一 45， 


Sz+2=0， 
知 sy-9=0， 
2xz+y-~1=0 


时 ,ze 有 最 小 值 . 解 方程 组 得 


-2 ,2 
提 535， 7 5 


-9 
时 ,有 wrin = 5 口 


容易 看 出 ,这 两 个 代数 解法 都 比 几何 解法 更 直截了当 ,但 是 没有 
原文 的 几何 分 析 , 这 里 的 配方 是 很 难 拼 竣 出 来 的 .下 面 的 配方 是 纯 代 
数 的 . 
没 2t+y=k& 之 1, 则 y=& 有 ~2x, 代 入 得 
w=(k -2r) -2(k -27)+r +4r 
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=Szz — 4(k -2)r+(k*— 2k) 
-sz 2 2] (有 £3) _ 5 


> 他 二 3 5 > 3) 5 = 2. 

2. 由 形 到 数 、 数 形 沟通 

在 例 6-49\ 例 6-50. 例 6-51 中 ,已 经 体现 了 由 形 到 数 的 替换 
与 沟通 . 

例 6-52 在 正 合 ABC 的 外 接 圆 BC 内 任 取 一 点 P, 连 PA , PB， 
PC ,求证 

(1) PB+ PC= PA; 

(2) PB: PC= PA?- AB’; 


(3) PA<2 


(4) PA?* + PB? + PC’=2AB’. 
讲解 ”可 以 像 例 6-34 那 样 ,用 纯 儿 56 
何 的 方法 来 分 别 证 明 这 几 个 结论 . 但 由 代 > © 
数 方 法 可 以 统一 完成 .首先 由 (1)、(2) 知 ， 
PB ,PC 应 是 二 次 方程 
zx-— PA':r+(PA’*-a’)=0 
的 两 个 根 ,其 中 a 为 正人 ABC 的 边 长 .因而 有 
PB?*— PA:PB + PA’*-a’=0, 
PC*— PA:PC+PA’*-a’=0. 
这 启示 我 们 用 余弦 定理 . 
证 明 记 正 全 ABC 的 边 长 为 a ,首先 PB = PC 时 可 直接 验证 ， 
当 PB 关 PC 时 ,分 别 在 全 PAB ,人 APAC 中 用 余弦 定理 ,有 
AB?* = PA? + PB? —2PA :PB':cos/ APB 
= PA?+ PB’ - PA':PB, 
及 AC2 = PA?*+ PC’*-— PA':PC, 


Ai; 


图 6-41 
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即 PB’? ~ PA:PB+(PA’-a’)=0, 
PC*— PA.:PC+ (PA?*-a’*)=0, 
这 表明 PB ,PC 是 二 次 方程 
z2- P4r+(P42-a2)=0 
的 两 个 实数 根 .由 韦 达 定理 有 
PB+ PC= PA, (人 
PB .PC= PA?— a?. 加 
又 由 方程 有 实数 根 , 知 判别 式 非 负 
A= PA? ~4(PA? - a’)>0, 


即 PA<23348， 


又 由 Q@? 再 将 @ 代 和 人 ,得 
P42 = PB? + PC2+2PB.PC 
= PB’*+ PC*+2(PA?- a’), 
即 PA?* + PB?*+ PC2=24B2. 口 
例 6-53 车 在 三 角形 的 两 条 边 上 各 至 少 存在 -个 具有 下 述 性 
质 的 点 : 到 对 角 顶 点 的 距离 是 到 该 边 两 


端 距 离 的 比例 中 项 .求证 在 此 三 角形 的 ,人 
第 三 边 上 必 不 存在 具有 这 一 性 质 的 点 . 

解 设 人 ABC 中 ,BC,AB 边 上 有 ， 
这 样 的 点 D,E. 记 BD=x,CD=a- ”DP ear 
,由 斯 特 沃尔特 定理 得 图 6-42 


2ar’ ~ (2a2+cz 一 02)z+ac2=0. 
由 DD 点 的 存在 性 知 二 次 方程 有 实 根 ,其 判别 式 非 负 ， 
0 A 
=(2a:+c— 6b) -8a2c? 
=(V2a -6b-c)(N2a tb -ce)(N2a-btec)(WN2atb+e). 
但 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 , 故 由 上 式 可 推 得 
V2a -5b -cec>0. 人 
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同 理由 AB 边 上 有 这 样 的 点 ,得 


2c -a -b>0. © 
若 第 三 边 上 还 有 这 样 的 点 , 则 可 得 

V26 -cc -40. V 
+ 名 +@, 得 


(3—2)(a+6+e)>0. 

与 /2<2 矛盾 , 故 第 三 边 上 不 存在 这 一 性 质 的 点 . 口 

3. 数 形 等 价 . 防 误 求 优 

在 具体 施行 “ 数 形 结合 " 时 ,我 们 常常 是 由 “ 形 " 观 察 出 “ 数 ”, 由 
“ 数 "构造 出 “ 形 ” ,这 中 间 的 “观察 "与 “构造 并 未 进行 严格 的 逻辑 推 
理 .特别 是 当 构图 不 准确 不 完整 或 不 具 一 般 性 时 , 数 形 之 间 并 不 等 
价 ,造成 错觉 性 的 解 题 失误 或 片面 性 的 朴 漏 .另外 ,有 的 数 形 转换 虽 
然 等 价 ,但 既 不 简捷 也 不 优美 , 亦 应 该 改进 . 

(1) 数 转 形 时 图 失真 

例 6-54 方程 了 = 2sinx 
的 实 根 个 数 为 ( ) 

A.3 B.S5 C.7 D.9 

解 ”此 题 多 用 图 像 法 , 作 函 
数 图 6 -43 


y=73, 

y=2sinr 
的 草图 ,由 于 两 函数 均 为 奇 裔 数 , 故 只 需 作 z* 之 0 的 部 分 ,又 由 rz >8 
时 ， 

了 >2 之 2sinzr， 
故 图 形 只 须 取 [0,3x] 上 的 一 段 就 够 了 . 如 图 6 - 43, 除 原点 外 ,还 有 3 
个 交点 ,再 由 奇偶 性 可 知 应 选 C. 口 


评析 “此 题 由 于 草图 粗糙 失真 而 产生 误 判 .其实 , 当 = 二 时 ， 
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1 
1\3_1 1 . 1 
人 ) = 立 >2. 计 >2sin 癌 
可 见 , 在 0, 于 ) 内 还 有 一 个 交点 ,正确 答案 应 为 D 
例 6-55 在 实数 范围 内 解 方程 
11z-6 / 7r+6 
7-12z2 VN 12r+11° 册 


解 这 是 例 1-23 引 用 过 的 例子 , 曾 见 到 的 解答 如 下 : 
A llx*~ 
令 fl7) -7 7 § (27 EA © 
Jr+6 11 
g(t)= pls 二 ): 外 


显然 fxz) 与 g(x) 互 为 反 函数 ,所 以 两 函数 的 图 像 关于 直线 y 
= 对称, 因 之 两 图 像 的 交点 必 在 直线 y= x 上 . 令 


_1llzx’-6 
7 一 12xz2” 
即 12z3+1lz2-7z-6=0， 
亦 即 (z+l)(3z+2)(4rz 一 3)=0. 


由 @ 知 ,x 之 0, 故 得 
T= 。 

检验 知 ,这 是 原 方程 惟一 的 实数 解 . 口 

评析 “这 个 解法 把 方程 的 求解 转化 为 函数 图 像 求 交点 ,确实 有 
先进 性 与 合理 成 分 ,可 惜 数 转 形 时 信息 失真 ,我 人 有 下 面 的 分 析 . 

1) 函数 F(z) 与 g(z) 不 成 反 函数 

其 实 F(z) 是 一 个 偶 函 数 ,在 其 定义 域 区 间 上 根本 就 没有 反 困 
ea mw,- 芒 )U(- 斤 ,+ 内 虽 有 反 丁 数 ， 
但 不 是 f(xz), 而 应 


广 (z) = 于 


rE 2 6 (10). Gh 
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若 在 方程 的 存在 域 上 考虑 , ALz) 与 g(x) 也 不 成 反 函 数 . 
而 用 z 之 0 来 代替 方程 的 存在 域 时 , 则 缩小 了 未 知 数 的 范围 ,有 
可 能 产生 减 根 ,而 且 果 然 产 生 减 根 


图 6- 45 网 0- 40 


2) 如 图 6 一 44, 图 6 一 45, 函 数 FLz) 与 g(z) 的 图 像 并 不 关于 y 
= 对称 .函数 f(z) 与 g(x) 的 图 像 才 关于 y =x 对称 ,但 它们 是 
分 别 在 不 同 的 定义 域内 作 图 的 ,对 于 原 方 程 作 ,我们 需要 在 相同 的 存 
在 域 上 考虑 交点 ,这 时 万 (z) 与 g(x ) 还 是 不 能 关于 y= 对称. 把 
图 6-44 与 图 6-45 重 亚 起 来 得 出 图 6-46, 可 以 看 到 ,上 半 平 面 确 


实 有 两 个 交点 ,一 个 在 y= z 上 ,zl = 也 ;一 个 不 在 = zx 上 ,za 


_ -5-11V21 
74 
3) 退 一 步 说 ,即使 两 曲线 关于 y= x 对 称 ,也 还 不 能 保证 它们 
的 交点 必 在 y=x 上 ,由 二 元 方程 F(x,y)=0 所 确定 的 曲线 自 不 待 
言 ,就 是 单 值 函数 , 甚至 单调 函数 也 不 能 提供 可 靠 的 保证 . 比如 ,y 


= -x 与 其 反 函数 的 图 像 交 点 不 限于 在 y= x 上 ;而 y= - 二 与 其 反 
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函数 的 图 像 交 点 恰好 全 不 在 y=x 上 . 
以 上 分 析 表 明 , 作 为 方程 求解 的 两 点 依据 都 靠不住 : f(x) 与 
g(x ) 不 成 反 函 数 ,其 图 像 交 点 更 不 能 保证 全 落 在 直线 y= x 上 . 
但 是 ,尚未 成 功 并 不 等 于 彻底 失败 ,对 于 方程 
| 
IF(y,7x)=0. 
从 中 分 解 出 直线 y = x (或 说 分 解 出 因 式 y 一 x) ,不失为 -- 个 好 主 
意 .请 看 下 面 的 解法 . 


别 解 1 设 

_llzz-6 /7r+6 -~ : 
yD YN rr 外 

有 jL2z +12 ~7y-6=0, (OO 
12xry*+1ly’ -7r-6=0. OD 

相 减 ,得 (y-z)(12zy+llz+lly+7)=0， 
12zr2y+1llz2-7y-6=0， 

有 > 2 ® 
y= 7; 
12z2?y+llxz -7y-6=0， 

或 ry 了 y-6=0 @ 


12zy+1llz+lly+7=0. 


i112x3+1lx*-7xr~-6=0, 


并 之 0; 0 
37r:+5x—17=0, 

或 1 1ly+7 oD 
z= -2+11 20). 


解 人 0 取 正 值得 ri = 二 ; 


解 中 取 负 值得 z= lv. 口 
这 个 例子 的 数 形 结合 虽然 经 历 过 挫折 ,但 它 恰好 是 成 功 的 先导 ， 
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正 是 数 形 结合 的 分 析 才 直观 地 揭示 了 错误 的 原因 ,并 诱发 出 合理 解 
法 0. 其 实 ,三 次 方程 12x3 + 11x? 一 7x -6=0 的 出 现 ,也 为 我 们 直 
接 处 理 原 方程 提供 了 降 次 的 依据 . 

另 解 2 对 原 方程 平方 


121z4 一 132z2+36 7x+6 
144x4—168z*+49 12x+11? 


即 44475 + 467x1— 408zx3—444r*+89zx 1+102=0, 
有 (12x3+11lzx*-7r-6)(37r*+5zr -17)=0, 
(r+1)(3r+2)(4x -3)(37x*+5zr -17)=0. 


得 __ 2 _3 -5+11vV21 
得 TI 一 -1,7r2= 3 ，T3 4 TT4,5™ 74 “ 


检验 得 ,只 有 工 = 也, 二 5 二 了 1 21 为 原 方程 的 解 ， 品 ] 
(2) 形 换 数 时 不 等 从 


例 6- 56 当 正 数 。 为 何 信 时 ,抛物 线 y= - 于 + 4 与 枯 国 


+ 等 =1 有 4 个 不 同 的 交点 ， 

解 ” 作 出 抛物 线 与 椭圆 的 图 形 如 
图 6 -47, 抛 物 线 与 zx 轴 的 交点 为 M 
(4,0) ,Mi (一 4,0); 椭 圆 与 x 轴 的 交 
点 为 A(a,0),Ai (一 a,0). 要 它们 有 
4 个 交点 , 须 A,Ai 位 于 M,Mi 之 外 ， 
故 得 


a >4. 口 
评析 由 于 图 形 未 反映 出 精确 的 


DD 罗 增 颂 等 . 试 论 如 何 求 方程 组 7 的 实数 解 .中 学 数学 教学 
yA 


( 皖 ),1985,5,P.11. 本文 的 有 关 看 法 ,笔者 自 1980 年 以 来 曾 投 文 到 多 家 刊物 . 
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数量 关系 ,直观 造成 了 错觉 ,以 为 “4 ,Ai 位 于 M,M 之 外 ”是 两 曲 
线 有 4 个 交点 的 充 要 条 件 . 其 实 , 这 只 是 充分 而 不 必要 条 件 . 事 实 上 ， 
联 立 两 方程 消去 x 得 ,关于 y 的 二 次 方程 

a2 办 -36y+(144-9a2)=0， 
其 两 根 在 ( -3,3) 内 . 现 记 

f(y)=aly —36y+(144-9a’), 
这 是 一 个 开口 向 上 的 抛物 线 .方程 f(y) =0 的 两 根 在 ( - 3,3) 内 的 
充 要 条 件 为 
f(3) >0, 
f(-3)>0, 


1-3<<3, 


18 
(2)<0. 
解 得 a>V7+1. 口 

这 个 解法 , 既 有 几何 结构 的 分 析 ,又 有 代数 关系 的 精确 计算 , 体 
现 了 真正 的 数 形 结合 @. 

例 6-57 已 给 构图 写 + 瑟 = 1(a >6>0), 自 中 心 作 丙 条 互相 
簿 让 的 防 AC, BD 顺序 连结 A, B,C,D 得 一 四 边 形 , 记 其 面积 为 
S ,在 所 有 这 样 的 四 边 形 中 , 求 S 的 最 大 值 . 

解 ” 由 对 称 性 可 知 ,只 须 求 出 人 AOB 的 面积 . 设 A 的 坐标 为 

X1 = acos0, nx 
OST 
4 (0 0 5) 
由 OA | OB 得 B 的 坐标 为 


_3V 160 
3< 也 3Ya 了 la +36 
a 


个 ”也 可 以 由 不 等 式 组 解 出 . 
18tv a ~ 16a +36 3 
Q2 
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x2=acos(0+ j= — asing, 


B 
ya=bsin(0+ 
有 S =4.SaaoB 
=2.04.OB 
委 O42+ OB’ 
=(a?cos 0 + bzsin20)+(a2sin20 十 图 6-48 
bcos20) 
一 Q2 十 六 2. 
当 O4=OB 时 ,S 有 最 大 值 a? + 4?. 口 
评析 ”这 个 解法 混淆 了 参数 方程 中 点 A 离心 角 与 OA 倾斜 角 
的 概念 ,得 出 B 的 坐标 是 错误 的 ,结论 也 是 错误 的 .事实 上 ,由 OA 
LOB 有 


ol MD 


)= beose. 


XI1X2 + y1y2=0. 由 
从 而 
S 三 43waoB 
=2.O0OA:OB 


=2V rityfvV rit+y 
=2V (zr t+ yy) + (x1y2— x2y1) 
=2V (ziy2 -xray1) 


22 TX2 2 


wh, 
- i [+ 只 -人 旦 +: 癌 ) 
/i 


. 3 ) 


2 


=2ab 


op. 
等 号 成 立 当 且 仅 当 
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+ 0 外 
联 立 @ .外 ,得 
zl 一 0，yy 三 0. 
当 A 为 (a,0),B 为 (0,5) 时 ,面积 取 最 大 值 200. 口 
(3) 数 形 互 换 不 简捷 


例 6-58 求 函 数 F(z)=wzz-2z+s+twz2z-4z+13 的 最 


小 值 . 

解 吕 ”由 于 
Frz)=vOr-12+(0-2)2+wV(r-2)+(0-37， 

由 此 联想 两 点 间 的 距离 公式 ,通过 “等 价 变形 "而 构造 图 6 - 49 ,得 

了 f(z) 的 最 小 值 为 点 P(x,0) 与 A(1,2),B(2,3) 的 距离 之 和 的 最 

小 值 . 


图 6 一 49 图 6-50 


取 A 的 对 称 点 A1(1, 一 2), 根 据 几 何 定理 ,| PA | + | PB | 的 最 
小 值 为 | A1B1| 的 长 , f(x) =1A1B1=V26. 口 

评析 ”这 个 解法 须 对 A(1,2) 求 对 称 点 A1(1, -2), 这 是 一 个 多 
余 的 步骤 . 其实 

fr)=v (zr~1) +[0-(-2)] +v (zr -2)+(0-3), 


中 陈 进 兴 , 波 利 亚 解 题 思想 与 构造 法 .数学 教学 ,1991,4,P.18, 例 2. 


404 数学 解 题 学 引 论 


如 图 6-50, 取 A(1, 一 2),B(2,3),P(r,0), 则 P 到 A,B 的 距 
离 之 和 取 最 小 和 P,B 三 点 共 线 , f(x) 的 最 小 值 便 为 
AB|=V (1-2) +(-2-3)=V6. ODO 
本 6 一 50 比 图 6 一 49 更 直观 , 且 删 去 了 思维 回路 , 解 题 过 
程 更 加 简捷 . 


例 6-59 求 函数 y= -人 3(4 了 0) 的 最 大 值 与 最 小 值 


解 题目 的 结构 像 斜 率 公 于 到 4(a2z2ar) ,8B(-2,1)，, 则 
A 在 抛物 线 y =x CD 
上 , 沿 题 转化 为 求 抛物 线 上 动 点 A 与 定点 B 的 连 线 的 斜率 的 最 大 值 
与 最 小 值 . (如 图 6 一 51) 

设 过 B( 一 2,1) 的 直线 方程 为 


y=k(r+2)+1, OO 
代入 抛物 线 方程 四 ,得 疡 y+ [大 +2]=0， 四 
其 判别 式 非 负 
-1_4 人 1 
A= 7 4| ; +2)20, 


解 得 二 L313 


最 大 值 为 二 [3 ,最 小 值 为 


二 上 L-vY3 
了 . 回 


图 6-51 


评析 ”本题 对 数 与 形 之 间 关系 
的 分 析 是 准确 的 .但 理解 其 实质 步骤 后 可 以 看 到 ,关键 是 对 二 次 方程 
讨论 判别 式 , 而 这 可 由 原 式 直接 得 到 , 设 
f=ax 
则 原 式 可 化 为 ”去 Dt ( 
这 正 是 @ 式 . 
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甚至 我 们 还 可 以 不 引进 上 ,直接 由 原 式 得 关于 x 的 二 次 方程 
(a2y)zz-ar+(2y-1)=0， (由 
有 A=a?*—4a’y(2y ~—1)>0. 
但 cz>0, 故 得 8+4y- 1 入 0， 
-< 


-1-V3 


当 2 一 十 时， 方程 中 有 等 根 , 相 应 的 
一 _1-Y3 
”1 2a2yi a 

当 yy= 一 二 3 时 ,方程 有 等 根 , 相 应 的 
= _1+Y3 
2 2a? yy a 


即 当 z=! 3 时 ,y 有 最 小 值 二 3 , 当 工 = 工时，y 有 最 


大 值 二 1 二 3. 口 


4) 数 形 互 换 逻 辑 循环 
例 6 一 60 已 知 函 数 f(x)=tanz,xzE€ [0, 于 |. 着 zhzaE 
(0, 持 ), 且 x1 了 x2, 证 明 
人 人 > ZX1+X2 
>/( 3 于) 


[1994 年 数学 高考 理科 第 ( 民 ) 题 ] 

解 作出 函数 /(zx)= tanx 在 (0, 挟 ) 上 的 图 像 如 图 6 一 52. 取 
点 A(xzi, f(r1)), 
B(z2, f(z2)),C [民主 ,f( 瑟 可 )) ,显然 弦 AB 在 弧 AB 的 上 


2 
方 , 故 弦 AB 中 点 的 高 度 大 于 C 点 的 纵 坐 标 ,得 证 
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A> at) 口 


评析 这 里 ,所 要 证 明 的 不 等 式 , 正 是 凹 函数 
的 定义 ,用 止 函 数 的 直观 图 形 来 证 明 不 等 式 成 立 
是 一 个 逻辑 循环 .事实 上 ,高 中 阶段 的 三 角 函 数 图 
像 缺 乏 精确 的 数学 描述 ,什么 叫 “ 光 滑 曲 线 ”? 为 
什么 是 “连续 ”的 ? 光滑 曲线 的 弯曲 部 分 为 什么 这 
样 弯 而 不 那样 弯 ? 等 等 ,都 只 有 在 学 习 微 积分 之 
后 才能 弄 清楚 ,因此 ,正切 函数 “图 像 ” 只 能 提供 一 
个 思维 模式 ,不 能 作为 论证 的 依据 . 

当然 ,本 题 不 是 不 能 作 形 数 结合 处 理 ,借助 于 单位 圆 ,可 以 给 出 
一 个 简捷 的 证 明 (请 对 照例 4-31,P.204). 

另 证 不 妨 设 xz1<x,, 在 单位 加 上 分 别 作 出 tanzi ,tanxry 的 天 
数 线 TB,TA, 由 TB<TA, 知 0B<OA. 如 图 6--53. 

再 作 公 AOB 的 角 平 分 线 OC ,由 

BC _ OB 


CATOA<! 
知 BC< CA, 
并 且 TOC = 六 (ZITOB+TO4) 
_X1+ Xx, 


2 


有 tan 写本 安 的 函数 线 为 TC. 但 
TC=TB+BC 


<TB+CA 
< 二 [CTB+ BC)+ (TB+ CA)] 


=3[TB+ (TB+ BC+ CA)] 


= 二 (TB+ TA), 
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十 
得 证 tan < 让 (tanzi+ tanz2). 


a >f[( 王 )， 口 


即 7 


6-2-9 有 效 增设 


对 所 面临 的 问题 ,在 不 改变 题 意 的 前 提 下 ,增加 一 点 条 件 使 得 问 
题 更 容易 求解 ,叫做 有 效 增设 . 

如 同 我 们 所 看 到 的 ,一 道 难题 , 难 就 难 在 好 像 还 缺点 什么 ,一 旦 
给 题目 添上 点 “已 知 假设 ”, 题 型 会 变 得 正规 ,求解 会 变 得 顺利 .但 是 ， 
这 个 添上 的 “假设 ” ,一 方面 不 能 改变 原 题 意 (否则 就 是 做 另外 一 道 是 
了 ), 另 方面 又 不 能 与 解 题目 标 毫 不 相关 (否则 就 徒然 增加 一 些 分 散 
注意 力 的 干扰 ), 也 就 是 说 , 它 必须 是 有 效 的 ( 即 与 原 题 等 效 又 具 便于 
解 题 的 效能 ) ,那么 ,怎样 使 用 这 种 艺术 才能 产生 “有 效 增设 ” 呢 ? 我 
们 的 考察 表明 ,这 是 众多 方法 .技巧 的 共同 功能 ,因而 已 上 升 到 策略 
的 层次 .下 面 来 分 析 9 个 产生 有 效 增设 的 途径 . 

1. 反 证 法 

为 证 “A 二 B”, 我 们 用 反 证 法 改 证 “A 且 互 一 C 且 C”, 就 为 论证 
增加 了 一 个 条 件 .这 是 反 证 法 威力 的 一 个 源泉 , 当 B 不 易 直 接 肯 
定时 (惟一 性 .无 限 或 否定 性 叙述 等 ), 当 B 比 B 更 具体 、 更 简单 时 ， 
当 A 的 信息 太空 , 太 少时 ,用 反 证 法 特别 方便 . (参见 $5-2-2,§5 
-2-3) 

在 例 6- 27(P.372) 中 ,要 证 明 V2 是 无 理 数 ,已 知 条 件 实在 太空 、 
太 少 ,以 至 于 正面 推导 一 小 步 都 “步履 维 艰 ”. 另 一 方面 ,无 理 数 是 无 
限 不 循环 小 数 ,很 抽象 .不 具体 . 这 两 方面 都 构成 了 证 题 的 困难 , 当 反 
设 /5 为 有 理 数 时 ,我 们 就 增加 了 一 个 具体 而 有 效 的 “已 知 条 件 ", 使 
得 能 方便 地 表示 为 


JI= 太 ,apEN+， (a,b)=1. OD 
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多 了 这 个 具体 的 “条 件 ”, 就 可 以 进行 各 个 方向 .各 种 形式 的 推理 了 由 

这 里 的 式 中 是 我 们 解 题 中 "增添 "的 , 它 对 于 问题 的 解决 又 是 非 
常 有 用 的 ,因而 ,这 是 一 个 有 效 增 设 . 

例 6-61 证 明 素 数 有 无 穷 多 个 加 ， 

讲解 已 知 条 件 很 少 、 结 论 又 很 抽象 ,实在 无 法 下 手 ,根据 正 难 
则 反 的 原则 ,我 们 用 反 证 法 , 设 素 数 共 有 个 (&EN,), 记 为 

Pi, P2,°"*, pe- WD 

作 p=pip2 pstl. © 

我 们 来 证 明 p 不 是 合 数 . 若 不 然 , 必 存在 素数 p;(1 志 i 二) 使 

Pilp=pip2 pet1, 

但 Pil pip2'* pi, 
故 得 pill. 
与 pi 为 素数 矛盾 . 故 p 为 素数 . 

这 说 明 p 是 大 于 pi, ps,…, ps 的 素数 ,这 又 与 素数 只 有 上 个 
矛盾 . 

这 个 证 明 的 基本 思想 是 , 若 有 & 个 素数 则 必 有 k + 1 个 素数 (被 
称 为 数学 归纳 法 的 最 早 证 例 ), 而 “假设 素数 共有 A 个 "是 “有 效 增 
设 ”, 正 是 有 了 这 个 “假设 "我 们 得 以 方便 而 具体 地 列举 出 式 @ ,并 进 
而 构造 出 第 有 + 1 个 素数 .下 来 的 推理 已 经 没有 实质 性 的 困难 . 

反 证 法 产生 “有 效 增设 ”功能 的 揭示 ,深化 了 对 反 证 法 的 认识 , 同 


人 Dt 比如 ,由 a?=26? 知 a 为 偶数 , 设 a=2ai, 则 4cot=202, 又 得 6 为 偶 
数 ,得 a ,5b 有 公约 数 2, 与 (a,5)=1 刻 盾 . 

又 如 由 算术 基本 定理 知 ,a? 含有 偶数 个 素 因 数 ,而 2 为 素数 ,265? 便 含有 奇 
数 个 素 因数 ,与 a*=26? 牙 盾 . 

再 如 由 ?=202 知 ,pla?, 但 (a,p)=1; 故 =1,o2=2, 但 1 与 4 之 间 没 有 
平方 数 , 闻 盾 . 

了 ”这 个 命题 早 见于 公元 前 300 年 的 《几何 原本 》, 兰 纪 正 . 朱 恩 宽 详 . 陕 
西 科学 技术 出 版 社 1990 年 1 月 第 1 版 . 
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时 也 提高 了 使 用 反 证 法 的 自觉 性 . 

2. 区 分 

当 数 学 问题 比较 复杂 时 ,我们 常常 将 其 分 成 几 类 分 别 求解 ,或 将 
其 分 成 几 个 步骤 逐一 求解 . $6 一 2 一 4 的 区 分 种 种 情况 曾 对 此 进行 
过 讨论 ,那么 ,为 什么 小 问题 会 比 原 命题 易于 求解 呢 ” 我 们 从 “有 效 
增设 ”的 角度 指出 :分 类 标准 本 身 提供 了 一 个 可 以 使 用 的 条 件 . 正 是 
因为 子 命题 既 比 原 命题 简单 又 比 原 命题 多 一 个 “已 知 条 件 ”, 所 以 求 
解 起 来 就 容易 了 . 

排列 组 合 问题 中 加 法 原理 、 乘 法 原理 的 应 用 ,绝对 值 问 题 的 零点 
分 域 法 ,平面 几何 中 分 锐角 三 角形 .直角 三 角形 . 钝 角 三 角形 ,整数 问 
题 按 完全 剩余 类 分 类 (特别 地 有 奇偶 两 类 .产生 奇偶 分 析 法 ) ,实数 问 
题 分 为 自然 数 .整数 有理 数 ,无理 数 等 都 体现 了 有 效 增设 . 

例 6-62 车 平行 直线 EF ,MN 与 相交 直线 AB, CD 相交 成 如 
图 6-54 所 示 的 图 形 , 则 共 得 同 旁 内 角 由 

A. 4 对 B. 8 对 

C. 12 对  D. 16 对 
[1994 年 全 国 初 中 数学 联赛 题 ] A 

讲解 每 一 个 “三 线 八 角 ” 基 本 图 形 都 
恰 有 两 对 同 旁 内 角 , 而 从 所 给 的 图 形 中 可 夺 F 
分 解 出 8 个 基本 图 形 , 故 应 共有 16 对 同 旁 
内 角 . 更 具体 一 点 ,可 分 为 四 类 来 计算 (但 1 。 ~ 
当 直 线 增多 时 ,这 种 方法 就 麻烦 了 ). 图 6- 54 

(1) 取出 AB, 得 基本 图 形 ( 图 6- 
55), 有 2 对 同 旁 内 角 ; 

(2) 取出 CD ,得 基本 图 形 (图 6-S6), 有 2 对 同 旁 内 角 ; 


人 这 是 笔者 提供 的 试题 ,当年 陕西 省 抽样 得 分 率 为 0.34. 更 本 质 的 看 法 
是 : 截 线 上 每 两 点 都 对 应 一 个 "三线 八 角 "基本 图 形 , 因 而 , 当 直 线 增加 时 ,可 以 
离开 图 形 而 直 接 计 算 . 
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7 A c dwr 
E F E F E 大 
A N 47 ~ M N 
B Dp ， 


图 6- 55 图 6-56 图 6 一 57 图 6 58 


(3) 取出 EF ,得 图 6 一 57, 包 含 着 3 个 基本 图 形 , 有 6 对 间 觉 
内 角 ; 

(4) 取出 MAN ,得 图 6- 58, 包 含 着 3 个 基本 图 形 ,有 6 对 同 旁 
内 角 . 

共计 2+2+6+6=16 对 同 旁 内 角 . 选 D. 

这 个 求解 的 实质 是 将 图 形 分 成 两 大 类 ,一 大 类 是 3 线 中 有 两 线 
平行 ,多 了 这 个 条 件 其 同 旁 内 角 只 有 两 对 ; 另 一 大 类 是 三 线 互 不 平 
行 ,多 了 这 个 条 件 便 可 归结 为 3 个 “基本 图 形 ”. 这样, 每 一 类 都 很 容 
易 计 算 . (但 当 直 线 增多 时 ,这 种 方法 就 麻烦 了 ) 

3. 数学 归纳 法 加 强 命题 

这 主要 有 两 种 情况 ,其 一 是 有 限 项 的 命题 加 强 为 全 体 自 然 数 成 
立 的 命题 ( 例 6 一 18); 其 二 是 证 明 一 个 更 强 的 命题 ( § 5 -2 一 2). 

通常 ,用 数学 归纳 法 证 题 的 主要 困难 在 于 第 二 步 ,由 于 更 强 的 命 
题 提供 了 更 强 的 归纳 假设 ,因而 更 强 的 命题 便 产 生 “ 有 效 增设 ”. 

例 6-63 已 知 x;ER(i=1,2,…;n 宇 2), 满 足 


nn 有 
Sixl=1, zi=0. 
了 二 i= 


求证 


i 
讲解 这 是 1989 年 高 中 数学 联赛 的 一 道 试题 (见习 题 五 第 5 题 
P.335) ,当年 不 少 选手 使 用 了 数学 归纳 法 但 几乎 没有 成 功 的 .那么 
这 道 题 能 不 能 用 数学 归纳 法 来 证 明 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,但 比较 难 , 问 
题 在 于 &A 号 命题 与 + 1 号 命题 之 间 的 递 推 关 系 不 明显 . 若 将 命题 加 
强 , 数 学 归纳 法 可 以 顺利 进行 . 
加 强 命 已 知 zx; ER(i=1,2,… ,nn ;1 实 2) 满 足 
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得 
则 


n n 
Srl<1, Sr=0. 


a Ti 1 1 
| 之 二- 一. 
人 Ai 2 2n 


(1) 当 n=2 时 ,由 


[zi|+|zx2l<1, 


昌 


Xx1+ x;=0, 


命题 对 n =2 时 成 立 . 
(2) 假设 n = 时 命题 成 立 , 当 n=k+1 时 ,有 


[zil+ irl + + xel + [xirilel, 


TI X22t +t Tt Xr1=0; 


从 而 XT1+ I2t tt Tet TR+1) =0, 
[zil+|zral t+ [ze-il + |xret raril 
Irl+t+|zral t+ ireLil+ [ral+ |r! 
<l; 
且 由 >， ri+ 27 Ti 0， 
碾 20 五 <0 
> 一 2 viel, 
之 0 0 
1 
SN 二 ~ + 
得 了 CR 
从 而 EE 
、 1 ， X2 XE, Xe+l 
[i 十 … ,十 
这 时 1 2 k k+l 
Tl 冤 2 Xe-1 TE TE+I 之 + 下 
= 十 十 十 十 一 
1 2 有 一 1 k k+l k 
CUE tl (人 -ij | 
1 2 k-l1 k k+1) ei! 
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2 2(04f+f17 
这 表明 ,命题 对 于 n = 上 +1 时 成 立 . 
由 数学 归纳 法 得 更 强 命题 成 立 . 更 有 原 命题 成 立 . 口 


例 6-64 求证 
工 1 工 .1 1 _ 
9+257 DFT<S14 山 


讲解 (见习 题 五 第 4(1) 题 ,P.334)n = 1 时 ,显然 成 立 . 
假设 n = 时 不 等 式 成 立 


1,1,... 1 1 
9 “25 (CR+TzS4， 
1 
4 加 上 二 3， 
两 边 加 上 OR 3 得 
1 1 1 1 L 1 
一 十。 十 - < 
9 ”55 Cs OR+3) 4 (3 


这 时 ， 有 边 大 于 二 ,无 法 推出 命题 当 坟 = 上 +1 时 成 立 . 现 改 证 加 


1 1 ,..., 1 1 1 ny 
9 55 Gant 4 TD © 
证 明 (1) 当 n=1 时 
1 _ 1 1 


1 _ 
og 4 权 0TD， 


命题 @@ 成 立 . 

(2) 假设 nn =k 时 ,命题 @ 成 立 , 则 
工 1.... ] | 
9 1 25 TR+IY Gk + 3 
1 1 1 
4 0 3 
1 
4 


< 


< rg TD + 4CkT+ DE 二 
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1 1 
4 4(k+2). 
即 命题 人 加 对 二 有 二 1 时 成 立 . 

由 数学 归纳 法 得 命题 @ 成 立 , 更 有 也 成 立 .[] 

4. 构造 对 偶 命 题 

对 -- 个 已 知 数 式 或 … 个 已 知 命题 ,我们 构造 … 个 与 之 对 应 的 数 
式 或 对 应 的 命题 ,然后 一 齐 参与 运算 ,这 个 新 的 数 式 或 命题 就 是 “有 
效 增 设 ” 常 见 的 构造 手段 有 倒数 变换 ,相反 数 变换 , 根 式 或 复数 的 共 
固 变 换 , 以 及 函数 与 它 的 反 函 数 重合 的 释 代 等 (在 习题 四 第 20 题 中 
记过 ,P.250). 

例 6-65 设 A,w 是 已 知 的 复数 (1X41 天 1), 解 关于 > 的 方程 


ZAz= tw. CD 
解 ”对 已 知 式 求 共 县 复数 
z 一 人 z 三 了 C2 
与 只 式 联 立 可 解 得 
et 
1-1a4l 


这 里 , 作 共 生 变 换 ,增加 了 一 个 方程 @@. 
例 6-66 设 函 数 f(x ) 满 足 条 件 

af(x)+f(-7x)= br3， 

Q@ 其 中 a ,6。 是 常数 (a 关 1), 求 Ar) 

解 将 所 给 条 件 中 的 x 换 成 - 工 ,有 

af(-x)+f(r)= 一 pz 四 
中 + 凶 可 得 

f(z)+f( 一 x)=0( 奇 函数 )， 


.3 
代入 @ 得 FLz)= -2 口 
这 里 , 作 相反 数 变换 ,增加 了 -个 函数 方程 @， 
例 6-67 设 rtza 是 二 次 方程 x+ 一 3=0 的 两 个 根 ,那么 
-4z3+19 的 值 等 于 (  ). 
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A. -4 B., 8 C.6 D.0 
[1996 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 
解 这 里 的 所 求 式 zi ~4zx3+19 中 ,zi 与 zz 是 不 对 称 的 ,但 
二 次 方程 的 两 根 与 系数 的 关系 是 具有 对 称 性 的 ,为 了 体现 这 种 对 称 
性 ,我 们 设 
M= ri-4r3+19, 
N= x3-4zx1+19. 
则 M+N =[(xitx2)3 -3rr(rit+r)]— 
4[(xi+ xr2) -2r1r2] +38 
=(-1) -3x(-3)x(-1)-4[(-1)*-2(—3)]+38 
=0, 

M-N=(zxit+4r1)- (x3+4r3) 
=[(—-xi+3zr1)+4r?]—[(- zx3+3r;)+472] 
=(3x1+37r1) — (3x3+3zr,) 
=3(xi+ zx1) —3(x3+x,) 
=3x3-3x3 
=0.( 由 zi1,xz2 的 对 称 性 及 结论 的 惟一 

性 ,能 预感 到 M = NN) 
故 得 。” M= N=0. 选 D. 口 

其 中 配对 式 N 对 于 本 题 的 求解 是 一 个 “有效 增设 ”. 

5. 重复 等 价 条 件 

简单 重复 通常 不 产生 新 的 东西 ,但 重复 等 价 条 件 ,并 分 别 看 成 是 

不 同 的 存在 形式 , 则 能 产生 新 的 情景 ,出 现 “ 有 效 增设 ". 在 例 4 - 25 
中 (P.187) ,我 们 重复 已 知 条 件 

at+b+c=0， 

ctat+b=0, 

bt+ct+a=0, 
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产生 线性 方程 组 
ar+byt+cz=0, 
[roe 
br +cy+az=0. 
有 非 零 解 + = y= z=1. 从 一 个 已 知 等 式 产 生出 一 个 线性 方程 组 体 
现 了 “有 效 增设 -的 策略 . 
在 例 4-26(P.190) 中 ,将 全 ABC 重复 一 次 得 出 和 4ACB . 三 角形 
全 等 的 定理 立即 派 上 了 用 场 . 找 出 入 4ACB 是 有效 增设 ”. 
例 6-68 若 数列 jz | 满足 ri=1l,zr>z+ri 且 对 常数 o ,0， 


有 arxtnt1l= (Tn t+ rat1 ~ 6b) (nl1), OD 
则 Tant+3— (a 1l)zrr2t (a—1)r,+—- x=0. 
证 明 重复 已 知 条 件 , 有 
QTntiTn12= (Xnt1lt rn+2 bY, OO 
展开 四 `@ ,得 


za [Ca-2) rt2b]r, t+ (r+1-b)=0, 
ror [a-2) rt2b lr2t (rar1™b) =0; 
又 由 已 知 有 xz; > zn+l1>xzrn+2, 故 rnyzn+2? 是 二 次 方程 
zi-[(ae-2)zorli+20]z+(zrl 一 pb)2=0 
的 两 个 根 ,由 根 与 系数 的 关系 ,得 
Xant+ Xn+2= (a—2)7r+1t+26. © 
重复 这 个 结论 
Tat+1 t+ Tn+3= (a —2)ra+2+206. @ 
@ 一 侣 消去 5, 可 得 
Xn+3— (a—-1)rr2t(a~-1)r+1 -x, =0. DO 
由 于 中 、 归 中 的 n 有 任意 性 ,我 们 重复 同样 的 结构 ,但 取 不 同 的 
下 标 , 使 产生 “有 效 增设 ”. 
6. 优化 假设 
对 已 知 条 件 中 的 数学 对 象 作出 有 序 化 或 最 优 量 的 假定 ,叫做 优 
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图 形 的 周 长 与 面积 等 ;这 里 所 说 的 有 序 化 通常 指数 的 大 小 点 的 顺序 
或 某 种 位 置 规则 等 ;这 里 说 的 最 优 量 通常 指 最 大 最 小 .最 长 最 短 .最 
远 最 近 等 .对 数学 对 象 作 有 序 假定 或 最 优 假定 等 于 给 题目 增加 了 
个 已 知 条 件 , 从 而 打开 思路 入 口 的 大 门 ,并 降低 问题 的 抽象 度 与 复杂 
性 .著名 的 “极端 原理 "就 包含 在 优化 假设 的 思考 之 中 ( 见 例 5 - 40， 
P.31S) .在 处 理 不 等 关系 时 ,优化 假设 是 一 种 行 之 有 效 的 方法 . 

在 习题 五 的 第 11 题 中 (P.341),“ 设 AB 之 人 C” 是 有 效 增设 , 首 
先 它 是 原 题 未 出 现 的 ,其 次 作 此 假定 并 不 改变 题 意 还 使 证 明 有 两 个 
不 同 寻常 的 特色 : 

(1) 这 个 “斯 坦 纳 定理 ”的 证 明 很 多 ,但 基本 上 都 用 反 证 法 .而 这 
里 的 证 明 有 点 像 反 证 法 ,但 它 确实 是 正面 的 叙述 ; 

(2) 证 明 中 不 断 使 用 不 等 式 , 但 证 出 的 却 是 等 式 : 车 人 B 宇 人 CC 
日 人 BAC, 则 LB= 人 C. 

例 6-69 设 有 2nx2n 的 正方 形 方 格 棋盘 ,在 其 中 任意 的 37 
个 方 格 中 各 放 一 枚 棋子 ,求证 ,可 以 选 出 行 和 n 列 , 使 得 3n 枚 棋 
了 都 在 这 寺 行 和 7 列 中 . 
11990 年 全 国 初中 数学 联赛 题 | 

分 析 直观 上 想 , 要 使 选 出 的 行列 包含 所 放 的 3n 枚 棋子 ， 
应 尽量 选 含 棋子 多 的 行 或 列 ; 当 所 选 的 1 行 至 省 有 2x 个 棋子 时 , 命 
题 便 得 证 了 . 

但 是 ,题目 没有 告诉 我 们 哪些 行 的 棋子 多 ,怎么 办 ? 用 字母 表示 
并 作 有 序 化 的 假设 便 可 迎刃而解 . 

证 明 设 3n 枚 棋子 放 进 棋盘 后 ,2n 行 上 的 棋子 数 从 少 到 多 分 
别 为 a1,a2,…,a2,， 有 


0<ala Ra} 中 
且 Qiao 二 十 an 十 Qnrl 十 十 Q2n 二 37， @ 
从 而 dnt+it ant2t ++an=3n- (artast.+ ay ). 人 


当 a,+1 之 2 时 ,由 加 的 左边 及 @D ,有 
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Qnt1 +t an12t + a nadntl22n. 中 
当 a,41<2 时 ,由 @ 的 右边 及 (WD, 有 
Qi tanr2t tan23n -nan22n. 
总 之 恒 有 Qnt1t ant2t + a 22n. 
据 此 ,可 先 取 棋子 数 分 别 为 ai #41,aw#+2，…，424 所 对 应 的 n 行 ， 
由 于 剩 下 的 棋子 数 不 超 过 ,因而 至 多 取 ” 列 必 可 取 完 全 部 3n 个 
棋子 . 口 
例 6-70 给 定 平面 上 不 全 在 一 条 直线 上 的 个 点 , 则 必 有 - 
直线 恰好 通过 这 ?个 点 中 的 两 个 点 岂 . 
可 得 到 (不 超过 C2) 条 不 同 的 直 
线 .从 个 点 向 m 条 直线 引 垂 线 可 得 
有 限 个 非 堆 距离 ,其 中 必 有 -个 取 最 
小 值 .不 妨 设 已 点 到 直线 ! 的 距离 取 
最 小 值 (优化 假设 1). 下面 证 明 , 直线 
/ 恰好 通过 点 中 的 两 个 点 . 图 6-59 
如 图 6 一 59, 若 不 然 , / 至 少 通 过 
刀 个 点 中 的 3 个 点 4,B,C. 记 己 在 :上 的 垂 足 为 妃 , 则 已 将 ! 分 为 
两 段 ,其 中 一 段 上 至 少 有 A ,B,C 中 的 两 个 点 ,不 妨 设 A,B 在 问 . 
段 上 , 且 


0<AH< BH. 

连 PA ,PB, 则 PA < PB. 
则 A 到 PB 的 距离 AD 不 大 于 HH 到 PB 的 距离 HE ,更 小 于 PP 到 
1 的 距离 ,PH> HE 之 AD ,这 与 PH 的 最 小 性 假设 矛盾 . 故 ! 恰好 通 


TT ”这 个 有 趣 的 问题 是 英国 数学 家 和 希 尔 维 斯 特 (sylvester,1814 一 1897) 在 
1893 年 提出 的 ,1933 年 才 由 数学 家 工 ' 伽 莱 (Gallai) 找 到 -- 个 复杂 的 证 明 . 后 来 ， 
数学 家 L.M:, 凯 里 (Kelly) 给 出 -个 十 分 简单 的 解法 ,用 的 正 是 优化 假设 ,美国 
科学 新 闻 》 于 1980 年 报道 过 此 事 . 
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过 nn 个 点 中 的 两 个 点 . 口 

由 这 个 例子 可 以 看 到 ,极端 状态 常 有 些 非 平 凡 的 性 质 , 它 可 以 成 
为 我 们 解 题 的 突破 口 . 

7. 挖掘 隐 含 条 件 

隐 仿 条件 是 已 知 本 身 已 包 禽 但 又 未 明确 给 出 的 条 件 . 当 说 
全 ABC 时 就 同时 隐 含 着 a + >c,p+c>arc+a>p 及 AT+ 一 
+ 了 C=180"; 当 给 出 函数 式 f(x+)=Vx-3 时 ,也 就 同时 隐 含 着 x 
一 3 之 0; 当 给 出 二 次 方程 ar* + br + c=0 有 实 根 时 ,就 同时 隐 伟 着 
4a 天 0 且 bY-4ac 宇 0. 更 一 般 地 , 隐 舍 条 件 常常 表现 为 : 

(1) 概念 .定理 成 立 的 前 提 ; 

(2) 题目 叙述 中 所 上 暗示 的 限定 ; 

(3) 图 形 中 存在 着 但 未 指明 的 关系 ; 

(4) 已 知事 项 间 的 内 在 联系 ; 

(5) 运动 变化 中 的 不 变性 质 . 

在 例 1-8(P.25) 中 ,za,zl 与 x2 的 等 量 关 系 隐 含 在 图 形 中 ,这 
些 关系 一 旦 明朗 ,问题 的 解决 则 近乎 完成 . 

在 例 1- 13(P.31) 的 方程 中 , 隐 含 着 系数 和 为 0 的 条 件 , 它 清 清 
楚楚 地 写 在 我 们 的 眼前 ,但 没有 明确 指出 来 . 

在 例 3-7(P.124) 中 , 找 出 一 3 既 与 2 成 对 顶 角 、 义 与 人 1 成 
同位 角 是 解 题 的 重大 进展 ,但 这 只 不 过 是 图 形 中 存在 着 但 未 指明 的 
关系 . 

在 例 3 一 11(P.135) 中 ,1=37.3 是 一 个 隐 含 条 件 ,看 透 这 一 

,只 须 心算 即 可 完成 解 方程 . 
在 例 4-18(P.177) 中 ,改进 的 解法 来 源 于 对 左右 两 边 被 开 方 数 
关系 的 揭示 ( 隐 含 条 件 ) 
3x-4=3(zx -3)+5, D 
当 > 之 3 时 ,显然 有 
3(z -3)+5 之 x ~3. 
而 x -3 宇 0 本 身 也 是 一 个 隐 舍 条 件 . 
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在 例 5-2(P.273) 的 配方 解法 中 ,用 到 了 一 个 隐 含 条 件 : 若非 
负数 之 和 为 零 , 则 各 个 非 负数 全 部 为 零 .由 此 , 便 把 一 个 方程 变 成 了 
二 元 方程 组 . 

在 例 2- 4(P.63) 中 ,甲乙 运动 的 速度 与 路 程 都 不 一 样 ,但 相遇 
时 运动 的 时 间 相 等 ,这 是 一 个 不 变性 质 , 据 此 可 列 出 方程 . 

如 此 等 等 说 明 , 隐 含 条 件 的 明朗 化 是 一 项 有 效 增设 , 它 能 引起 解 
题 的 重大 进展 .与 此 相反 的 是 ,未 深入 挖掘 隐 伟 条 件 将 导致 解 题 受阻 
或 失误 . 正 因为 解答 中 忽视 了 某 些 隐 含 条 件 ,所 以 解 题 过 程 或 是 充分 
而 不 必要 的 ,或 是 必要 而 不 充分 的 ,或 是 既 不 充分 又 不 必要 的 . 

寻找 隐 含 条 件 的 基本 途径 是 深入 理解 题 意 ,常常 离 不 开 观 察 . 

例 6-71 在 实数 范围 内 , 设 

Va-2) (lal)+V(a 2) Tal) se+rll 
三 1+ l—a 
则 z 的 个 位 数字 是 (  ) 

A. 1 B. 2 C. 4 D.6 

解 xz 是 字母 表示 的 数 ,结构 又 很 复杂 ,怎么 能 知道 它 的 个 位 数 
字 呢 ? 其 实 这 只 是 表面 现象 .在 zx 的 表达 式 中 有 两 个 根 号 ,被 开 方 
数 恰 成 相反 数 , 由 被 开 方 数 非 负 可 知 

(a -2)(|lal -1)=0, OD 
有 a=2, a=1,a=~1. 
但 a=2,a=1 时 均 出 现 分 母 为 零 , 故 只 有 a= 一 1, 得 
z= Breve ] -= (一 2)1988 = 16497. 

由 6" 寺 6(mod10) 知 ,应 选 D. 口 

这 里 , 解 题 的 关键 是 挖掘 出 隐 含 条 件 中 ， 

例 6-72 设 有 nn 个 实数 zx, ,x;,… ,x ,其 中 每 一 个 不 是 +1 就 
是 -1, 且 


1 一 < 


十 一 < 十 … 十 二 二 二 0， OD 
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求证 n 是 4 的 倍数 . 
讲解 首先 一 个 隐 含 条 件 是 ，,…， 下， 只 能 取 +1 或 
-1 ,已 知 中 式 为 
土 1 土 上 土 … 土 1=0. © 
由 外 .@@ 又 可 得 两 个 隐 含 条 件 : n 个 + 的 和 为 0( 从 而 一 1 的 个 


数 是 > ) ,其 积 为 1( 从 而 -~ 1 的 个 数 是 偶数 ). 这 就 弄 清 中 中 所 隐 含 的 


3 个 条 件 : 

(1) 各 项 为 +1 或 -1; 

(2) 各 项 之 和 为 0; 

(3) 各 项 之 积 为 1. 

下 来 求解 将 没有 什么 困难 (解法 略 )， 

例 6-73 从 数 集 13,4,121 开 始 ,每 一 次 从 其 中 任 选 两 个 数 a， 
,用 a 一 36 和 $a+ 忆 pb 代 棒 它 们 .能 否 通 过 有 限 多 次 代 栓 得 到 
数 集 |5,6,81? 

分 析 盲目 试验 可 能 会 抓 不 住 要 领 ,本 题 的 关键 是 “代替 ”, 亦 即 
将 (a ,5) 变 为 


= 0 


这 是 -个 平面 上 的 旋转 变换 , 它 具 有 保 距 性 , 即 
2 2 
(3a-$6) + (e+ 三 日 =a2+p2. 
抓 住 这 个 不 变性 可 以 作为 解 题 的 突破 口 . 
解 ” 对 于 数 集 la ,6b ,ci ,经 过 一 次 替代 后 ,得 出 
| 3 4 3 
[2 ? 


154 39034750 


4 
5 
有 (#4-36) +(54 +3b) toa th C7. 
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即 每 一 次 替代 后 ,保持 3 个 元 素 的 平方 和 不 变 ,由 
2+4+12 #9 +6 + 

知 不 能 由 13,4,121 替 换 为 15,6,8|. 

8. 引进 辅助 参数 

辅助 参数 的 引进 可 以 分 解 复杂 的 结构 ,增加 参与 运算 的 关系 或 
数 式 ,同时 产生 一 个 动态 过 程 ,为 运动 观点 参数 方 法 的 运用 创造 了 
机 会 .这 -技术 在 解 方程 .条件 等 式 证 明 .不等式 证 明 . 连 比 起 问题 及 
解析 几何 中 有 广泛 的 应 用 .在 例 1-S(P.20) 的 分 析 中 ,我 们 引进 参 
数 得 出 平面 系 , 逻 辑 地 找 出 简捷 解法 . 

例 6-74 求 函数 y=v x-4+v15~3x 的 值 域 . 

解 ” 易 知 定义 域 为 4 委 z 委 3, 可 设 


之 二 4+sin2y， 0 过 :雪村 dQ 


则 y= sint +y3cost = 2sinl 十 3 ) 


当 +1=0 时 y=Y3, 当 1= 《时 y=2, 当 1= 方 时 y= 1. 故 昂 数 的 
值 域 为 [1,2]. 口 
这 里 ,引进 三 角 参 数 式 是 有 效 增设 ， 
它 提供 了 三 角 公 式 使 用 的 条 件 并 将 函数 表 
达 式 化 简 . 若 设 
1 4， 
=V15-37r. 
则 人 
3u* + w=3. 
如 图 6 一 60, ymn = 1, ymax 二 2. 问题 的 
几何 意义 十 分 明显 . 
例 6-75 对 于 非 零 实数 ec ,bc ,车 
bcec_e a_a ob 
a 2 C 


» 
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则 a=6=c. 
解 D 引进 比值 , 设 
b~c_c-a _ a-b 
a b C k. 


得 关于 a ,b,c 的 齐 次 线性 方程 组 


ka—-b+c=0, QO 
(re © 
-at+6b+kc=0. 人 
有 非 零 解 , 故 其 系数 行列 式 为 0 
k —1 1 
0=| 1 k -1|=k(k*+3). 
-1 1 k 


但 &*+3>0, 得 惟一 解 六 =0, 从 而 
b-c=c~a=a-b=0. 


有 a=6b=e. 

这 里 参数 的 引进 把 原来 两 个 独立 的 等 式 增加 到 3 个 ,并 把 它们 
的 关系 从 连环 套 中 解脱 出 来 (有 较 大 的 自由 度 ), 进 而 组 成 -个 新 的 
方程 组 .使 问题 得 以 简便 而 完善 地 解决 . 由 解 题 过 程 还 可 看 到 ,车 在 
复数 范围 内 求解 , 有 3 个 取 值 ; 0,/3i， V3i 

例 6-76 已 知 本 加 学 + 其 = 1 直线 1: 区 + 关 =1.P 是 /上 
一 点 ,射线 OP 交 精 图 于 点 及 ,又 点 Q 在 OP 上 且 满 足 1OQ1 .1OP| 
=|OR|?, 当 点 在 L 上 移动 时 , 求 点 Q 的 轨迹 ,并 说 明 轨 迹 是 什 
么 曲线 ， 

解 问题 的 难度 在 于 Q(x,y) 同 时 受到 两 个 动 点 P(xzp,yp)， 
R(xg,3R) 的 约束 ,为 了 化 解 这 个 难点 ,我 们 引进 辅助 参数 AE (0， 
D， 


QD 罗 增 儒 . 比例 与 行列 式 . 数 学 通报 ,1985,6,P.18. 


[= 之; yp 


分 别 代 人 所 在 的 曲线 方程 ,得 


相 减 即 得 Q 的 轨迹 方程 (相当 于 已 知 两 方程 相 碱 ) 
于 
24 16 12 8 
其 中 由 1 元 0 知 ,不 包括 原点 ,变形 得 
+ =1(r + #0), 
2 3 
这 是 中 心 在 (1,1) ,长 半 轴 为 "0, 短 半 轴 为 5, 上 且 长 轴 与 x 轴 平 
行 的 燃 加 ,不 包括 原点 . 口 
9. 设置 中 途 点 
中 途 点 是 实施 正确 证 明 的 引 再, 中途 点 是 沟通 证 明 思路 的 桥梁. 
为 了 证 明 A 过 B, 我 们 找 出 一 个 中 途 点 C, 使 得 C 是 A 的 必要 条 件 ， 
又 是 B 的 充分 系 件 , 则 
A 之 C>B. 
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思路 畅通 了 ,解法 找到 了 .设置 中 途 点 C 是 一 个 有 效 增 设 . 
例 6-77 对 aE | 于 ,至 ) ,求证 
(1) cosae<sina ; 
(2) (cosa )sna < (sina )eose . 


证 明 (1) 在 cosa 与 sina 之 间 找 - -个 中 途 点 


从 而 COSQ < coSs 4 = sin 4 <sina. 


F 是 ,中 途 点 的 引进 把 不 同名 函数 的 比较 大 小 转化 为 同名 汪 数 
的 比较 大 小 .方面 cose 与 cos 年 是 同名 函数 ,在 | 于 ,于 } 上 是 递减 


L 


的 ; 另 方面 sina 与 sn 于 也 是 同名 函数 ,在 | 下 ,于 ) 上 是 递增 的 .通过 
中 途 点 整个 思路 就 畅通 了 . 
(2) 引进 中 途 点 (cosa js ,一 方面 由 指数 函数 的 单调 性 ,有 
(cosa )sne < (cosa )™e. 
另 方面 由 宕 明 数 的 单调 性 ,有 
(cosa )™ < (sina )cose ， 
从 而 (cosa )sme< (sina)sse .器 ] 
例 6-78 已 知 nn 个 互 不 相等 的 正 整数 的 倒数 的 平方 和 为 S,， 
求证 0< S,<2. 
证 明 设 这 个 正 整 数 为 a ,as,…,a, 并 作 有 序 化 假设 
adl<ay< "<a,, 


则 a1 之 1, a; 之 2,… an 之， 
有 ai? 宇 1,a3 之 1':2,… ,a 之 (n -1)n. 
得 S, = 古 + 溃 +…+ 汪 
al a2 dn 
1 1 
<1+T5+ CT 


这 里 T=1+ 3+…+71 记 是 一 个 中 途 点 ,方面 
S, < TT,, 
另 方面 T,<2. 
履 个 思路 就 沟通 了 
发 现 并 设置 选择 得 当 的 中 途 点 ,是 解 题 获得 进展 的 - -个 标志 
(继续 见 例 6 一 118) 


6-2-10 以 美 启 真 


数学 美 是 一 种 人 的 本 质 力量 通过 宜人 的 数学 思维 结构 的 呈现 

出 于 数学 美的 考虑 而 导致 解 题 思路 的 设计 与 发 现 ,叫做 以 美 筷 
走 , 过 种 解 且 策略 将 数学 的 入 尝 美 ， 对 称 美 和谐 美 .奇异 美 与 问题 的 
条 件 或 结论 相 结 合 ,再 凭借 知识 经 验 与 审美 直觉 从 而 确定 解 题 的 总 
体 思路 或 人 手 方向 .于 是 ,美的 启示 就 在 解 题 过 程 中 起 到 了 宏观 指导 
和 决策 的 作用 ,从 而 ,体现 了 、 也 形成 了 数学 中 的 美学 方法 0, 它 是 数 
学 解 题 中 的 一 个 重要 策略 咏 , 也 是 数学 教学 中 的 一 个 基本 原则 祝 . 

1. 在 数学 史上 ,数学 美 是 数学 发 展 的 伟大 动力 .虚数 i 的 引进 、 
非 欧 几 何 的 创立 、 射 影 几 何 的 诞生 ,无 不 体现 了 数学 美 对 数学 发 现 的 
指导 作用 . 


| 


徐 本 顺 、 般 襄 正 著 . 数 学 中 的 美学 方法 .江苏 教育 出 版 社 ,1990 年 7 月 
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这 样 简单 的 方程 xz* + 1T=0 竟 没有 解 (实数 解 ) ,实在 令 人 可 异 
而 遗憾 , 当 人 们 规定 i*= -工时 ,还 没有 找到 虚数 的 富有 成 果 的 应 
用 ,只 是 获得 了 审美 情感 的 满足 .然而 ,美感 是 我 们 必须 信任 的 向 导 ， 
黑 格 尔 说 :“ 美 必然 是 真 的 . ”i 的 引进 解决 了 数学 内 在 矛盾 ( 开 方 运 
算 不 能 进行 ) 所 产生 的 不 协调 ,不 和 谐 . 不 雅致 ,一 名 话 ,使 数学 更 美 
了 .而 虚数 找到 应 用 之 后 就 更 美 了 . 

正 是 对 欧 氏 第 五 公设 “ 非 自 明 性 ”的 不 满 而 开始 了 关于 平行 公理 
“独立 性 "的 长 达 1 千 多 年 的 研究 ,并 最 终 促成 了 非 欧 几 何 的 创立 ,这 
可 以 认为 是 对 数学 简单 美的 追求 而 导致 数学 突破 性 的 革命 . 

在 欧 氏 几何 中 ,点 和 直线 的 关系 并 不 是 完全 对 称 的 ,因为 过 任 两 
点 总 可 以 连 一 条 直线 ,而 任 两 条 直线 却 未 必 有 一 个 交点 .为 了 解决 这 
个 “不 对 称 性 ”, 法 国 数学 家 笛 沙 格 提出 设想 : 与 圆 一 样 ,直线 也 是 … 
种 封闭 图 形 ,其 两 端的 连接 点 在 无 穷 远 处 ,从 而 直线 上 就 有 一 个 无 穷 
远 点 ,这 个 无 穷 远 点 就 是 平行 直线 的 交点 ,从 这 一 假设 出 发 , 笛 沙 格 
初步 发 展 起 了 射影 几何 理论 .其 中 一 个 著名 的 结果 就 是 所 谓 的 “对 偶 
原理 " :在 射影 平面 内 的 几何 定理 中 ,把 “点 " 换 成 "直线 " “直线 " 换 成 
“点 ”, 所 得 的 命题 仍 是 射影 几何 的 定理 .所 以 ,对 偶 原理 乃至 射影 几 
何 的 发 现 , 正 是 追求 对 称 美 ,统一 美 .奇异 美的 结果 . 

在 推导 椭圆 标准 方程 时 ,引进 短 半 轴 2 是 以 美 启 真 的 一 个 简单 
例子 .车 使 用 椭圆 定义 的 原始 数据 ,椭圆 的 标准 方程 为 

+ 1. 全 
a TC 
出 于 整齐 对 称 性 的 考虑 ,我 们 用 一 个 更 简单 的 数 5b >0 去 代 蔡 
V az- cz, 得 到 


_ 2 
+ 沪 =1. 四 


方程 简单 了 ,整齐 了 ,好 看 了 ,殊不知 ,这 个 就 有 明显 的 几何 意义 ,6 
的 引进 使 椭圆 图 形 美的 神 竟 跃然 纸 上 ,匀称 、 对 等 、 中 心 对 称 、 轴 对 称 
等 赏心悦目 的 性 质 全 都 在 标准 方程 中 显露 无 遗 . 


六 章 角 二 策略 _ 7 


数学 家 高 斯 说 ;“ 去 寻求 一 种 最 美和 最 简捷 的 证 明 , 乃 是 吸引 我 
研究 的 主要 动力 “ 美 是 真 的 光辉 ,依靠 这 种 光辉 可 以 照 亮 认 识 数学 
真理 的 道路 ,并 给 探求 者 一 种 认识 道路 的 内 驱 力 . 

2. 数学 美 不 仅 在 宏观 上 是 数学 发 展 的 伟大 动力 ,而 且 在 微观 上 
也 是 数学 解 题 中 探求 思路 ,发现 解法 的 一 个 源泉 . 

(1) 简单 美 .这 包括 计算 过 程 短 .推理 步骤 少 . 逻辑 结构 浅显 而 
明确 .表达 准确 而 简明 .许多 数学 问题 ,虽然 其 表现 形式 看 上 去 较为 
复杂 ,但 本 质 总 会 存在 简单 的 一 面 的 .因此 ,如 果 能 用 简单 的 知识 . 简 
化 的 方法 对 问题 进行 整体 处 理 或 本 质 分 类 , 则 往往 能 找到 解 题 的 简 
易 途 径 . 在 例 3-9(P.128) 中 ,我 们 透 过 已 知 条件 中 复杂 的 外 形 

as-a-20-2c=0， 
a+26-2c+3=0; 
找 出 其 与 结论 的 直接 联系 ,将 其 变形 为 
(e+20)+2c=a2， 
(a+26)-2c= -3; 
并 相 乘 ,直接 得 出 
c=a*+b*+ab=a*+b? -2abcos120°. 
体现 了 对 简单 美的 追求 ,也 体现 了 简单 美 本 身 . 

在 例 3 一 11(P.135) 的 分 析 中 ,简单 美的 追求 将 一 个 相对 复杂 的 
解法 改进 为 “可 以 在 30 秒 内 心算 完成 ”. 本 书 中 的 大 批 例子 都 体现 了 
对 简单 美的 追求 . 

直觉 也 告诉 我 们 , 解 题 中 如 果 推 演 过 程 越 来 越 麻烦 ,杂乱 无 章 ， 
我 们 就 会 怀疑 “可 能 出 错 了 ” ;如果 结 果 简 单 有 序 性 强 或 整体 上 和 谐 
统一 ,那么 我 们 就 相信 有 更 大 的 正确 性 . 

(2) 对 称 美 .对 称 是 最 能 给 人 以 美感 的 一 种 形式 , 它 是 整体 中 各 
个 部 分 之 间 的 匀称 和 对 等 .在 数学 上 可 以 表现 为 数 式 或 图 形 的 对 称 ， 
命题 或 结构 的 对 偶 、 对 应 、 对 道 等 .有 些 数学 问题 , 当 我 们 用 对 称 的 眼 
光 去 观察 时 ,可 通过 形象 的 补 形 ( 轴 对 称 .中 心 对 称 .镜面 对 称 等 ) 而 
造成 对 称 ,可 采用 对 称 变换 调整 元 素 间 的 结构 ,可 实施 共 思 原理 产 牛 
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对 偶 命 题 ,可 出 于 周期 性 的 考虑 而 简化 演算 与 推理 ,这 一 切 都 有 助 于 


在 例 4-33(P.206) 解 题 思路 的 分 析 中 ,我们 认为 
9， > Sr+1 


左右 两 边 结构 相同 ,有 较 好 的 对 称 性 ,从 而 找到 一 批 简 捷 的 解法 . 

在 例 5-40(P.315) 中 ,利用 了 a,65,c 的 “轮换 对 称 ” 性 ,作出 了 
a 为 最 大 的 假设 ,使 得 一 道 国际 数学 奥林匹克 难题 只 用 了 一 行 的 书 
写 呈 ， 

a(b~-c} (b+c~-a)t+b(a~b)(a~c)(a+b -6e)20. 

在 例 4-26(P.190), 例 6-35(P.378), 例 6- S8(P.403) 中 使 用 
了 图 形 的 对 称 性 ,使 求解 简捷 而 奇异 . 

在 $6-2-9 的 构造 对 偶 命 题 和 重复 等 价 条 件 中 ,都 体 夫 了 对 
称 性 考虑 对 解 题 的 指导 作用 . 而 习题 五 第 11 题 (P.339) 的 解法 则 放 
射 着 对 称 美的 光芒 .正如 德国 数学 家 ,物理 学 家 魏 尔 所 说 : 美和 对 称 

(3) 和 谐 美 .或 称 统一 美 ,是 指 部 分 与 部 分 .部 分 与 整体 之 间 的 
和 谐 一 致 ,是 指 在 不 同 的 数学 对 象 或 同一 对 象 的 不 同 组 成 部 分 之 间 
所 存在 的 内 在 联系 或 共同 规律 .统一 性 是 数学 结构 美的 重要 标志 ,是 
数学 家 不 懈 追 求 的 永恒 目标 ,也 是 数学 发 现 与 创造 的 美学 方法 之 一 . 
正 因为 在 数学 的 内 容 与 内 容 之 间 ,内容 与 形式 之 间 .形式 与 形式 之 间 
存在 着 本 质 上 的 和 谐 与 统一 ,所 以 数学 解 题 中 的 信息 转换 、 分 合并 
用 .进退 互 化 . 正 反 相 辅 等 等 能 够 畅通 无 阻 .转化 为 更 加 协调 的 形式 、 
化 妇 为 已 经 解决 的 问题 也 总 能 得 以 施行 .而 知识 链 、 方 法 链 也 正 因此 
而 客观 存在 着 ,并 为 我 们 解 题 思绪 的 流 消 而 源源 喷 叶 甘泉 .在 例 4- 
29(P.193) 中 ,我 们 看 到 了 各 学 科 .各 章节 之 间 奇 迹 般 的 联系 ; 例 4- 
35(P.215) 又 进一步 强化 了 我 们 这 种 统一 性 、 和 谐 性 的 感受 ,并 且 ， 


也” 当年 , 西 德 选手 伯 思 哈 德 ' 李 使 用 此 解法 获得 特别 奖 . 
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当中 一 些 意 想 不 到 的 解法 还 使 我 们 看 到 奇异 性 与 和 谐 性 的 统 
(4) 奇异 美 .这 是 指 所 得 出 的 结果 或 有 关 的 发 展 是 如 此 地 出 平 
意料 ,使 人 既 惊 奇 又 赞赏 与 折服 . 徐 利 治 教授 说 : 奇异 是 一 种 美 , 奇 
异 到 极度 更 是 一 种 美 . "奇异 性 的 结果 对 数学 发 展 的 影响 无 论 作 何 种 
评价 都 不 会 过 分 ,因为 它 意味 着 旧 观 念 的 般 演 和 新 思想 的 诞生 . 在 数 
学 解 题 中 ,奇异 性 的 存在 使 得 构造 反例 .寻求 特例 \ 反 让 ,极端 等 手法 
能 够 发 挥 出 乎 意料 的 作用 .而 解 题 中 的 正 难 则 反 .以 退 求 进 . 道 向 思 
维 发散 思 维 等 可 以 认为 是 对 奇异 性 的 通俗 理解 .在 例 1- 1, 例 3- 
9, 例 4-24, 例 4-35( 证 明 5) 中 ,都 有 简便 得 奇异 的 解法 ,而 例 4 
12, 例 4-27, 例 4-28, 例 4-34 则 体现 着 思维 发 散 的 奇异 美 . 
在 例 4-12(P.168) 中 ,我们 巾 行列 式 
11 sinA cosA 
1 sinB cosB |=0 
11 sinC cosC 
看 到 了 单位 加 上 的 三 点 (sinA，, cosA), (sinB, cosB), (sinC, cosC) 
共 线 . 
在 例 4-27(P.191) 中 ,我 们 又 看 到 了 双 曲 线 上 的 三 点 (a, 二 】， 
(tr 
在 例 4-28(P.191) 中 ,我们 由 
acos0 + bsing = ¢,， 


acosp + bsing 三 5C， 


看 到 了 两 条 重合 的 直线 . 
ar+by=e, 
cos OS + ysin ge=c0s 39. 


在 例 4 一 34(P.211) 中 ,我 们 大 胆 地 将 已 知 两 式 
a + 6 -kab=1, 
c+d*-kcd=1 
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相 乘 . 

所 有 这 些 ,都 有 奇异 性 .发 散 性 和 美 . 

数学 美的 各 种 表现 在 解 题 中 的 指导 作用 是 相互 结合 .渗透 并 
用 的 . 

cos4a sinta 

例 6-79 已 知 cosz8+ sinip™ 1 

求证 cosB + sin8- 1， 
COS Q sin a 

讲解 ”这 是 我 们 在 例 4- 43(P.241) 处 理 过 的 题目 ,其 证 明 1 充 
分 利用 了 条 件 的 特殊 性 ,也 体现 了 奇异 美 ,但 没有 充分 体现 题目 的 条 
件 与 结论 之 间 结 构 上 的 对 称 性 : cos a 与 cos 8 对 所 ,sn e 与 sin 有 
对 换 ,由 这 种 对 称 性 的 启 引 ,我 们 猜想 sin2a = sin2p8,cos*a = cos28 .为 
了 计算 上 的 方便 ,我 们 设 

r=sima, y=sinB, +,y€E (0,1). 


则 原 式 变 为 全 三 和 + 二 =1， © 
有 yl -xz)}+r (ll~-y)=y(l-y), 
即 (x—y)=0. 
得 T= y. 四 
把 中 中 的 z 与 y 互 换 , 得 
QU- 当 - yl 二 
工 一 并 Zz ? 
即 eosB + sin8_1 口 


COS a sin? a 


这 是 对 称 性 启示 解 题 思路 的 成 功 例子 .此 题 还 可 用 柯 西 不 等 式 
取 等 号 的 条 件 来 证 . 
例 6-80 如 图 6-62, 在 平面 上 给 定 半 径 为 1 的 圆 与 ”个 点 
Ai,A;,…,A,, 求 证 在 圆 上 总 可 以 找到 点 M ,使 
AMAI+ MA + …+ AMA, 之 7. 
讲解 ”也 许 我 们 想起 一 个 思路 ,建立 坐标 系 ,使 已 知 圆 为 
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r+y=1. 
已 知 点 为 A;(x; ,wy;) .问题 转化 为 存在 M (cos0 ,sin9), 使 
DAE ~ cos0)* + (y; ~ sin0) >n. 


即 SV zty 2cosd + yising) + 1>n. 

由 于 表达 式 越 来 越 复 杂 , 又 不 能 保证 求 和 式 的 每 一 项 都 大 于 或 
等 于 1. 简单 性 的 直觉 警告 我 们 ,这 个 思路 并 不 好 . 

回 到 图 6 一 62, 我 们 对 它 有 一 种 整体 性 不 平衡 的 感觉 ,怎样 才能 
整体 上 更 和 谐 一 些 呢 ?” 先 考虑 特殊 情况 只 有 一 个 点 A. 如 图 6-63， 
这 时 连结 AO , 交 贺 于 MM , 则 直径 两 端点 中 必 有 一 个 与 A 的 距离 
不 小 于 1, 命 题 成 立 . 


图 6-62 图 6-63 


当 问 题 增 加 到 两 个 点 A ,B 时 ,我 们 虽然 不 能 连 两 条 直径 ,但 可 
以 连 BM ,BM (如 图 6 一 63), 有 
AM + AM 之 MM =2， 
BM + BM>MM =2; 
相 加 (AM + BM)+ (AM + BAM ) 之 4. 0 
当中 必 有 某 一 括号 内 的 和 不 小 于 2. 于 是 ,整个 思路 已 经 打通 ,这 里 
式 Q@ 即 有 简单 性 又 有 和 谐 性 的 启示 . 
证 明 任 取 一 条 直径 MM , 连 AiM ,AM(i=1,2,…,n), 有 
AM + AM>MM =2, 
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得 SAM+ SAM= S (AM+ AM)>2n. 
则 有 SAM>n 或 SAM>n. © 


所 以 ,圆周 上 可 以 找到 这 样 的 点 M( 或 MD) 使 个 成立 . 口 
为 了 找到 满足 条 件 的 点 ,我 们 动用 了 圆周 上 的 两 个 点 ,采用 "二 
保 一 的 策略 . 
例 6-81 如 图 6-64,4,B;CIDI 是 长 
方 体 的 一 个 斜 截面 ,其 中 AB = 4cm, BC = 
3cm, AA1= 5cm, BB = 8em, CC = 12cm, 求 
该 几何 体 的 体积 . 让) 
解 出 于 对 称 性 与 和 谐 性 的 考虑 ,我 们 
给 已 知 几何 体 补 充 一 个 相等 的 几何 体 , 使 成 
为 一 个 长 方 体 .其 高 为 S+ 12= 17cm, 则 已 知 小 © 
几何 体 的 体积 为 
V= 才 (5+12)x3x4= 102(cma). 口 
这 使 得 BB = 8cm 成 为 多 余 条 件 . (习题 图 6-64 


-第 12 题 ,P.34) 
例 6-82 对 0<6<a, 求 证 


2ab 一 at+e6b C2 十 六 
0< -<V ao< 5 < te < 
讲解 ”这 个 不 等 式 链 本 身 、 以 及 下 面 给 出 的 统一 证 明 (代数 的 、 
二 角 的 ,几何 的 ) ,体现 了 数学 的 统一 性 . 


证 明 1 对 正 数 b,a 作 定 比 分 点 中 


ar + 工 十 pb +1 
oz 十 加 


了 也 可 以 作 增 函数 f(x) = ,转化 为 1( -2)< f(-1) 


< 几 - 十 )<AoO<AD. 
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F(z)= 人 代 (zy>0)， 
文 是 个 单调 增 果 数 ,由 
0< < 4<1<2 ， 
得 tO <A(E) < E)< 0 <7($) 


从 而 /0)</(L)< A 2)<t VY rE). 
得 5< 2 /Bb ea. 


证 明 2 作 平 均值 三 角 变 换 中 
la =R(1 + cos0) = 2Reos 了 ， 


b=R(1- cos0)= Da 
其 中 R=2+2 ,0<g<x 有 
va=Rv1I-cos0=Rsing， 


C2 +b? 2 
7 -Rv 1 +cos-0 ， 


2a0 _ (Rsing) 


PP ，2 
了 二 R = Rsin’0, 
由 sin0<sin0<1<v 1+cos20， 


两 边 乘 以 R 即 得 


人 了 罗 增 颂 . 平 均值 变换 与 不 等 式 证 明 .中 学 生 数学 ,1984,6,P.10. 
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直线 均 平 行 于 两 底 分 别 交 两 腰 于 A;B;(i=1,2,3,4). 其 中 
ADB1 平分 梯形 的 面积 ,有 


ATBi=A/ 人 
AD 为 中 位 线 , 有 
,ato. 
AsBy= 3 ; 
A3B; 分 梯形 为 两 个 相似 的 梯形 ,有 
A43B3=w ab; 
AsBs 过 两 对 角 线 的 交点 ,有 


2ab 
AsBs= Ee 


由 CD<AsB<AsB3< AsB,<AiBI<AB, 


得 b< 2 Vad < eb a0 

还 可 以 用 半 贺 上 的 有 关 线 段 来 表示 这 个 不 等 式 链 , 不 闭 述 . 

能 用 数学 美的 思想 来 指导 解 题 ,表明 对 数学 美的 认识 已 从 欣赏 、 
理解 的 阶段 ,上 升 到 策略 运用 的 台阶 ;同时 也 表明 ,对 数学 解 题 已 摆 
脱 套 用 现成 模式 的 层次 ,发 展 到 较为 自觉 .自主 地 运用 辩证 思维 的 水 
平 .数学 美能 给 我 们 一 种 认识 题 意 、 寻找 思路 .设计 解法 的 新 角度 .新 
方法 和 新 思路 . 


6 一 3 策略 意识 的 培养 


策略 意识 的 培养 ,一 方面 需要 系统 掌握 上 面谈 到 的 各 种 策略 ,并 
有 意识 地 渗透 到 每 一 道 题 的 具体 分 析 中 去 ; 另 一 方面 还 要 根据 具体 
的 学 科 .具体 的 题 型 研究 相应 的 策略 . 作为 示例 我 们 来 谈 4 个 问题 ， 


了 ”当然 这 还 不 是 严格 意义 上 的 证 明 , 但 确实 能 体现 统一 性 . 
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它们 属于 不 同 的 方面 从 而 也 体现 了 解 题 策 略 的 层次 性 . 
6-3-1 从 学 科 结 构 到 解 题 策略 


分 析 学 科 结 构 的 特征 ,由 此 产生 解决 该 学 科 问 题 的 一 些 基 本 考 
虑 或 总 体 把 握 , 这 是 策略 意识 培养 的 一 个 重要 方面 . 

比如 ,平面 几何 的 公理 化 结构 ,使 得 所 有 的 定理 都 有 少数 几 个 共 
同 的 公理 缘由 ,这 样 一 个 演绎 体系 特别 适宜 使 用 综合 一 一 分 析 法 . 义 
由 平面 几何 的 研究 范围 知 , 解 平面 几何 问题 最 基本 的 工具 是 三 角形 
的 全 等 与 三 角形 相似 (全 等 法 .相似 法 ). 其 一 般 性 格式 为 “由 一 找 
二 ”; 要 证 一 个 等 式 ,我 们 去 证 明 相 应 的 两 个 三 角形 全 等 (或 相似 )， 
而 由 判别 定理 知 ,要 证 3 个 等 式 (SAS,ASA,SSS) .这 当中 ,如 果 对 应 
的 三 角形 并 不 现成 , 那 就 要 作 辅 助 线 ;而 新 证 的 3 个 等 式 中 若 有 一 个 
是 未 知 的 , 则 又 要 重复 一 次 “由 一 找 三 ”的 格式 .以 上 分 析 , 使 我 们 从 
学 科 结 构 上 看 清 了 平面 几何 解 题 思路 的 脉络 ,同时 ,也 从 方法 论 的 角 
度 揭示 了 平面 几何 证 题 的 两 个 主要 难点 : 作 辅 助 线 和 串联 式 的 “由 
一 找 三 ”0. 

又 如 ,立体 几何 是 平面 几何 的 “ 升 维 ”, 因 此 , 升 维 与 降 维 的 相 结 
合 . 互 转化 是 解决 空间 图 形 的 一 个 基本 思考 .由 此 产生 的 “ 线 线 . 线 
面 . 面 面 间 转 化 "以 及 “平面 化 的 思考 "( 主 平面 截面、 展 平 .投影 等 ) 
正 是 立体 几何 解 题 的 最 基本 、 最 常用 的 方法 . 

例 6-83 有 7 个 圆 ,其 中 每 两 个 圆 都 相交 于 两 点 ,并 且 每 3 个 
圆 都 不 相交 于 同一 点 .求证 这 x 个 图 把 平面 分 成 n? 一 n +2 个 部 分 . 

讲解 ”这 是 数学 归纳 法 教学 中 一 个 比较 难 的 题目 ,为 了 突破 难 
点 ,关键 是 分 析 平 面 图 形 的 结构 .众所周知 ,平面 图 形 的 基本 元 素 是 
点 和 线 . 由 于 点 线 间 位 置 的 不 同 .数量 的 变化 ,构成 了 干 姿 百 态 的 图 
形 和 图 形 的 百 态 千 次 .这 是 对 平面 几何 学 科 思 想 的 一 个 简单 认识 .在 


QD 参见 张 景 中 著 《 教 育 数学 探索 》P'% 难 在 何 处 ,四川 教 育 出 版 社 ,1994 
年 8 月 第 1 版 . 
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这 种 认识 指导 下 , 当 贺 的 个 数 从 上 & 个 增加 到 + 1 个 时 ,当然 影响 到 
平面 上 交点 的 数量 变化 ,从 而 引起 平面 块 数 的 变化 .因此 , 弄 清 这 种 
变化 的 几何 结构 与 数量 关系 就 成 为 突破 难点 的 钥匙 .k=1 时 ,平面 
分 成 两 部 分 ; =2 时 ,第 2 个 圆 与 第 1 个 加 有 两 个 交点 ,这 两 个 交点 
把 第 2 个 圆 分 成 两 段 弧 , 每 段 统 把 所 在 的 平面 一 分 为 二 ,于 是 “新 增 
加 的 交点 数 与 新 增加 的 平面 块 数 相同 ”. 设 个 加 时 ,把 平面 分 成 
f(k)=k*-k+2 
个 部 分 . 则 第 &+T1 个 圆 与 前 二 个 圆 交 于 2k 个 点 ,这 2k 个 点 把 第 
+1 工 贺 分 成 2& 段 浙 ,每 -一段 弧 都 把 所 在 的 平面 - -分 为 一, 共 增 加 了 
2k 块 平面 ,得 
flk+1)= f(k)+2k, 
有 了 这 个 关系 式 , 剩 下 来 的 工作 仅仅 是 简单 的 恒 等 变 形 
f(k+1)= (2 -+2)+28= (k+1)-(k+1)+2. 
可 见 , 在 这 个 问题 的 处 理 中 ,学科 结 构 的 思想 对 问题 的 解决 产生 
了 决策 性 的 作用 . 
对 解析 几何 作 学 科 结 构 的 分 析 更 容易 悟 出 解 题 的 基本 方法 一 一 
坐标 化 建立 方程 (组 ) 求解 或 讨论 方程 (组 ). 


6-3-2 从 选择 题 的 结构 到 求解 体系 


选择 题 大 都 可 以 从 题 干 出 发 ,通过 求解 对 照 来 作出 选择 ,这 是 最 
常用 的 方法 ,与 求解 常规 解答 题 几 乎 没有 什么 区 别 ,因而 也 就 不 能 体 
现 选 择 题 自身 的 特点 ,反映 不 出 解 选择 题 的 策略 . 一 般 说 来 , 解 选 择 
题 要 充分 利用 题目 本 身 所 提供 的 新 信息 ,把 常规 题 变 为 特殊 技巧 的 
快速 解答 题 ,避免 “小 题 人 做 ”选择 题 的 新 信息 主要 是 结构 形式 上 的 
特点 和 回答 方式 上 的 特点 .根据 这 些 特点 找 出 选择 题 的 求解 体系 ,是 


解 题 中 培养 策略 意识 的 好 途径 
例 6-84 在 各 项 均 为 正 数 的 等 比 数列 1a, | 中 ,车 asa6 =9, 则 
logsa1 + logaa2 + + log3a10=( ). 


A. 12 B. 10 C.8 D. 2 + log35 
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[1993 年 数学 高 考题 ] 

水 平 1 从 已 知 条 件 中 求 出 el, g( 或 说 求 出 a, 的 表达 式 ) ,从 
而 逐 项 求 出 log3a1 ,log3a2，… ,log3a10, 再 相 加 便 可 得 出 结果 .这 个 想 
法 ,表面 上 看 是 有 道理 的 ,但 实际 上 是 办 不 到 的 ,已 知 条 件 csae=9 
不 能 惟一 确定 一 个 数列 .一 般 来 说 , 求 两 个 未 知 数 ai ,9 通常 需要 两 
个 独立 的 等 量 关系 . 

水 平 2 由 原 式 =log3a1a，…alo 知 ,只 须 求 

ajazal0 = ar gl ?t+ = a gs, 
但 9=asa6= (a1q’)(a1g’)=atg’ » 
故 得 原 式 =log3al' gq = log3(a?fg’) = log33! = 10. 

对 照 4 个 选择 支 , 应 选 B. 

这 个 解法 与 做 一 道 解 答题 没有 任何 区 别 , 选 择 题 的 特点 体现 不 
出 来 ,是 “小 题 大 做 "了 . 

水 平 3 由 等 比 数 列 的 性 质 知 

9=asa6=a447=a3dg= dd49= alalo, 
有 原 式 =log3(asa6)”=log33=10. 口 

这 个 解法 对 知识 的 理解 深度 比 水 平 2 有 所 提高 ,但 仍然 没有 用 
到 选择 题 结 构 形 式 与 回答 方式 上 的 特点 (也 可 以 把 等 比 中 项 的 性 质 
换 成 等 差 中 项 的 性 质 logy3a1 + logsalo= logsaz + logsae=…=log3cs 
+ log3a6). 

水 平 4 结论 暗示 ,不 管 数 列 |a, | 的 通 项 公式 是 什么 (有 无 穷 多 
个 ) ,答案 都 是 惟一 的 , 故 只 须 取 一 个 满足 条 件 的 特殊 数列 as = a6 =3， 
dg= 上 就 可 以 了 .这 样 一 想 , 心 算 即 可 在 30 秒 内 作出 选择 ,为 B. 口 

1. 选择 题 的 结构 特征 

选择 题 像 常规 题 一 样 有 前 提 因 素 和 结论 因素 ,但 各 有 自己 的 特 
点 ,可 以 细 分 为 4 部 分 . 

前 提 由 3 部 分 组 成 ,是 怎样 解 这 道 题 的 信息 源 . 

(1) 统一 前 提 一 一 所 有 选择 题 的 共同 说 明 词 , 即 “4 个 选择 支 中 
有 且 只 有 1 个 正确 ”. (至 今 ,数学 考试 中 只 出 现 “ 四 选 一 ”的 单项 选 
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择 题 . ) 

(2) 具体 前 提 一 一 类 似 于 标准 解答 题 中 的 已 知 条 件 ,叫做 选择 
题 的 题 干 . 

(3) 选择 前 提 一 一 4 个 可 供 挑选 的 选择 支 , 其 中 错误 的 3 支 称 为 
诱 误 支 . 这 是 一 个 独特 的 条 件 ,一 方面 有 结论 因素 (结论 不 会 在 4 个 
选项 之 外 ) ,但 又 不 像 证 明 题 那样 明确 指出 结论 是 那 一 项 ; 另 方面 也 
有 已 知 因素 (结论 必 在 4 个 选项 之 内 ) ,可 又 不 像 题 干 那样 肯定 是 结 
论 成 立 的 前 提 . 但 决 不 要 忘记 ,这 是 一 个 可 供 使 用 的 已 知 信息 ! 特别 
地 , 当 题 干 的 发 散 度 较 大 时 ,对 于 找 出 惟一 的 选择 项 并 不 充分 ,只 赴 
在 4 个 选择 支 的 范围 内 才 惟 一 确定 , 还 非得 用 选择 前 提 参 加 推理 不 
可 (参见 例 6-92, 例 6 一 94). 

结论 是 第 4 部 分 , 既 简单 又 独特 . 

(4) 选择 结论 一 一 填 上 代号 ,就 是 根据 “统一 前 担 ”“ 具 体 前 
提 ”“ 选 择 前 提 ” 找 出 结论 的 代号 . 

2. 选择 题 的 求解 策略 

由 上 面 的 结构 特征 分 析 , 可 以 得 出 解答 选择 题 的 5 个 基本 策略 . 

(1) 由 “统一 前 提 ” 知 ,4 个 选择 支 “ 有 且 只 有 1 个 正确 ,从 而 产 
生 3 个 策略 . 

策略 1 肯定 1 支 

即 只 要 能 肯定 1 支 便 自动 否定 3 支 (而 无 须 验证 其 错误 ) ,否则 
至 少 有 两 个 正确 支 ,题目 是 错 题 . 

例 6-85 以 :为 参数 的 方程 


(ER) 
y= 了 1 
所 表示 的 直线 适合 ( ). 
A. 过 点 (1,0) ,倾角 为 arcsin 人 


第 六 章 ” 解 题 策略 439 


B. 过 点 (1.0) ,倾角 为 rarcsin 和 
Cc. 过 点 (1,0) ,倾角 为 -arctan 人 


D. 过 点 (1,0) ,倾角 为 x+ arctan 


讲解 ”由 BSC 且 都 正确 ,与 只 有 一 支 正 确 矛 盾 . 这 是 错 题 . 

例 6-86 对 方程 |x|+ pr+g=0 讨 论 ,下 面 结论 中 , 哪 一 个 
是 错误 的 ? 

A. 至 多 有 3 个 实 根 ; 

B. 至 少 有 1 个 实 根 ; 

C. 仅 当 大 -4g 辫 0 时 才 有 实 根 ; 

D. 当 p<0 和 p>0 时 ,有 3 个 实 根 . 
[1986 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

讲解 ”此 题 C,D 均 可 选 ,是 错 题 . 

例 6-87 和 数 轴 上 的 点 一 一 对 应 的 数 集 是 ( “). 


A. 整数 集 B. 无 理 数 集 
C. 实数 集 D. 有 理 数 集 
讲解 ”此 题 B,C 均 为 所 求 ,是 错 题 . 

策略 2 否定 3 支 


即 只 要 能 否定 3 支 便 自动 肯定 第 4 支 (而 无 须 证 明 其 正确 ), 否 
则 4 个 全 是 诱 误 支 ,题目 是 错 题 . 

例 6-88 设 甲 是 乙 的 充分 条 件 , 乙 是 丙 的 充 要 条 件 , 丙 是 丁 的 
必要 条 件 , 那 么 丁 是 甲 的 ( 。 “). 


A. 充分 条 件 B. 必要 条 件 
C. 充 要 条 件 D. 既 不 充分 也 不 必要 条 件 
[1986 年 数学 高 考题 ] 


讲解 ” 丁 与 甲 的 关系 无 法 确定 . 4 个 选择 支 无 一 为 所 求 , 是 
错 题 . 


例 6- 89 ” 极 坐 标 方程 p = 2 一 fc5 表示 椭圆, & 的 值 域 
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为 ( ). 
A. {kl0<k<1| B. {kl0<k<2) 
C. lk| -1<k<0! D. {|2<k<4| 
讲解 & 的 取 值 应 为 
0< |k|<2. 
所 以 ,4 个 选择 支 中 没有 一 个 是 正确 的 ,这 是 错 题 . 
策略 3 逻辑 分 析 


即 先 对 选择 支 之 间 的 逻辑 关系 作出 判断 ,减少 选择 干扰 ,缩短 解 
题 长 度 .比如 ,车 A 真 时 B 也 真 , 则 A 必 假 ,否则 至 少 有 两 个 正确 支 ， 
与 “ 统 -… 前 提 " 了 矛盾 ;又 如 ,车 ASB 时 , 则 A,B 均 假 ,和 否则 将 有 两 个 正 
确 支 ;再 如 A,B 成 矛盾 关系 时 , 必 有 一 真 ,从 而 C,D 均 假 .熟悉 这 些 
逻辑 关系 ,自觉 进行 这 方面 的 逻辑 分 析 , 可 以 在 节约 使 用 数学 知识 的 
前 提 下 ,提高 解 题 的 效率 . 

(2) 由 “选择 前 提 ” 及 “选择 结论 " 知 ,只 须 从 指定 的 4 个 代号 中 
选择 -… 个 代号 , 既 不 说 明理 由 ,又 不 书写 过 程 ,这 对 一 类 题目 来 说 是 
提高 了 要 求 ,不 允许 有 任何 概念 上 的 模糊 .推理 上 的 朴 忽 和 计算 上 的 
粗心 ;而 对 另 一 类 题目 来 说 ,由 于 这 一 回答 方式 上 的 特征 而 提供 了 新 
的 机 会 ,从 而 产生 两 个 策略 : 

策略 4 合 情 推 理 

即 由 明显 的 几何 直观 .简单 的 逻辑 判断 特殊 的 数值 检验 ,以 及 
结构 特征 的 分 析 , 甚 至 猜想 ,迅速 作答 . 

策略 5 结论 也 是 已 知 信息 

就 是 说 ,要 充分 利用 4 个 选择 支 所 提供 的 信息 ,从 中 获取 积极 的 
暗示 (逻辑 分 析 已 体现 了 这 一 考虑 ) ,或 是 让 其 参加 推理 ,或 是 对 其 边 
推理 边 否定 ,或 是 直接 从 结论 出 发 道 推 验证 . 

3. 解答 选择 题 的 方法 体系 

由 上 述 结构 特征 与 求解 策略 ,可 以 顺利 得 出 解 选 择 题 的 方法 
体系 : 
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一 般 方 洁 一 -一 一 一 一 一 匡 明 对 各 党 
策略 1] 一 [肯定 型 解法 
| 
一 | 策略 站 -一 [到 辑 分 析 法 

、 [ 特 值 检验 淤 
a 


| 地 征 分 析 法 | 
[策略 引 - 一 [这 推 代入 法 


这 个 体系 ,以 选择 题 的 结构 特征 与 回答 方式 上 的 特点 为 基础 , 产 
生 几 个 策略 ,再 由 策略 推出 方法 ,从 根本 上 摆脱 了 选择 感 求解 上 的 替 
目 性 、 偶 然 性 和 零 硕 碎 打 式 的 一 招 一 式 .将 这 个 体系 列 成 表 , 就 是 6 
个 基本 方法 又 各 有 肯定 形式 与 否定 形式 的 12 个 技巧 解法 . 


基 术 不 形 巩 肯定 一 支 | 否定 三 支 | 解法 依据 
| 
求解 对 照 | 顺 推 肯定 | 顺 推 否定 | 常规 思路 


| 逆 推 代 人 ”| 壕 推 肯定 | 逆 推 囊 定 | 策略 5 
特 值 检验 | 特 值 肯定 | 特 值 否定 | ”策略 4 
俱 辑 分 析 | 逻辑 肯定 | 逻辑 否定 | 策略 3.5 
直观 选择 | 直观 肯定 | 直观 否定 | ”策略 4 
特征 分 析 | 特征 肯定 | 特征 否定 | ”策略 4 
策略 1 | 策略 2 | 解法 依据 

在 具体 使 用 这 些 方法 时 ,应 该 注意 到 求解 对 照 是 用 得 最 多 的 通 
用 方法 , 当 其 他 方法 都 无 能 为 力 时 ,求解 对 照常 能 成 功 ,但 在 使 用 求 
解 对 照 前 ,我 们 应 先 考 虑 其 他 方法 能 否 奏效 ,尽量 避免 “小 题 大 做 ”. 
同时 ,还 应 注意 多 种 方法 的 交替 使 用 . 

(1) 求解 对 照 法 

从 题 于 出 发 , 像 演算 常规 解答 题 一 样 往 下 做 ,并 把 得 出 的 结果 与 
4 个 选择 支 作 比较 , 若 演算 的 结论 恰 为 某 一 选择 支 ,我 们 就 称 为 顺 推 


EN 二 
| 


各 


| 
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肯定 , 若 演算 的 过 程 可 以 逐步 排除 3 个 诱 误 支 ,我们 就 称 为 顺 推 否 
定 . 一 般 说 来 , 顺 推 肯定 用 得 较 多 . 

值得 注意 的 是 , 顺 推 肯定 法 是 求解 选择 题 的 最 基本 方法 ,并 且 这 
种 方法 本 身 也 是 充满 技巧 的 (如 例 1 -6 中 的 解法 2,P.21). 

例 6-90 用 1,2,3,4,5 这 5 个 数字 ,可 以 组 成 比 20000 大 ,并 
且 百 位 数 不 是 数字 3 的 没有 重复 数字 的 五 位 数 ,共有 ( ). 

A. 96 个 B. 78 个 C. 72 个 D. 64 个 
[1985 年 数学 高 考题 ] 

解法 1 ( 顺 推 肯定 ) 直 接 计 算 满足 条 件 的 五 位 数 有 

P35 -2P4+ P3=78( 个 ); 

或 4P4 -3P3=78( 个 ); 
或 Pi+3*3.: 户 =78( 个 ). 选 B. 口 

解法 2 ( 顺 推 否定 ) 这 $ 个 数字 组 成 的 五 位 数 共 有 P35 = 120 
个 , 减 去 “1 开头 ”的 (尚未 减 够 ) 有 P; - P4= 96 个 ,可 否定 A; 再 减 去 
“3 在 百 位 上 ”的 (多 减 了 1 在 万 位 且 3 在 百 位 的 数 ) 有 96 - P4 =72， 
可 否定 C,D. 故 应 选 B.D 

例 6-91 等 差 数列 [a,} ,15,| 的 前 ”项 和 分 别 为 S。 与 也 , 若 


S, Cn 
庆 = 各 和 , 则 lm 禾 等 于 (。 )， 
V6 2 4 
A.l B. 3 C. 5 D. 3 
[1995 年 数学 高 考题 ] 
解 ( 顾 推 肯定 ) 由 极限 的 性 质 , 有 
, . Qnr+t+a 
lim p= lim pb 
lim n(an + al) 
a n(b, + bi ) 
-外 迄 = 和 妈 交 = 了 口 
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(2) 逆 推 代 人 法 

与 求解 对 照 法 的 思考 方向 相反 ,从 选择 支出 发 ,逐一 检验 是 否 与 
题 干 相 容 , 称 为 逆 推 代 人 . 若 检验 能 否定 3 个 诱 误 支 ,我 们 称 为 逆 推 
和 否定 ; 若 检验 能 肯定 一 支 , 我 们 就 称 为 逆 推 肯定 . 当 题 干 提供 的 信息 
太 少 .或 结论 是 一 些 具 体 的 计算 数字 时 (方程 及 不 等 式 的 解 集 等 ) ,用 
这 种 方法 是 较为 方便 的 . - 


例 6-92 在 下 列 函 数 中 ,以 3 为 周期 的 函数 是 ). 


A. y= sin2x + cos47r B. y= sin2rcos4r 
C. y= sin27x + cos27 D. y= sin2xcos27r 
[1994 年 数学 高 考题 ] 


分 析 由 于 以 3 为 周期 的 函数 有 无 穷 多 个 ,因而 用 求解 对 照 法 
难以 奏效 ,应 该 反 过 来 ,将 选择 支 代 人 已 知 条 件 加 以 检验 ， 
解法 1 ( 逆 推 否定 ) 将 A,B,C 逐一 检验 , 均 不 能 证 实 以 3 为 周 


期 ,从 而 了 为 所 求 . 口 
解法 2 ( 逆 推 肯定 ) 将 D 化 为 


y= sin4x ， 


其 周期 为 7 .又 选择 项 中 有 且 只 有 一 支 正确 , 故 选 D. 口 
例 6-93 设 a,b 是 满足 ab<0 的 实数 ,那么 ( ). 


A. latb|>la-6l| B. lat+b|l<|la-bl| 

C. la-6bl<|lal-lsbl|l DD. la-6bl<lal+lo6| 
[1987 年 数学 高 考 理科 题 ] 

解 将 4 个 选择 支 平方 后 ,有 

A. ab >0; B. ab<0; 

C. labl -ab <0; D. lab| +ab >0. 


由 B 等 价 于 ab<0 而 选 B 是 道 推 肯定 ,由 A,C,D 与 已 知 矛盾 
而 选 B 是 逆 推 否定 . 口 
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例 6- 94 在 下 列 各 图 中 ,y=az?+ bx 与 y=ax +b(ab 尖 0) 的 
图 像 只 可 能 是 ( ). 


了 了 


立 


二 
sd 


A B C ]) 
图 6-66 

L1986 年 数学 高 考 理科 题 ] 

解 ( 逆 推 否定 ) 由 已 知 条 件 可 以 确定 抛物 线 过 原点 (0,0) ,也 可 
以 确定 两 图 像 的 交点 坐标 为 (1,a +5), 但 是 无 法 确定 抛物 线 的 开口 
向 上 还 是 向 下 ,也 无 法 确定 对 称 轴 在 左 半 平 面 还 是 右 半 平面 ,除非 把 
选择 支 的 已 知 信息 加 进去 考虑 ,否则 满足 条 件 的 图 形 有 多 种 情况 . 这 
类 选择 题 宜 用 逆 推 法 . 

由 于 A 中 抛物 线 的 开口 向 上 (w >0) ,而 直线 的 斜率 为 负 (a< 
0) ,矛盾 ,可 否定 A. 

由 于 B 中 的 抛物 线 不 过 原点 ,与 已 知 了 矛盾 ,可 否定 B. 

由 于 C 中 抛物 线 的 开口 向 下 (a <0), 而 直线 的 斜率 为 正 (a > 
0) ,矛盾 ,可 否定 C. 

又 由 于 4 个 选择 支 中 必 有 一 个 正确 , 故 可 能 的 图 像 为 D. 口 

例 6-95 如 果 AC<0 且 BC<0, 那 么 直线 Ar+ By+C=0 
不 通过 ( 。 ”). 

A. 第 一 象限 B. 第 二 象限 

C. 第 三 象限 D. 第 四 象限 
[1992 年 数学 高 考题 ] 

解 ”此 题 可 有 多 种 途径 求解 (如 取 A=B=1,C= ~1, 用 特 值 
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检验 法 ), 但 用 逆 推 代入 法 仍 有 独到 之 处 .首先 将 方程 变 为 
(AC)z+(BC)y+C2=0. 

用 4 个 象限 的 符号 代替 x ,y 知 ,方程 对 A,B,D 相 容 ,而 与 C 矛 盾 . 

故 直 线 不 通过 第 三 象限 , 选 C. 口 

(3) 特 值 检验 法 

就 是 从 题 干 出 发 , 取 满 足 条 件 的 特殊 值 ,并 将 得 出 的 结论 与 4 个 
选择 支 作 比 较 ,产生 矛盾 或 根本 不 存在 的 选择 支 即 可 淘汰 . 若 通 过 特 
殊 值 可 肯定 1 支 ,我 们 称 为 特 值 肯定 ; 若 通过 特殊 值 可 否定 3 支 ,我 
们 称 为 特 值 否定 . 由 于 取 特 殊 值 的 过 程 通常 是 必要 条 件 过 程 , 所 以 特 
值 否 定 用 得 较 多 ,从 原理 上 讲 , 有 效 的 取 值 -- 次 至 少 可 以 否定 一 个 选 
择 支 ,因而 最 多 有 3 次 取 值 就 足够 了 ,最 好 的 情况 是 一 次 取 值 就 耕 定 
了 3 支 ,而 更 大 量 的 情况 是 取 2 次 特殊 值 (第 一 次 取 值 否定 2 支 , 再 

-次 取 值 否定 第 3 支 ,从 而 第 4 支 为 所 求 ). 那 么 ,怎样 才能 减少 取 值 
的 次 数 呢 ? 我 们 的 建议 是 作 选 择 支 的 结构 分 析 ,下 文 还 要 谈 到 . 

特 值 检 验 法 体现 了 黑箱 方法 ,在 8$84-1-9 例 4-23(P.181) 中 
曾经 说 过 ,其 独到 之 处 就 在 于 ,即使 不 知道 系统 内 部 的 构造 ,我 们 依 
然 能 通过 外 部 观察 而 了 解 系统 的 整体 功能 . 

与 求解 对 照 法 相 比 , 特 值 否定 法 弥补 了 顺 推 否定 法 的 不 足 . 


例 6-96 函数 y= -二 (的 图 像 是 ( ). 
[1995 年 数学 高 考题 ] 


Jy 


这 
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解 〈 特 值 否定 ) 取 函数 图 像 上 一 点 { 1，- 二 ,可 排除 A,C,D 


选 B. 
例 6-97 使 arcsinx >arccosz 成 立 的 ~ 的 取 值 范围 是 ( ). 
好 /2 
A. (2 B. (2 
、 V2 
c. [| -2) D. [—1,0) 
[1995 年 数学 高 考题 ] 
解 特 信 否 定 ) 取 z= 她 ,由 
arcsin (3 = 式 > 工 = arceos 3 
2 3756 2 
知 , 不 包括 吨 的 A,C,D 均 可 排除 , 选 B. 口 
(4) 逻辑 分 析 法 


否 存 
这 些 
辑 肯 


( 


就 是 对 选择 支 之 间 的 逻辑 关系 先 作 分 析 , 弄 清 各 选择 支 之 间 是 
在 同一 关系 ,从属 关 系 、 交 叉 关 系 、. 矛盾 关系 、 对 立 关系 等 ,通过 
关系 否定 诱 误 支 ,肯定 正确 支 . 前 者 称 为 逻辑 否定 ,后 者 称 为 逻 
定 . 

例 6-98 直线 与 平面 平行 的 充 要 条 件 是 这 条 直线 与 平面 内 的 
). 

A. 一 条 直线 不 相交 NY 

B. 两 条 直线 不 相交 


C. 任意 一 条 直线 都 不 相交 PGA 
D. 无 数 条 直线 不 相交 


[1984 年 数学 高 考题 ] 


必要 


解法 1 (人 逻辑 否定 ) 显 然 A,B,C,D 都 是 图 6- 68 
的 ,只 须 考 虑 充分 性 ,有 
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A 为 充分 条 件 和 >B 为 充分 条 件 一 
DD 为 充分 条 件 坊 C 为 充分 条 件 . 
故 A,B,D 均 应 排除 , 选 C. 口 
解法 2 (直观 否定 ) 设 直线 a 与 平面 a 相交 于 A, 在 平面 a 上 
过 A 作 一 直线 5, 则 a 上 每 一 条 与 6 平行 的 直线 都 与 a 不 相交 ,但 a 
与 a 不 平行 , 故 这 个 直观 图 可 否定 A,B,D. 选 C. 癌 
例 6-99 数 集 久 = |(2n +1)x,n 是 整数 | 与 了 =1(4&+1)r， 
& 是 整数 | 之 间 的 关系 是 ( ”). 
A. XCY B. XDY C. X=Y DD. XY 
[1984 年 数学 高 考题 ] 
解法 1 ( 顺 推 肯定 ) 由 
4k+1,n = 2k 时 ; 
4k-1,n=2k-1 时 . 


2n+1= 


知 X=Y. 选 C. 口 

解法 2 (逻辑 肯定 ){2n +11 是 全 体 奇数 ,14k 土 1| 是 由 奇数 组 
成 的 集合 ,有 X 二 Y ,这 否定 了 A. 

但 X2Y 时 , 即 若 B 真 , 则 D 也 真 ,所 以 B 必 假 , 只 有 X=Y, 得 
出 C 真 . 口 

解法 3 (逻辑 肯定 ) 若 A 真 则 D 真 , 故 A 假 ; 若 B 真 则 D 真 , 故 
B 假 . 

又 由 4& 土 1 为 奇数 知 X 汪 Y ,再 由 B 假 得 C 真 . 口 

解法 4 由 C,DD 成 矛盾 关系 知 必 一 真一 假 ,从 而 A,B 均 假 . 又 
X 二 Y 且 B 假 知 C 真 . 口 

例 6- 100 在 卡片 上 写 有 下 列 4 个 命题 
在 这 张 卡片 上 恰 有 1 个 命题 是 不 真 的 
在 这 张 卡片 上 恰 有 2 个 命题 是 不 真 的 
在 这 张 卡片 上 恰 有 3 个 命题 是 不 真 的 
在 这 张 卡片 上 恰 有 4 个 命题 是 不 真 的 
那么 在 它们 中 间 ,不 真 的 命题 的 数目 恰好 是 (  ). 
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A. 1 B. 2 C. 3 D. 4 

解 ”因为 卡片 上 的 任 两 个 命题 都 是 对 立 ( 互 斥 ) 的 ,所 以 ,4 个 命 
题 中 最 多 有 1 个 为 真 命题 , 亦 即 不 真 命题 最 少 有 3 个 ,这 就 排除 了 
A,B. 又 若 有 4 个 命题 不 真 , 则 第 四 个 命题 为 真 ,矛盾 ,排除 D, 应 
选 C. 

例 6- 101 关于 实数 a,b 的 下 述 4 个 关系 式 中 ,有 且 只 有 -一 个 
正确 ,这 个 正确 的 关系 只 可 能 是 ( ) 

A. lal<1 或 161<1 B. la|>1 HI6l>! 

C. lat+b|l<|l+abo| D. lal+|6|<2 

解法 1 (逻辑 分 析 法 ) 

若 C 真人 (az -1)(002 -1)>0 
或 B 真 ,推出 C,B 同 真 ; 
-| ia <1 推出 D 得 C.D 同 真 

均 与 "只 有 一 个 正确 "了 矛盾 , 故 C 不 真 . 

若 B 真 则 C 也 真 , 推 出 B,C 均 真 , 故 了 不 真 ; 

若 D 真 则 A 也 真 ,推出 D,A 均 真 , 故 D 不 真 . 

否定 C,B,D 后 ,应 选 A. 

解法 2 〈 特 值 否定 ) 取 。 = 十 ,5=2, 有 了 ,C,D 均 假 , 故 选 A. 口 

(5) 直观 选择 法 

就 是 通过 数 形 结合 的 方法 ,借助 于 具体 的 直观 ,迅速 肯定 1 支 或 
快捷 否定 3 支 ,前 者 称 为 直观 肯定 ,后 者 称 为 直观 否定 .由 于 选择 题 
不 用 书写 解 题 过 程 ,仅仅 填 上 一 个 代号 就 可 以 了 ,因而 借助 于 大 跨度 
的 直观 是 可 行 而 明智 的 . 

例 6 一 102 ” 设 全 集 1= (x,y)|x,yERI, 集 合 M = 
[D3=1|,N=1(z,y)1yz#z+1| .那么 了 5UN 等 于 ( ) 


A. 9 B. |1(2,3)| 
C. (2,3) D. {(zr,y)ly=zx+1| 
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[1990 年 数学 高 考题 ] 
解 (直观 肯定 ) 考 虑 各 集合 的 几何 意义 . 
1 表示 全 平面 ， 


M 表示 直线 y =x +1 去 掉 点 (2,3)， 

N 表示 全 平面 去 掉 直线 y= x+1， 

MU N 是 单元 素 集 合 1(2,3)|. 选 B. [] 
例 6- 103 在 四 棱锥 的 4 个 侧面 中 ,直角 ， 


二 角形 最 多 可 有 (  ). 图 6-69 

A. 1 个 B. 2 个 C. 3 个 D.4 个 

解 (直观 否定 ) 如 图 6- 69, 在 正方 体 ABCD - A1B1CiD1 中 
连 AB1,AC1,AD1, 则 四 棱锥 A 一 A1B1C1Di 的 4 个 侧面 都 是 直角 
三 角形 , 故 选 D. 贡 

(6) 特征 分 析 法 

就 是 抓 住 题目 (特别 是 4 个 选择 支 ) 所 提供 的 位 置 特征 .数值 特 
征 结构 特征 ,进行 大 跨度 、 粗 线条 的 推理 ,从 而 肯定 1 支 或 否定 3 
支 ,前 者 称 为 特征 肯定 ,后 者 称 为 特征 否定 .在 本 小 节 例 6- 85 中 ,我 
们 抓 住 了 “无 穷 个 满足 csag=9 的 等 比 数列 中 , 和 log3a1 + logaa2 + 
…+jlogjai0 是 惟 -一 的 , ”这样 一 个 结 梅 特征 ,给 出 了 水 平 4 的 小 题 巧 
做 .值得 指出 的 是 ,这 种 特征 分 析 对 于 非 选 择 题 虽然 只 有 辅助 的 作 
用 ,但 对 于 选择 题 却 是 严格 的 ,因为 选择 题 多 了 两 个 已 知 条 件 : 统 - 
前 提 ” 与 “选择 前 提 ”. 

例 6 104 已 知 过 球面 上 A,B,C 三 点 的 截面 和 球 心 的 距离 
等 于 球 半径 的 一 半 , 且 AB = BC = CA =2, 则 球面 面积 是 ( ). 

A. Ox B. 3 C，4T D. x 
[1994 年 数学 高 考题 ] 

解法 1 ( 顺 推 肯定 ) 设 球 的 半径 为 R, 公 ABC 的 外 接 圆 半径 为 
六 , 则 

4B _2 
” 2sin60” V3’ 
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又 由 R?=r?+ | 
2_ 4 >.16 
得 R= 37 = 9 
从 而 S=4rR2= Ox. 选 D. 口 


这 种 解法 没有 任何 知识 性 错误 ,结论 也 是 正确 的 ,但 费时 费事 、 
“小 题 大 做 "了 .注意 到 4 个 选择 支 中 ,A,B 对 应 的 球 半 径 小 于 1,C 
对 应 的 球 半径 等 于 1,D 对 应 的 球 半径 大 于 1, 利 用 这 些 结构 特 入 ,可 
以 得 出 下 面 的 简捷 解法 . 

解法 2 (特征 分 析 ) 计 算 全 ABC 的 外 接 圆 半径 ~ = 二 >1, 因 而 


RR 之 r>1, 有 
S=4xR>4r. 
但 A,B,C 均 不 大 于 4x, 只 有 选 D. 口 
这 个 解法 使 条 件 R?=r2+ (2 ) 成 为 多 余 , 甚 至 连 > 的 值 也 不 
用 计算 ,只 判断 + >1 就 够 了 .这 也 是 估 值 的 功能 . 


例 6- 105 函数 y= sinz + |cosz| + tanz + |cotx| 的 值 域 


| Sn 位 | COST | totx I COt 六 
是 ( ) 
A. 1—2,4| B. | -2,0,4| 
C. |—2,0,2,4| D. 1—4,—2,0,4! 
[1990 年 数学 高 考题 ] 


解 ”分别 讨论 各 三 角 函 数 在 4 个 象限 中 的 符号 ,具体 计算 出 值 
域 来 是 一 种 解法 ( 顺 推 肯定 ). 如 果 抓 住 选 择 支 中 "元 素 个 数 " 的 特征 ， 
那 就 可 以 省 去 具体 的 计算 . 

因为 函数 表达 式 中 的 每 一 个 加 项 的 绝对 值 都 是 1, 所 以 ,问题 便 
相当 于 在 4 个 1 的 前 面 添 加 正 、 负 号 : 
[zj1[#+)1[t)1[#|1. 
这 样 ,有 和 多少 种 不 同 (无 序 ) 的 添 法 就 有 多 少 种 不 同 的 数值 ,由 于 
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4 个 三 角 函 数 在 4 个 象限 中 的 符号 只 有 3 种 情况 :四 正 , 二 正二 负 、 
一 正三 负 , 因 而 值 域 应 是 3 个 元 素 ,这 就 否定 了 A,C,D, 选 B. 
这 个 解法 的 简捷 ,来 源 于 对 三 角 函 数 符 号 的 本 质 理 解 与 对 题 月 
实质 的 透彻 洞察 , 决 不 是 胡 猜 睹 碰 . 
例 6- 106 在 (zz+3z+2) 的 展开 式 中 z 的 系数 为 ( ) 
A. 160 B. 240 C. 360 D. 800 
[1992 年 数学 高 考 理科 题 ] 
解 (特征 肯定 ) 因 为 xz? 乘 以 式 中 的 另 两 项 不 会 产生 一 次 项 >， 
故 确定 x 的 系数 与 x? 项 无 关 , 只 须 考虑 (3x +2); 展开 式 中 的 x 项 
就 够 了 : C4 (3x)'24=240x, 选 B. 口 
例 6- 107 把 复数 1+ ; 对 应 的 向 量 按 顺 时 针 方向 旋转 持 ,所 
得 到 的 向 量 对 应 的 复数 是 ( ). 
EP -1+/3, RB -1+/3, 二 1=y3， 


A 2 一 3 2 

、 一 1+Y3 ,1-Y3. 1-V3 ,~1~V3. 

“2 
[1990 年 数学 高 考题 ] 


解 (特征 否定 )1+ i 对 应 的 辆 角 为 于 , 按 顺 时 针 方向 旋转 竺 后 
得 到 的 辆 角 为 于 ~ 笠 = - 闻 , 在 第 四 象限 且 不 等 于 - 下 .但 A 的 加 
角 在 第 二 象限 ,C 的 辐 角 为 - 下,D 的 辐 角 在 第 三 象限 , 均 可 否定 , 故 
选 B. 口 

这 是 抓 住 辆 角 的 位 置 特征 ,使 问题 的 求解 简化 . 

例 6- 108 如 果 函 数 f(z)= zx*+ br+c 对 任意 实数 : 都 有 
f/(2+4)=/(2-), 那 和 4( 。 ). 

A. /DW<AHAD<14) BFD<A2)<A(4) 

C. f(2)<f(4)<f(1) D. f(4)</f(2)</£(1) 
[1992 年 数学 高 考题 ] 
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解 (特征 和 否定) 由 已 知 函 数 的 开口 特征 和 对 称 轴 特 征 , 取 -- 个 

满足 条 件 的 函数 
f(r)= (zr -2) 

由 f(1)=1,f(2)=0,/(4)=4 可 否定 B,C,D. 故 选 A. 口 

4. 选择 支 的 结构 分 析 

上 面 的 许多 例子 告诉 我 们 ,从 选择 支 中 获取 信息 是 选择 题 精巧 
求解 的 -一 个 源泉 .但 是 ,这 里 面 有 一 些 技术 问题 ,比如 , 逆 推 代 人 时 ， 
是 A,B,C,D 顺 次 代入 ,还 是 有 目的 地 挑 某 -一 选择 支 先 代入 ? 显然 ， 
弄 好 了 ,我 们 代入 一 个 选择 支 就 能 算出 结论 ,问题 是 ,如何 选择 顺 
序 呢 ? 

又 如 , 特 值 检验 时 ,碰巧 了 , 取 上 1 个 值 就 否定 了 3 支 ,问题 是 ,这 
个 特殊 值 是 怎么 找到 的 ? 

为 了 解决 这 些 问题 ,我 们 建议 采用 “选择 支 的 结构 分 析 法 ”. 它 的 
做 法 是 把 4 个 选择 支 的 内 容 对 照 着 列 成 一 个 表 , 然 后 对 比 它们 的 关 
系 , 找 出 最 关键 的 环节 、 找 出 最 特别 的 数值 . 找 出 最 经 济 的 解 题 方案 . 

例 6- 109 四 边 形 ABCD 的 边 AB,BC,CD,DA 之 长 分 别 是 
1,9,8,6( 如 图 6-70), 对 于 以 下 命题 

中 四 边 形 ABCD 外 切 于 圆 ; 

@ 四 边 形 ABCD 不 内 接 于 圆 ; 

@ 对 角 线 不 互相 垂直 ; 入 

DD LADC>0°; g 

@ 全 BCD 是 等 腰 三 角形 . 
正确 的 认识 是 ( ). 

A. 四 真 .四 假 . 四 真 1 5 

B. @ 真 、@ 假 、@ 真 ® 多 6_ 加 

C. 四 真 .@@ 假 、@ 仿 

D. 名 假 . 名 假 、@ 真 
[1986 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 

讲解 ”判断 5 个 命题 后 对 照 选 择 , 等 于 做 了 5 道 题 ,实在 是 “小 
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中 ©@ © @ © 

| 一 十 7 十 1 ] 5 一 

?7 ? | + | - + 
| | -一 

? ? + - - 

? | - | 


对 于 中 号 命题 , 若 为 假 则 只 能 和 否定 A; 若 为 真 则 什么 也 不 能 肯 
定 .什么 也 不 能 否定 ,做 了 一 个 无 效劳 动 . 

对 于 四 号 命题 , 若 为 假 则 做 了 无 效劳 动 ; 若 为 真 可 否定 A,]). 

对 于 @ 号 命题 , 若 为 假 则 可 否定 B,C; 若 为 真 则 只 能 否定 D. 

对 于 句号 命题 ,车 为 假 则 可 否定 B; 若 为 真 则 只 能 否定 C. 

对 于 人 @ 号 命题 ,4 个 选择 支 都 作 了 表态 ,信息 最 多 ,无 论 真 假 ,都 
能 否定 两 个 选择 项 .所 以 应 该 从 @ 号 命题 做 起 ， 
由 AC<AB+ BC=10, 
知 AD?+ CD*= 10 > AC’. 
得 二 ADC 是 锐角 . 故 由 假 , 这 就 否定 了 A,D. 

又 因为 只 有 句号 命题 对 B,C 表明 了 真 假 , 故 应 再 判断 回 号 命 
题 ,由 

BD<A4B+A4D=7<CD<BC， 

知 全 BCD 不 是 等 腰 三 角形 ,这 就 否定 了 B, 应 选 C. 口 

于 是 ,选择 支 的 结构 分 析 告 诉 我 们 : 应 从 人 四 号 命题 做 起 . 作 两 次 
判断 便 可 得 出 结论 . 这 就 完全 避免 了 盲目 性 ,提高 了 自觉 性 和 技 
巧 性 . 

例 6 一 110 设 实数 a ,5，,c 满足 


@ 表 中 ,十 表示 肯定 ,一 表示 否定 ,? 表示 未 作 判 断 . 
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1 +7=0， 
b+c2z+pc-6a+6=0， 
那么 a 的 取 值 范围 是 ( ). 


A.(-co,+oo) B. (-co,1U[9,+co) 
C. (0,7) D. [1,9] 
[1986 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 


讲解 ”本题 求 解 的 方法 很 多 ,其 中 正面 求 出 a 的 范围 D 比较 麻 
烦 ( 需 保证 充分 又 必要 ), 但 否定 A,B,C 比较 容易 .列表 


(~%,0] (0D [1| (7) | [7,9) | 9 K9,+%) 
A| + | | 


+ 十 十 十 + 
IB + + 一 | 一 | + | + 
ic 一 十 十 一 一 一 
D 一 十 十 十 十 一 
由 表 可 见 , 一 般 地 ,a 到 两 个 特殊 值 必 可 作出 选择 ;特殊 地 , 取 a 

= 广 时 ,由 已 知 第 二 式 可 得 


| 
i 


1 | 十 | 十 | 十 


2 2 cY 3 2 
0=6*+c +bc+3= 1b+ +~c<+3 之 3. 


矛盾 ,这 表明 ,包括 a = 亏 的 A,B,C 均 应 否定 , 选 了 D. 


事实 上 ,由 表 中 第 三 列 可 见 , 取 a€(0,1) 均 有 否定 A,B,C 的 功 
能 ,所 以 ,利用 已 知 第 二 式 不 取 任 何 特殊 值 也 能 简捷 求解 (从 而 第 一 


式 成 为 多 余 ). 
解 由 已 知 第 二 式 ,得 
6(a -1) = 62+cz+p = (s+§) + 30>0 
2 4 二 


有 a 衬 1, 所 以 ,包含 a<1 的 A,B,C 均 应 否定 . 选 DD. 口 
6-3-3 解 填空 题 的 策略 分 析 
填空 题 是 一 类 传统 题 型 ,古代 科举 中 称 为 贴 经 , 近 10 年 来 ,又 常 


第 六 章 ” 解 题 策略 455 


与 选择 题 一 起 成 为 标准 化 考试 的 基本 题 型 ,研究 这 一 类 题目 的 解法 ， 
是 培养 策略 意识 的 又 一 好 途径 . 

1. 填空 题 的 认识 

数学 填空 题 通常 是 将 一 个 数学 真 命题 写成 当中 缺少 一 些 语句 的 
不 完整 形式 ,要 求 将 缺少 的 语句 填写 在 指定 的 空位 上 ,使 之 成 为 一 个 
完整 而 正确 的 数学 命题 . 

在 一 道 填空 题 中 ,要 求 填空 的 部 分 可 以 是 一 处 也 可 以 是 多 处 ,但 
最 基本 的 格式 为 

若 4 则 _ _. 

从 填写 的 内 容 看 ,主要 有 两 类 填空 题 , 其 一 是 定量 型 的 ,要 求解 
答 者 填写 数值 . 数 集 或 数量 关系 ,如 方程 .不 等 式 的 解 ,函数 的 定义 
域 . 值 域 .周期 . 某 参 变量 的 值 或 变化 范围 等 .其 二 是 定性 型 的 ,要 求 
填写 具有 某 种 性 质 的 数学 对 象 或 数学 对 象 的 某 种 性 质 . 

如 果 一 道 填空 题 经 完 型 之 后 仍 不 能 成 为 真 命题 ,通常 是 考生 的 
错误 ,特殊 情况 下 是 出 题 的 错误 (参见 $74). 

2. 解 填空 题 的 基本 方法 

填空 题 的 求解 与 选择 题解 答题 的 求解 均 有 联系 ,其 中 比较 重要 
的 特点 有 3 个 . 

特点 1 与 选择 题 相 比 ,填空 是 缺少 选择 支 的 信息 ,更 像 一 道 解 
答题 ,因而 解答 题 的 求解 策略 (参见 6-3-2) 可 以 原封 不 动 地 移植 
到 填空 题 上 来 ,由 此 产生 直 解 法 . 

特点 2 与 解答 题 相 比 ,填空 题 不 用 说 明理 由 ,又 无 须 书写 过 
程 ,这 一 方面 是 要 求 每 一 步 都 不 允许 出 错 (否则 “一 步 失误 ,全 题 皆 
空 ”) , 另 一 方面 是 更 接近 选择 题 ,因而 选择 题 的 “ 合 情 推 理 " 等 策略 也 
适用 于 填空 题 ,由 此 产生 特例 法 .图 解法 等 . 

特点 3 ”由 于 填空 题 常 常用 来 考查 基本 概念 、 基 本 运算 ,大 多 是 
一 些 能 从 课本 找到 原型 或 背景 的 题目 ,可 以 通过 观察 联想 与 转化 ， 
变 为 基本 问题 ,这 是 填空 题 与 一 些 高 档 综 合 题 的 重要 区 别 . 

还 要 指出 ,定量 型 的 填空 题 一 定 要 运算 到 最 终结 果 并 保持 准确 
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值 (除非 规定 了 精确 度 ). 

(1) 直 解 法 

就 是 直接 从 条 件 出 发 推出 结论 ,然后 将 最 后 结果 填 人 空位 处 . 由 
于 填空 题 不 需要 过 程 ,因而 可 以 跳 过 一 些 步骤 ,大 跨度 前 进 . 为 了 节 
省 时 间 ,还 可 手 算 与 心算 相 结合 . 例 3- 11(P.135) 及 例 6- 111 表 
明 , 直 解 法 也 是 充满 技巧 的 . 


例 6-111 函数 y= 振 二 1 的 反 函 数 的 定义 域 是 。 


ec“ 十 | 
[1989 年 数学 高 考题 ] 
解法 1 先 求 出 反 函 数 


再 解 不 等 式 


可 得 定义 域 ( -1,1). 口 

这 种 解法 相当 于 用 通 法 做 了 一 道 解答 题 ,是 解 填空 题 中 的 “小 题 
大 做 ”, 对 本 题 的 这 种 处 理 是 不 策略 的 . 

解法 2 反 函 数 的 定义 域 就 是 直接 函数 y= 二 ] 的 值 域 , 记 4 
三 e* 之 0, 由 

_ -1+(+DA 
1+A 

知 ,y 分 -1,+1 为 定 比 *>0, 因 而 y€ (一 1,1), 即 反 函 数 的 定义 域 
为 (一 1,1). 口 

解法 3 分 别 令 z 一 -co,z 一 +oco 可 得 y 的 值 域 (1,1), 此 即 
反 孙 数 的 定义 域 . 口 ] 

后 两 种 解法 转化 为 求 直 接 函 数 的 值 域 ,只 要 基本 概念 清楚 ,心算 
即 可 完成 , 几乎 没有 运算 量 . (还 可 令 er = tana .或 转化 为 斜率 来 
求解 ) 

例 6 一 112 函数 y = sinzcosz + sinr + cosz 的 最 大 值 是 
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[ 1990 年 数学 高 考 理科 题 ] 


解法 1 y = 了 sin27 +V5sinf 十 于 


= - 广 cos2 (z+ 刘 ) +Vasin( r+ 对) 


=sin (2 + 于 | +V5sn( + 到) -六 


= [sin (+ :| - 一 |， 


当 sin{z+ 手 )=1 时 ,y 的 最 大 值 为 了 1Y2. 口 
如 此 处 理 这 道 题 就 有 相当 的 难度 了 ,由 于 填空 题 不 需要 过 程 ,所 
以 ,我 们 可 以 大 路 度 直 奔 结论 
解法 2 只 须 找 一 个 ,使 


. 1 . 
yi 二 SINTCOSX 一 7 Sin27， 


. . 工 
V2 二 SINT + CoOsT = Visin( x 十 4 )， 


同时 达到 最 大 值 .由 于 z= 至 时 ,yy 同时 取 大 值 , 故 ww = 二 +， 
这 相当 于 在 解法 1 中 只 写 出 第 一 行 就 直 奔 结论 . 口 

(2) 特例 法 

当 填 空 题 暗示 ,答案 是 一 个 “ 定 值 " 时 ,我 们 可 以 取 一 个 ( 些 ) 特 殊 
数值 .或 -个 特殊 图 形 .或 一 种 特殊 结构 来 确定 这 个 定 值 ,以 节省 扒 
理论 证 的 过 程 .对 于 解答 题 ,特例 常常 只 有 辅助 的 作用 (提示 解 题 方 
向 .诱发 解 题 思路 等 ) ,而 对 于 填空 题 却 就 是 答案 了 . 当 题 目的 条 件 是 
从 - 般 性 的 角度 给 出 时 ,特例 法 尤其 有 效 .在 例 1- 16(P.32), 例 5- 
33 注 (P.309), 例 6 一 11(P.354) 中 已 经 见 过 这 方面 的 例子 . 

例 6- 113 已 知 |a,| 是 公差 不 为 零 的 等 差 数列 ,如 果 S, 是 


:TI .Nan 
la 的 前 项 和 ,那么 lim 忆 "等 于。 
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[1990 年 数学 高 考 理科 题 ] 


解法 1 等 差 数列 的 公差 4 关 0 时 ,a, 是 2 的 一 次 函数 ,S, 是 
的 二 次 函数 


an=adn+t+k,， 


S, = + hn. 


有 lim = lim mk =2. 口 
2 ”nth 


解法 2 取 一 个 公差 不 等 于 0 的 数列 a=, 则 S, = 下 二 +1， 


有 避 人 -2. 口 


例 6-114 P 为 椭圆 3+ 入 =1(a>6>0) 上 的 点 ( 非 长 轴 两 


端点 ) ,FE 为 焦点 ,A 六 的 内 心 , PA 的 延长 线 交 下 ,下 ， 
于 B, 则 BA :AP 的 值 为 


终 6 71 图 6 一 72 


解法 1 〈 直 解法 ) 如 图 6-71, 连 AF'. 由 椭圆 的 定义 知 
PF + PF,=2a, 
FiB+BF,=2c=2V a’—b?. 
又 由 角 平 分 线 的 性 质 有 
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FB BF FIB+BF 2c rc 
PF ~ PF, PFI+PF, 2a a . 
再 由 AF| 为 角 平 分 线 得 
BA_FB ce 
AP PF a 
解法 2 ( 特 解 法 ) 如 图 6 一 72, 取 点 PP 在 y 轴 上 , 则 A,B 也 在 y 
轴 上 ,PR =a,RFIB=c=vVa: 一 妇 , 由 角 平分 线 的 性 质 , 得 
BA_FB_e 口 
AP PF a 
(3) 图 解法 
由 于 填空 题 不 用 写 出 论证 过 程 ,因而 画 出 辅助 图 示 进 行 直 观 分 
析 便 可 填 上 最 后 答案 .这 是 一 种 数 形 结合 的 解 题 方法 . 


例 6- 115 如 果实 数 z,y 满足 等 式 (z -2)+ y?=3, 那 么 学 


的 最 大 值 是 __. 
[1990 年 数学 高 考 文科 题 ] 


解法 1 ( 直 解 法 ) 设 =&, 联 立方 程 
(x -2)+y=3, 
y= kr; 


消去 y, 得 
(1+k2)r* -4r+1=0. 
由 z 为 实数 知 ,方程 的 判别 式 非 负 
A=16-4(1+A2) =4(3- 驻 ) 之 0， 


有 -33 委 & 委 V3. 
当 二 = 十,y= 娩 时 , 取 最 大 人 /3. 口 图 6-73 


解法 2 (图 解法 ) 在 直角 坐标 系 上 作 圆 A: 
(z -2+y=3. 


这 时 守 就 是 图 上 任 一 点 (+ ,y) 与 原点 连 线 的 斜率 了 . 如 图 6 一 73, 当 
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连 线 成 为 切线 OB 时 ,斜率 最 大 ,由 OA =2,AB=Y3, 得 OB=1, 且 
YY _AB_ 
四 tan/ AOB = OB =V3. 


例 6-116 已 知 = 二 3 求 w+wt+l 的 值 . 
[1986 年 数学 和 高 考题 ] 
解 由 已 知 得 


1 = cos0 + zsin0 ， 
加 dr ，. ，4r 
‘1y 二 COS 3 + 1sin 3 


> 


ou” 一 cos 全 十 isin 径 ， 
视 这 3 个 复数 所 对 应 的 向 量 为 单位 圆 
上 的 3 个 共 点 力 ( 如 图 6- 74) ,它们 两 两 图 6 7 
夹 角 为 储 , 因 其 合力 为 0, 故 得 
w+wt+1=0. 

例 6-117 在 球面 上 有 4 个 点 P,A,B,C, 如 果 PA ,PB,PC 
两 两 二 相 垂直 且 PA = PB = PC = au, 那么 这 个 球面 的 面积 是  _. 
[1991 年 数学 高 考 理科 题 ] 

解法 1 ( 直 解 法 ) 如 图 6-75, 连 直径 PQ 交 面 ABC 于 日 ,由 
PA= PB= PC,0O0A=0O0B= OC 知 PH| 面 ABC . 设 球 的 半径 为 RR， 
则 AB= BC= CA=Y2a, 由 


Vp- ABC = VA pgc, 


A 工 Y3 2\。 _a 
得 3 4 (2a°): PH 6 
有 PH = 号。 


又 在 Rt 和 APAQ 中 ， 
PA’*= PH': PQ, 
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即 a = (Ba )2R, 
得 R= 风 oa， 


从 而 球面 的 面积 为 $=4xR?= 3xa?. 口 ] 

解法 2 (图 解法 ) 由 题 想 图 ,就 是 求 棱 长 为 & 的 正方 体外 接 球 
的 面积 . 因为 外 接 球 的 直径 等 于 正方 体 的 对 角 线 , 故 有 2 尺 =V3a ,从 
而 得 


S=4rR2=3ra2. 口 
6-3-4 多 参 减 元 的 策略 


含有 多 个 字母 ( 亦 称 为 参数 ) 的 数学 题 是 一 类 颇具 挑战 性 的 题 
型 ,通过 “ 减 元 "来 解决 它 包 含 着 分 多 为 少 . 化 繁 为 简 . 变 难为 易 的 日 
然 想 法 .那么 ,怎样 实现 " 减 元 的 目标 呢 ? 这 又 是 培养 策略 意识 的 
个 好 课题 . 

我 们 的 解 题 经 验 表明 ,下 述 9 条 措施 共同 体现 了 多 参 减 元 的 
策略 . 

1. 代 换 ”把 若干 参数 的 整个 式 子 换 成 一 个 新 的 宁 母 ,于 是 问题 
中 的 参数 就 减少 了 .这 是 换 元 法 基本 换 元 方式 中 的 一 种 . 

2. 消去 或 者 让 一 部 分 参数 互相 抵消 ,或 者 让 部 分 参数 代替 
另 一 部 分 参数 . 比如 ,在 解 方 程 中 消 元 法 ,数列 求 和 ( 积 ) 中 的 交 义 消 
去 法 等 ,都 是 这 一 -措施 的 表现 . 

3. 分 离 。” 把 一 部 分 参数 从 整体 或 男 一 部 分 参数 中 分 离 出 来 . 比 
如 ,由 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 .或 两 直线 重合 的 条 件 ,可 以 把 系数 
参数 与 未 知 数字 母 分离 ; 同 样 , 由 二 次 方程 是 否 有 实 根 ,也 可 以 把 包 
括 系 数 参数 的 判别 式 独立 出 来 (判别 式 法 ). 

4. 取 值 ”让 一 部 分 参数 取 具 体 数字 .或 是 特殊 值 .或 是 边界 值 、 
平均 值 等 .这 是 特殊 化 的 一 个 应 用 . 

5. 分 阳 “把 多 个 参数 分 类 分 步 ,分 段 逐 次 处 理 , 每 次 处 理 一 部 
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分 . 当 处 理 某 个 ( 些 ) 参 数 时 ,可 把 其 余 参数 作为 次 要 参数 或 干脆 看 成 
已 知 数 ( 主 元 素 法 ). 

6. 分 解 ” 把 多 参数 式 子 分 割 为 若干 个 较 少 参数 的 式 于 ,由 各 个 
分 割 式 的 性 质 再 组 合成 原先 的 性 质 , 常 见 的 有 委 加 法 . 连 乘法 等 . 

7. 对 称 ”如果 多 参数 本 身 具有 对 称 性 ,那么 可 以 把 问题 归结 为 
一 个 ( 些 ) 参 数 的 研究 (对 称 性 分 析 ). 

8. 限定 ”如 果 对 多 参数 作 大 小 顺序 的 排队 .或 具有 某 种 性 质 的 
编号 ,问题 常常 可 以 转化 为 处 理 某 个 ( 些 ) 特 殊 元 素 , 如 考虑 最 大 、 最 
小 元 素 . 这 正 是 有 序 化 与 极端 原理 的 应 用 (有 效 增设 ). 

9. 摆脱 多 参数 细节 上 ,头绪 上 的 纠缠 ,从 整体 或 全 局 上 去 考虑 
问题 (整体 原理 ). 

例 6-118 已 知 

(1) 2<al<asRa 人 Ra 人 bh; 

(2) a1 + a2 + a3+ a4>b1 + by. 
求证 aja2a3a4 宇 6b162. QD 

分 析 1 求证 式 有 6 个 参数 ,并 且 左 、 右 两 边 字 母 不 相同 ,无 法 
直接 比较 它们 的 大 小 ,因此 减 元 时 必须 顾及 字母 的 统一 .这 有 两 条 途 
径 , 或 者 都 换 成 ai ,或 者 都 换 成 5;. 比如 换 成 a;. 由 

bib< (403) < (04+ 02+ 03+ es) 
知 , 欲 证 中 ,只 须 证 

4ala2a3a4 宇 (a1 + a2+a3t+as). © 
这 就 减少 了 两 个 参数 .继续 减 元 ,把 @@ 的 左边 取 特 殊 值 缩 小 ,而 右边 
让 a3 代替 a1,a, 进行 放大 ,由 

4aia2a344 之 4':2:2:43a4=16a3a4， 

(a1tastastas) (3a3t+as) 
知 , 欲 证 外 ,只 须 证 

16a3a4 宇 (3a3 + a4)， © 
即 (a4 ~ a3)(a4 -9a3)<0. (Gh 
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由 已 知 条件 (1) ,得 a4 -a3 之 0, 所 以 要 证 @ 只 须 证 
a4 委 9a3. 

但 由 已 知 (1)、(2), 有 
ai+az+a3s+a4 过 b+ 0 之 2a4， 


得 a4 委 al+ az+as 魏 3a3<9a3. 


就 是 说 , 式 @@ 成 立 , 反 推 回去 ,四 .@ .四 、 四 成 立 . 


分 析 2 由 上 面 的 分 析 知 , 欲 证 中 只 须 证 他 : 
4alaaza3a4 辫 (al+az+a3s+ as). 

实施 换 元 , 设 
b=altata3, C=a1d2d3. 

问题 转化 为 

(a4 十 b) <4cas. 

为 了 继续 减 元 ,我 们 用 5 来 代替 c ,注意 到 
b atata3 -asatasta3_ 3 
C alaza ~ 2.2.a3 4 


有 c> 学 ， 
欲 证 @ ,只 须 证 
(as 68):< pas, 


即 (a -3)(as-36)<0, 
亦 即 $<ar<36. 
但 由 已 知 条 件 (1)、(2) 可 得 


a3 人 a4Sal+ a2+ a3, 


从 而 


3 


就 是 说 , 式 四 成 立 , 反 推 回 去 ,@.,@.O .@ .GO .中 成 立 . 


十 十 十 十 
2 -21 学 3 93 字 3 altaytas=b<3b. 


© 


这 里 的 两 个 解 题 思 路 ,运用 了 代 换 、 消 去 . 取 值 等 策略 ,把 6 个 参 
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数 减少 为 4 个 .3 个 .最 终归 结 为 2 个 参数 的 证 明 . 
最 后 指出 , 当 a1=a2=a3=a4=2,4b1= b=4 时 ,不 等 式 可 以 
取 等 号 . 
例 6-119 已 知 方程 组 


TI1T2°"" T1987 T1988 = 1, OD 
TI X273°°" T1988 = 1, 四 
ZIZ2 一 T374…1988 二 |， (3) 
ZIz2 71987 — T1988 = 1. 
求 T1987. 
分 析 1 实施 换 元 的 策略 , 记 
| 
V7 T1988- 
则 由 首尾 两 个 方程 有 
| zw 三 二 ， 
| uv=1. 
这 表明 ,4, 一 vw 是 关于 z 的 二 次 方程 
1 -+t—1=0 (A) 


的 两 个 根 . 这 里 体现 了 集中 的 策略 ,把 ,wv 两 个 参数 集中 到 参数 1 
上 . 同 理 , 设 
1 
4 ~ T1987 T1988- 
由 第 由 个 方程 及 第 1987 号 方程 知 ,p,g 也 是 方程 (A) 的 两 个 根 ,十 
是 有 


1+V5 _ 1+Y5 
p= 2 


得 x1987 = 有 3 个 搭配 值 
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| 二 3+y5 -~37Y5 
9 2 9 2 “ 


在 这 里 , 换 元 摆脱 了 数 以 千 计 方程 的 迷 魂 阵 . 同 时 也 有 集中 与 分 
解 的 应 用 . 
分 析 2 作 代 换 
T= T2986 0, 


Mm T1987) 


用 me 乘 第 1988 号 方程 ,再 把 中 代 人 


nr mr-1=0, (B) 
用 x 乘 第 1987 号 方程 ,并 代入 得 
x2 一 一 =0. (() 


这 表明 (B),(C) 两 个 二 次 方程 有 非 零 公共 根 , 对 (B),(C) 分 别 乘 
以 后 ,得 


(px mr 一 并 三 0， 
mx -mzr~1=0, 
x -x =0, 
1 -rr -1=0, 
也 就 是 齐 次 线性 方程 组 
My — My2 ~ 3 三 0， 
m2y; — mys— ys=0, 
MM Ty 3 三 0， 
\ 了 2 -3 一 中 二 0， 
有 非 零 解 (x) ,x?,x ,1). 因 而 分 离 出 系数 行列 式 
| za -nm 一 1 0 
0 = 0 m2? —m -1 
1 -1 —1 0 
| 0 1 一 | 一 1 


=(m-1) (m+3m+1). 
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得 w= zio7 的 3 个 取 值 
-3+Y5 ~3-Y5 
2 ” 2 


工 ， 
这 里 的 减 元 策略 , 既 用 1 来 消去 乘积 2 之 1988， 又 用 TX 来 代 
换 工 .x2….riog6 ,最 后 把 x 看 成 主 元 素 ,用 分 离 的 策略 把 问题 归结 为 
一 元 四 次 方程 的 求解 . 
例 6-120 车 正 数 al ,ay，…,a， 满足 a 二 1, 则 


> 
证 明 实施 分 解 的 策略 ,每 次 只 处 理 一 个 字母 . 


Ci na; na; 


个 


Qi ntl 
(n+ Dr] 


nl 
-a 
n nai 


取 i=1,2,…,n ,再 连 乘 组 合 起 来 


到 -1 
a 1 1 "| 1 ) 委 
+ 二 =)>[n+i) (一 一 一 一 ]" 
Bl a)>(n+3) nala2 an 
>>(>+ 元 轩 
n 
一 一 >>1, 可 由 
Nn"ala2 an 


1 = ai VY ala"an 
变形 得 到 . 口 
例 6- 121 已 知 实数 2Z1y7z2，73 满足 


Zl+z2z+Zza=a(a>0)， 
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[a 


zi+ XI + x3= 手 ， 
求证 0<xi<ha, i1=1,2,3. 
证 明 由 对 称 性 ,只 须 考虑 一 个 字母 x ,有 


(x 十 r2)? (a 一 xr1)? 
> 7 2 


解 得 0 入 zi 委 二 . 


习 题 六 


1. 谈 谈 你 对 解 题 策略 的 认识 . 

2. 介绍 你 体会 最 深 的 一 二 个 解 题 策略 ,举例 说 明 你 是 如 何 应 
用 的 . 

3. 下 面 两 道 应 用 题 各 属于 什么 题 型 : 

A. 工程 问题 B. 追 及 问题 

C, 流水 问题 D. 平均 问题 

(1) 里. 乙 两 人 织 毛线 , 甲 5 小 时 织 的 数量 与 乙 8 小 时 织 的 数量 
相等 , 现 乙 织 了 2 小 时 后 甲 才 开始 织 , 问 再 过 几 小 时 甲 与 乙 织 的 数量 
相等 ? 

(2) 某 人 从 甲 地 走 往 乙 地 ,甲乙 两 地 之 间 有 定时 的 公共 汽车 往 
返 ,而 且 , 两 地 发 车 的 间隔 都 相等 ,他 发 现 每 隔 6 分 钟 开 过 来 一 辆 去 
甲 地 的 公共 汽车 ,每 隔 12 分 钟 开 过 来 一 辆 去 乙 地 的 公共 汽车 , 则 公 
共 汽 车 每 隔 几 分 钟 从 各 自 的 始 发 站 发 车 ? 

4. 分 析 下 列 3 道 高 考题 , 找 出 它们 共同 的 几何 结构 ,成 为 一 个 
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基本 图 形 . 

(1) [1995 年 文科 (24) 题 .理科 (23) 题 ] 如 图 6-- 76,ABCD 是 图 
柱 的 轴 截 面 , 点 无 在 底面 的 圆周 上 ,AF | DF ,FE 是 垂 足 . 

(全 求证 AF_| DB. (习题 四 第 18 题 ) 

如 果 AB = a ,圆柱 与 三 棱锥 D - ABE 的 体积 比 等 于 3x. 求 

文科 : 点 下 到 截面 ABCD 的 距离 . 

理科 : 直线 DE 与 平面 ABCD 所 成 的 角 . 

(2) [1986 年 文理 科 第 三 题 ] 如 图 6--77,AB 是 圆 O 的 直径 ， 
PA 垂直 于 圆 O 内 所 在 的 平面 ,C 是 圆周 上 不 同 于 A,B 的 任意 -- 
点 . 求证 平面 PAC 垂直 于 平面 PBC. 


S 
P 
DE Nc 
7 E 
4 C 
4 B B 
NW 
E C B 


图 6-76 图 6-77 图 6--78 


(3) [1990 年 文 .理科 (23) 题 ] 如 图 6- 78, 在 三 棱锥 S - ABC 
中 ,S4 上 底面 ABC,4AB | BC.DE 垂直 平分 SC, 且 分 别 交 AC ,SC 
于 D,E. 又 SA=AB,SB= BC. 求 以 BD 为 棱 , 以 BDE 与 BDC 为 
面 的 二 面 角 的 度数 . 

运用 逢 种 解 题 策略 求解 5 一 62 题 

5. 甲乙 两 队 各 出 7 名 队员 按 事先 排 好 的 硕 序 出 场 参 加 围棋 档 
台 赛 ,双方 先 由 1 号 队员 比赛 , 负 者 被 淘汰 , 胜 者 再 与 负 方 2 号 队员 
比赛 ,…… 直 到 有 一 方 队员 全 被 淘汰 为 止 , 另 一 方 获得 胜利 ,形成 一 
种 比赛 过 程 ,那么 所 有 可 能 出 现 的 比赛 过 程 的 种 数 为 ” . 
L1988 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 
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6, 设 A 是 一 个 有 个 元 素 的 集合 ,A 的 mm 个 子 集 4 ,4 ，…， 
A 两 两 互 不 包含 , 试 证 


(DS ol 2) 号 CA 
[1993 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 


7. 空间 中 有 x 个 点 (2 袜 4) ,任何 三 点 不 共 线 ,任何 4 点 不 共 
面 ,过 每 两 点 连 一 条 直线 , 问 所 连 的 直线 中 ,有 几 条 蜡 面 直线 ? 

8. 设 A,B,C,D 是 一 条 直线 上 依次 排列 的 4 个 不 同 的 点 ,分 
别 以 AC ,BD 为 直径 的 两 圆 相交 于 X 和 Y ,直线 XY 交 BC 于 Z. 若 
P 为 直线 XY 上 异 于 2Z 的 一 点 ,直线 CP 与 以 AC 为 直径 的 圆 相交 
于 C 及 M, 直 线 BP 与 以 BD 为 直径 的 加 相交 于 B 及 NN. 试 证 
AM,DN 和 XY 三 线 共 点 . 

[IMO3-1] 

9. 设 ja, | 是 正 数 组 成 的 数列 ,其 前 n 项 和 为 5, ,并 且 对 于 所 有 
的 自然 数 n ,a, 与 2 的 等 差 中 项 等 于 S, 与 2 的 等 比 中 项 . 求 数列 
fa, | 的 通 项 公式 . 

1 


10. 已 知人 ABC 的 三 个 内 角 A,B,C 满足 At+ C=2B, A 十 


一 = . 求 os 全 的 值 . 
[1996 年 数学 高 考题 ] 

11. 若 三 角形 A 与 三 角形 B 的 面积 相等 ,求证 一 定 可 以 把 A 分 
成 个 互 不 重 又 的 三 角形 Al,A,,…, A, ,把 B 分 成 个 互 不 重 赤 
的 三 角形 B1,B;,…,B, ,使 A; 纽 B;(i=1,2,…,n)( 叫 做 面积 相等 
的 三 角形 必 齐 分 相等 ). 

12. 求证 ”在 周 长 一 定 的 简单 闭 曲 线 的 集合 中 , 圆 的 面积 最 大 . 

13. 证 明 对 ”之 4, 每 一 个 有 外 接 圆 的 四 边 形 ,总 可 以 划分 成 
n 个 都 有 外 接 圆 的 四 边 形 . 

[IMO4 -2] 
14. 在 一 个 游戏 中 这 样 计 分 ,回答 一 个 容易 的 问题 得 3 分 ,回答 
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一 个 较 难 的 问题 得 7 分 ,在 不 能 作为 选手 总 分 数 的 整数 集合 中 , 求 最 
大 值 . 

15. 1024 名 网 球 手 用 淘汰 制 争夺 单打 冠军 , 问 一 共 需 进行 多 少 
场 比赛 ? 

16. 已 知 a1,a2,…,ag 为 非 零 实数 ,求证 alesao, azagay， 
a3adaag，; 一 434547， 一 Qa1a6a8g8; 一 Qa2Q4a9 中 必 有 一 个 正 数 而 又 不 能 
全 为 正 数 . 

17. 设 X= 站 ,2,…,n|, 试 求 

(1) 所 有 子 集 的 所 有 元 素 之 和 ，; 

(2) 所 有 子 集 的 最 小 元 素 之 和 ; 

(3) 所 有 子 集 的 最 大 元 素 之 和 . 

18. 求 和 > kCt. 

19. 比较 16” 与 18。 的 大 小 . 

20. 在 平面 内 给 出 了 100 个 点 ,其 中 没有 3 点 在 一 条 直线 上 , 考 
察 以 上 述 点 为 顶点 的 所 有 可 能 的 三 角形 , 试 证 这 些 三 角形 中 至 多 只 
有 70% 的 三 角形 是 锐角 三 角形 . 

[TIMOD -6] 

21. 设 忆 ,下 分 别 在 正方 形 ABCD 的 边 BC ,CD 上 滑动 ,但 保持 
了 EAF=45" .证明 个 AEF 的 高 AH 为 定 值 . 

22. 如 图 6-79, 人 A+ALB+ALAC+ 
LD+ AE+AF+ /AG 的 度数 为 


[1983 年 天 津 市 初中 竞赛 题 ] 
23. 解 方 程 
2z3+2V3z2+3z+yV3-1=0. 
24. 已 知 
9a+3b+c=0, 
9d +3e+f=0. 
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求证 (cd ~af)}=(ae— bd)(bf -ce). 

25. 已 知 -2 一 -全 一 ,求证 tamz = 好 

26. 证 明 lg2 为 无 理 数 . 

27. 100 个 人 站 成 一 行 , 自 1 起 报 数 , 凡 报 奇数 者 离队 , 留 下 的 再 
次 自 1 起 报 数 , 凡 报 奇 数 者 又 离队 .这 样 反复 下 去 ,最 后 留 下 一 个 人 ， 
问 这 个 人 第 一 次 报 数 为 多 少 ? 

28. 有 关于 z 的 3 个 方程 : 

x :+4mzr—4m+3=0, 
r+(m-1)rt+m’=0, 
Xx +2mr —2m=0. 

它们 中 至 少 有 一 个 存在 实数 根 , 求 m 的 取 值 范围 . 

29. 如 图 6 80, 已 知 @O 分 别 是 正 合 ABC 的 内 切 圆 、 正 
全 A1B1Ci 的 外 接 圆 ,求人 Ai1B1Ci 与 人 ABC 的 面积 之 比 . 


图 6-80 图 6-81 


30. 如 图 6-81, 六 边 形 ABCDEF 内 接 于 @O, 且 AB = BC 
= CD=Y3+1,DE = EF= FA =1, 试 求 面积 SapcpFF. 

31. 如 图 6 一 82, 直 角 三 角形 ABC 中 ,C= 90’,AC=26,BC 
=a,AC 边 的 两 个 端点 分 别 在 平面 直角 坐标 系 中 的 正 半 轴 上 滑动 ， 
求 动 点 B 到 原点 的 最 大 距离 . 

32. 已 知 边 长 为 10 的 正方 形 ABCD 的 边 4B ,CD 的 中 点 分 别 
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图 6-82 图 6-83 

为 ,下 ,如 图 6 一 83, 当 正方 形 运 动 时 ,始终 保持 着 | OP - OP，| 
=5Y2, 求 证 原点 到 直线 AC, BD 的 距离 之 积 为 定 值 . 

33. 有 一 个 小 孩 掉 在 河 里 抱 住 了 一 根 圆 木 随 水 向 下 漂流 .有 3 
条 船 逆水 而 上 ,在 对 应 河岸 上 P 的 地 方 ,同时 与 圆 木 相遇 ,但 没有 发 
现 圆 木 上 有 小 孩 ,三 条 船 的 速度 是 已 知 且 不 相同 的 . 当 3 条 船 离开 P 
点 一 小 时 后 ,船员 们 同时 从 收音 机 中 听 到 圆 木 上 有 小 孩 要 求 营救 的 
消息 ,因此 3 条 船 同 时 返回 ,去 追 圆 木 . 当晚 孩子 的 父母 被 告知 ,小 孩 
已 在 离 P 点 6 千 米 的 下 游 某 处 被 救 起 , 问 哪 条 船 先 扎 上 贺 木 救 这 个 
孩子 ? 

34. 车 方程 |cosx | = axr +1 恰 有 两 解 , 求 a 的 取 值 . 

35. 车 xz,X2，… ,Xn 均 为 正 数 ,n >1, 且 0<b<r. 则 


Vzr? + X2 — 27r17x200S0 + Vr? + 一 2z2z3cosg 十 十 


V zz + Xo 一 2z rancosg + Vez? + zi 一 2znzlcosg 
守 V2 - cosgj(zl + zy + + x ). 
36. 已 知 zx,y,z 为 正 数 , 且 zw(z+y+z)=1, 求 表达 式 (z+ 
y)(y+zx) 的 最 小 值 . 
[1989 年 全 苏 数学 竞赛 题 ] 
37. 方程 2* = x? 解 的 个 数 为 ( ). 
A.0 B.1 C. 2 D. 3 
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38. 设 直线 ! 经 过 点 A(0,1) ,并 且 与 抛物 线 y=x+ 只 有 一 个 公 
共 点 , 求 直线 1 的 方程 . 

39. 如 果 曲 线 y=6z 与 (x 一 m+ y=4 没有 公共 点 ,求实 数 
m 的 取 值 范围 . 


40. 已 知 0< zr1<z2< 六 ,求证 


tanz2 2 
tanxi Xi 
41. 将 一 个 四 棱锥 的 每 个 顶点 染 上 一 种 颜色 ,并 使 同一 条 棱 的 
两 端点 异 色 ,如 果 只 有 5 种 颜色 可 供 使 用 ,那么 不 同 的 染色 方法 的 总 
数 是  _. 
[1995 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 
42. 已 知 zl1>0， zl 天 1, 且 


za(zz+3)， 
这 n+ 一 3x2 + (n=1,2, ) ， 


试 证 数列 {z, 上 | ,或 者 对 任意 自然 数 n 都 满足 zx, < ,+1, 或 者 对 任意 
自然 数 ”都 满足 z > 
[1986 年 数学 高 考 理科 第 八 题 ] 

43. 函数 F(z) 满 足 条 件 

几 过 )-27(z)=z， 

求 | f(z)| 的 最 小 值 . 

44. 求 三 角 式 的 值 

(1) sinl0’sin30°sin50°sin70"; 

(2) cos:36° + cos’24° ~ cos36° cos24" 

45. 求 和 S, = Cocosr + Clcos2z 十 …+ Ccos(n +1)z7. 

46. 已 知 cl=0,2a,+:1=3av+VSsa2+4, 求 证 存在 常数 &, 使 


Qn+1= kan 一 an-1. 


47. 有 互 不 相等 的 12 个 自然 数 ,它们 均 小 于 36, 求 证 这些 自 
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然 数 两 两 相 减 所 得 的 差 中 ,至 少 有 3 个 相等 . 

48. 设 rz1 ,7 ,TX3,XT4,Xs 都 是 自然 数 , 旦 满足 zi + za+x3+z4 
+ zs 二 XI1XT2T3X4X5; 求 xs 的 最 大 值 . 

49. 直线 上 分 布 着 n 个 点 ,我 们 来 标 出 以 这 些 点 为 端点 的 -一切 
可 能 的 线段 的 中 点 . 试 求 至 少 可 以 得 出 多 少 个 互 不 重合 的 中 点 ? 若 
这 个 点 分 布 在 空间 ,情况 如 何 ? 

50. 在 一 次 乒乓 球 循环 赛 中 ,n 之 3 名 选手 中 没有 全 胜 的 . 证 明 
一 定 可 以 从 中 找到 3 名 选手 A,B,C, 使 A 胜 8B,B 胜 C,C 胜 A. 

51. 设 S 为 平面 上 的 一 个 有 限 点 集 ( 点 数 宇 5), 其 中 若干 点 染 上 
红色 ,其 余 的 点 染 上 蓝 色 , 当 中 任何 3 个 及 3 个 以 上 的 同色 的 点 不 共 
线 .求证 存在 一 个 三 角形 ,使 得 

(1) 它 的 3 个 顶点 涂 有 相 辣 颜色 ; 

(2) 这 三 角形 至 少 有 一 第 边 (线段 ) 上 不 包含 男 一 种 颜色 的 点 . 

52, 证 明 任何 四 体面 中 ,一 定 有 一 个 顶点 ,由 它 出 发 的 3 条 核 
可 以 构成 一 个 三 角形 . 


[IMO1o. 4] 
53. 已 知 二 次 方程 (mp 一 np)zY+ (np nn)jrt+(mn-mp) 
=0 有 两 个 相等 的 实 根 ， 求证 二， 方 , 少 成 等 基数 列 


nm’”n 


54. 如 图 6-84, 正 比例 函数 y = 和 y= 


az(a >0) 的 图 像 与 反比 例 函数 y= 上 (hk>0) 
的 图 像 分 别 相交 于 A 点 和 C 点 .车 Rt 人 AOB 
和 Rt 人 COD 的 面积 分 别 为 $1 和 Ss, 则 Si 与 
S; 的 关系 是 (。。). 

A. SI1>5, B. S$S1=5; 

C. Si<S。 DD. 不 确定 
[1992 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 

55. 设 a1,a2,…,at9n 是 1,2,…,1979 这 些 自然 数 的 任意 一 个 
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排列 .为 了 配对 , 令 aiggo =0. 从 计算 5b; = |az;-1 一 a2i| 中 得 到 数列 
b1,62，,…,b990; 再 从 计算 c; = 1652;-1 一 62;| 中 得 到 数列 cl, cz，…， 
ca95; 为 了 配对 令 c4%6=0, 从 计算 d; = |c2; .1 一 c2;| 得 到 数列 di ,dz>， 
…,d248. 如 此 类 推 ,一 直 算 下 去 ,最 后 得 到 -- 个 数 x ,求证 x 是 偶数 . 


56. 求 方程 V a 一 Va + x 二 x 的 实数 解 . 
57. 已 知 xz>0,y>0, 且 x 关 y, 求 证 


Xtiy 


58. 剧院 的 座位 排 成 p 排 ,g 列 ( 我 们 规定 把 纵 行 的 座位 叫做 
列 ), 这 样 , 整 个 剧院 可 容纳 pg 个 观众 (p >>1,g >>1). 在 每 一 个 座位 
上 坐 着 一 个 小 学 生 ,他 们 都 不 一 样 高 .老师 在 每 一 排 中 挑选 个 子 最 矮 
的 学 生 , 在 这 些 最 矮 的 学 生 中 ,个 子 最 高 的 等 于 a .然后 老师 在 每 -… 
列 中 ,挑选 个 子 最 高 的 学 生 , 他 们 之 中 最 矮 的 等 于 45. 试 说 明 ,3 个 关 
系 式 a<65,a=6b,a >b 之 中 的 哪 一 个 可 以 表示 数 a 与 6b 的 关系 .并 
弄 清 : 当 剧院 里 小 学 生 调 整 座位 时 ,这 个 关系 是 否 会 改变 ? 
[1963 年 匈牙利 竞赛 题 ] 

S9. 若 zyyyz 为 互 不 相等 的 非 负 实数 ,求证 V zi+ry+y 十 
Vy+yte ty trrtr /I(rt+y+z). 

60. 四 边 形 ABCD 中 , 若 AD+ BC= AB+CD, 求 证 ”四边形 
ABCD 存在 内 切 圆 . 

61. 求 曲线 y>=z3 -3z2z+3z 与 y 轴 及 直线 y=2 所 围 成 的 图 
形 面积 . | 

62. 证 明 ”对 于 和 为 1 的 正 数 a1,a,,，…,a;, 有 不 等 式 


2 2 2 2 
Ql 02 Qn-l1 Un 1 
,十 十 之 , 
alta, Q2 二 Q3 an-i1ta, ar+al 2 
63. 选择 题 


在 每 小 题 给 出 的 4 个 选项 中 ,有 且 只 有 1 项 是 符合 题目 要 求 的 . 
(1) A,B,C,D,E 五 个 人 并 排 站 成 一 行 ,如 果 B 必须 站 在 A 
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的 右边 (A ,B 可 以 不 相 邻 ) ,那么 不 同 的 排 法 共有 (  ”). 


A. 24 种 B. 60 种 C. 90 种 D. 120 种 
[1990 年 数学 高 考题 ] 

(2) 圆 zz+2z+ 罗 +4y-3=0 到 直线 zx+y+1=0 的 距离 为 
V2 的 点 共有 ( ). 

A. 1 个 B. 2 个 C. 3 个 D. 4 个 


[1991 年 数学 高 考题 ] 
(3) 设 9 是 第 二 象限 的 角 , 则 必 有 ( ). 


A. tan $ >o0t § B. tan <oor®§ 
.4 0 in OAL 

C. sin 7 >00s 7 D. sin 方 7 < cos 7 
[1994 年 数学 高 考题 ] 

(4) 若 正 棱锥 的 底面 边 长 与 侧 棱 长 相等 , 则 该 棱锥 一 定 不 是 
(  ). 

A. 三 棱锥 B. 四 棱锥 

C. 五 棱锥 D. 六 棱锥 
[1993 年 数学 高 考题 ] 

(5) 如 果 函 数 y= sin2z + acos2x 的 图 像 关 于 直线 xz = 一 于 对 
称 ,那么 a=( ). 

AL B.- C1 D.-!1 
[1994 年 数学 高 考题 ] 


(6) 如 果 方程 z?+ ky* =2 表示 焦点 在 y 轴 上 的 椭圆 ,那么 实数 
& 的 取 值 范围 是 (  ). 


A. (0, +co) B. (0,2) 
C. (1, +co) D. (0,1) 
[1994 年 数学 高 考题 ] 


(7) 函数 y= arccos(sinz)| - 可 <z< 等 ) 的 值 域 是 ). 
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A. (和 要, 汉 ) B. [人 | 
5 ol 
[1994 年 数学 高 考题 ] 


(8) 已 知 集合 EE= 10|cos0 <<sin9,0 寺 9 志 2x},F=10|tan0<< 
sin0| ,那么 记 门 下 为 区 间 ( ). 


A. (¥,7) B. (于 ,学 ) 
c. (x Dp (到 ,于 
[1993 年 数学 高 考题 ] 


(9) 平行 六 面体 ABCD - A1B1C1D1 的 两 个 对 角 面 4CCIA， 
与 BDD1B1 都 是 矩形 , 则 这 个 平行 六 面体 是 ( ) . 

A. 正方 体 B. 长 方 体 

C. 直 平 行 六 面体 D. 正四 楼 柱 

(10) 如 果 西 ” 边 形 下 (2 过 4) 的 所 有 对 角 线 都 相等 ,那么 ( ). 

A. FE {四 边 形 | 

B. FE {五 边 形 | 

C. FE | 四边形 | U :五 边 形 | 

D. FE { 边 相 等 的 多 边 形 } UU {内 角 相 等 的 多 边 形 | 
[1982 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 题 ] 


(11) 在 [0,2r] 上 满足 sinz 之 放 的 z 的 取 值 范围 是 ( 。 ) 
5 
A [0.8] 3. (8,€] 
2 RL 

c [#9] 
[1992 年 数学 高 考 文科 题 ] 

(12) 如 果实 数 z,y 满足 等 式 (z -2)?+ y?=3, 那 么 半 的 最 大 
值 是 ( 。). 
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A. 方 B. 写 c. 汪 D. 3 
[1990 年 数学 高 考 理科 题 ] 


(13) 如 图 6-85, 正 三 棱锥 S-- ABC 的 > 
侧 棱 与 底面 边 长 相等 ,如 果 玉 ,下 分 别 为 SC， 天 
AB 的 中 点 ,那么 异 面 直线 EF 与 SA 所 成 的 c 


角 等 于 )， 
A. 90° B. 60” C, 44” D. 30° 4 

[1990 年 数学 高 考题 ] 图 6- 85 
(14) 直线 br + ay=ab(a<0,6<0) 的 倾斜 角 是 (  ). 
A. arctan( -过 B. arctan{ -多 
C. rarctan 人 D. rarctan 大 

[1993 年 数学 高 考 理科 题 ] 


(15) 在 (1- zx3)(1+z)n 的 展开 式 中 ,zs 的 系数 是 (  ). 

A. -297 B. -252 C. 297 DD. 207 
[1995 年 数学 高 考 理科 题 ] 

(16) 用 1,2,3,4,5 这 5 个 数字 ,组 成 没有 重复 数字 的 三 位 数 ， 
其 中 偶数 共有 (  ). 

A. 24 个 B. 30 个 C.40 个 ”DD.60 个 

(17) 复数 sin40" - icos40" 的 辐 角 为 ( ). 

A.40 B.140 C.220 DD. 310° 
[1987 年 数学 高 考 文科 题 ] 

(18) 水 池 装 有 编号 为 D.@、@、@、@@ 的 5 条 水 管 ,其 中 有 些 是 
进 水 管 ,有 些 是 出 水 管 ,如 果 同 时 开放 两 条 水 管 , 注 满 水 池 的 时 间 如 
下 表 : 


| 开放 水 管 号 | D® | @9@ | @@ | @9 | ©0D 
注 满 水 池 的 
| 时 间 ( 小 时 ) 上 ° - 
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那么 单 开 一 条 水 管 ,最 快 注 满 水 池 的 水 管 编号 为 ( 小， 
A.D BO CC DG 或 @ 
[1989 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 


(19) 若 下 [1 二 ) = , 则 下 列 等 式 中 正确 的 是 人 ). 


A.F(-2-z)= -2-F(z) B. F(-7x)= F(1) 


C. F(zr 1)= F(z) D. F(F(zx))=-—x 
[1984 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

(20) 设 一 1<a<0,0=arcsina ,那么 不 等 式 snz<a 的 解 集 为 
( ). 

A. |rl2nx+0<xr<(2n+1)r-0,n€EZ|! 

B, {zl2nxr-0<zr<(2n+1)r+0,nEZ| 

C. {fri(2n -1)r+0<r<2nr-0,n€Z| 

D. jzl(22 -1)x-0<xr<2nxnt+0,n€2! 
[1986 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

64. 填空 题 

(CD 求 (1z1+ 全 -2) 的 展开 式 中 的 常数 项 
[1984 年 数学 高 考 理科 题 ] 
(2) 已 知 等 比 数列 |a,1 的 公 比 g>1, 并 且 a1 =6(5 关 0), 求 
lim ®t 2 en 
nrooQ6 十 QIT 十 十 Qn 
[1988 年 数学 高 考 理科 题 ] 

(3) 已 知 等 差 数 列 1a, | 的 公差 d 关 0, 且 al,ai,as 成 等 比 数列 ， 
则 -24 一 2329 的 值 是 


a2+ a4tajo 


[1992 年 数学 高 考 文科 题 ] 
(4) 如 果 三 棱柱 ABC -~ A1B1Ci 中 , 若 世 ,五 分 别 为 4B,AC 的 
中 点 ,平面 EB1CIF 将 三 棱柱 分 成 体积 为 Vi, V, 的 两 部 分 ,那么 
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Vi:V,= ， 
[1990 年 数学 高 考题 ] 

(5) arctan 广 +arctan 方 的 值 是 
[1991 年 数学 高 考题 ] 

(6) 4 个 不 同 的 小 球 放 人 编号 为 1,2,3,4 的 4 个 盒 中 , 则 恰好 有 
一 个 空 盒 的 放 法 共有 _ 种 (用 数字 作答 )， 
[1995 年 数学 高 考题 ] 

(7) 已 知 集合 

M= |z,zy,lg(zy)| 

及 N= {0,|z|,y|, 


并 且 M = N, 那 么 os (at) + (+) + ... 
+ [2 + 21 的 什 等 于 
[1987 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 
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数学 习题 的 研究 与 数学 解 题 的 研究 是 密切 相关 的 ,本 书 的 第 
章 就 已 经 谈 过 对 数学 习题 的 种 种 认识 ,第 四 、 五 章 又 从 不 同 角度 涉 
及 .本 章 将 继续 讨论 数学 习题 的 分 类 ,数学 题解 的 检验 , 解 题 错误 的 
分 析 , 最 后 研究 数学 习题 的 科学 性 要 求 与 编 拟 方法 . 


7 一 1 数学 习题 的 分 类 


在 8$1-1-1 中 ,我 们 曾 把 数学 题 分 为 两 类 ,练习 型 与 研究 型 . 
其 分 类 标准 是 “结论 是 否 为 已 知 ”. 其 实 , 按 不 同 的 需要 不同 的 标准 ， 
数学 习题 有 不 同 的 分 类 .下 面 讨论 的 是 练习 型 问题 的 一 些 常 见 分 类 . 

1. 二 分 法 

将 数学 题 分 成 两 类 ,一 类 叫 求解 题 ,一 类 叫 求 证 题 . 

(1) 求 解 题 

这 类 题 的 主要 特征 是 ,题目 未 明确 写 出 结论 ,需要 我 们 通过 演算 
或 推理 把 结论 找 出 来 , 即 以 寻找 目标 对 象 为 主 . 大量 的 计算 题 都 属于 
这 一 类 , 求 轨迹 或 作 图 也 归 入 这 一 类 .常见 的 求解 题 有 : 求 数 、 式 各 种 
运算 的 值 ;化 简 题 ; 解 方程 ; 解 不 等 式 ; 求 函数 的 特征 数值 (如 极 值 . 零 
点 等 ); 求 排列 数 、 组 合 数 ; 求 数列 的 项 ,项 数 、 和 ; 求 轨迹 或 轨迹 方程 ; 
画图 等 . 

(2) 求 证 题 

这 类 题 的 主要 特征 是 ,题目 明确 写 出 结论 ,需要 我 们 通过 推理 或 
演算 去 证 实 它 . 即 以 判定 命题 真 假 为 主 ,如 
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1) 求 证 数量 关系 方面 :如 证 明 恒 等 式 、 条 件 等 式 .不等式 ,以 及 几 
何 图 形 中 的 数量 关系 证 明 题 . 

2) 求 证 图 形 之 间 位 置 关 系 ; 如 证 明 平行 .证 明 垂 直 .证明 全 等 .证 
明 相似 、 证 明 共 点 证明 共 面 .证 明 共 贺 以 及 证 明 对 称 性 .周期 性 等 . 

3) 求 证 某 种 数量 具有 某 种 性 质 : 如 证 明 有 关 参 数 的 性 质 ; 函数 的 
性 质 ,方程 根 的 性 质 等 . 

2. 三 分 法 

即 从 二 分 法 中 ,把 具有 实际 操作 性 问题 抽出 来 ,独立 为 一 类 求 作 
题 (包括 一 部 分 应 用 题 ). 

3. 学 科 分 类 

分 为 代数 题 .三角 题 .平面 几何 题 . 平 面 解析 几何 题 .立体 几何 
题 ,继续 还 可 以 有 二 级 .三 级 分 类 等 . 比如 代数 题 ,又 可 分 为 方程 题 、 
不 等 式 题 .函数 题 .数列 题 ……:; 而 方程 还 可 分 为 代数 方程 与 超越 方 
程 并 继续 细 分 . 

4. 教 学 分 类 

(1) 按 教学 活动 的 形式 可 分 为 : 口 答题 . 板 演 题 .讨论 题 .课堂 练 
习题 ,家庭 作 业 题 .思考 题 .复习 题 .测验 题 .考试 题 .竞赛 题 等 . 

(2) 按 解答 的 方式 可 分 为 :选择 题 .填空 题 .是 非 题 . 改 错 题 .计算 
题 .证 明 题 . 作 图 题 等 . 

(3) 按 综合 程度 分 类 ;单一 性 题目 与 综合 性 题目 ;而 综合 题 又 有 
纵向 综合 与 横向 综合 之 分 . 

(4) 按 得 分 率 分 类 : 

1) 容 易 题 ,通过 率 在 0.7 以 上 ; 

2) 中 档 题 ,通过 率 在 0.4 一 0.7 之 间 ; 

3) 难 题 ,通过 率 在 0.4 以 下 . 

5. 按 评分 的 客观 性 分 类 

(1) 客 观 性 题 :如 是 非 题 .选择 题 .填空 题 (并 非 全 部 ) 等 .无 论 谁 
阅卷 得 分 都 一 样 ,评分 客观 ,可 使 用 机 器 阅卷 . 

(2) 主 观 性 题 : 需 详细 写 出 解 题 过 程 的 求解 题 或 求证 题 .不 同 的 
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人 阅卷 有 可 能 产生 得 分 上 的 差异 . 

6. 按 要 素 分 析 分 类 

这 在 $4 一 1 中 谈 过 ,数学 题 是 一 个 由 4 要 素 组 成 的 系统 RCY， 
O,Z,P). 当 4 个 要 素 都 为 已 知 时 , 称 为 标准 型 问题 ; 当 4 个 要 素 中 只 
有 1 个 是 学 生 所 不 知道 时 , 称 为 训练 型 问题 ; 当 4 个 要 素 中 有 2 个 是 
学 生 所 不 知道 时 , 称 为 探索 型 问题 ; 当 4 个 要 素 中 有 3 个 是 学 生 所 不 
知道 时 , 称 为 问题 型 问题 . 

7. 按 题目 条 件 与 其 答案 的 确定 性 分 类 

(1) 封 闭 性 习题 : 指 条 件 恰当 (不 多 不 少 ) .答案 固定 的 题目 .现行 
教材 中 使 用 的 基本 上 都 是 这 类 题 , 亦 称 为 常规 性 题 或 收敛 性 题 . 

(2) 开 放 性 习题 :条 件 与 结论 不 匹配 ,条 件 多 余 时 需 选 择 , 条 件 不 
足 时 需 补充 . (本 书 暂 不 展开 讨论 ) 

8. 按 认识 的 范畴 分 类 

(1) 纯 数学 题 :题目 只 涉及 数学 概念 .符号 .定理 .法则 公式、 不 
直接 与 生产 .生活 实际 相 联 系 . 

(2) 应 用 题 (文字 题 ): 把 数学 知识 用 于 解决 生产 .生活 中 的 实际 
问题 ,如 例 3-3(P.105), 例 4-6(P.152), 例 4-8(P.1S7), 例 6-3 
(P.345) , 例 6-24(P.368), 例 6-36(P.379) , 例 6-37(P.380) 等 都 
有 一 定 的 实际 背景 . 在 强调 素质 教育 的 今天 ,这 类 题目 的 训练 不 可 忽 
视 . 近 年 高 考 推出 的 信息 迁移 题 是 应 用 题 的 一 种 新 形式 , 它 即时 设计 
一 个 陌生 的 数学 情景 (信息 ) ,要求 学生 在 理解 的 基础 上 运用 所 学 的 
知识 和 方法 灵活 地 解 题 (迁移 ) ,情况 有 点 像 英语 中 的 “阅读 理解 ,或 
语文 高 考 中 的 “材料 作文 "( 例 7-1, 例 7-2, 例 7-75). 

例 7 一 1 在 测量 某 物理 量 的 过 程 中 , 因 仪 器 和 观察 的 误差 ,使 
得 n 次 测量 分 别 得 到 ai ,a2,…,an; 共 nn 个 数据 .我 们 规定 所 测量 的 
“最 佳 近似 值 ”"a 是 这 样 一 个 量 , 与 其 他 近似 值 比 较 ,a 与 各 数据 的 差 
的 平方 和 最 小 , 依 此 规定 ,从 ai,az，…,ar 推出 的 c=_ 

[1994 年 数学 高 考题 ] 
例 7 一 2 某 地 现 有 耕地 10000 公顷 .规划 10 年 后 粮食 单产 比 


484 数学 解 题 学 引 论 


现在 增加 22% ,人 均 粮食 占有 量 比 现在 提高 10% . 如 果 人 口 年 增长 
率 为 1% ,那么 耕地 平均 每 年 至 多 只 能 减少 多 少 公顷 (精确 到 1 公 
项 )? 【粮食 单产 = 和 薪 地 国 机 ,人 均 粮 食 占 有 量 = 二 党 上 


[1996 年 高 考 数学 题 ] 


7 一 2 ”数学 题解 的 检验 


7 一 2 一 1 检验 的 作用 


1. 确 认 答 案 正确 性 的 一 种 措施 

这 适用 于 一 切 数学 习题 . 我们 每 做 完 一 道 题 昌都 应 该 检验 有 无 
不 人 台 题 意 的 地 方 ,检查 有 无 朴 漏 .差错 或 笔 误 ,以 确保 解答 的 正确 与 
完整 . 

2. 解 题 过 程 的 必 不 可 少 的 步骤 

凡是 用 “必要 条 件 " 来 解 的 题目 ,其 充分 性 都 未 加 证 实 , 因 而 欲求 
充 要 条 件 的 答案 都 必须 检验 ,这 是 解 题 的 必 不 可 少 的 步骤 . 如 分 式 方 
程 .无 理 方程 .超越 方程 .函数 方程 ,其 求解 缺少 同 解 原理 作 保证 , 因 
而 必须 检验 ;对 于 应 用 题 ,检验 其 实际 意义 也 是 不 可 或 缺 的 . 

上 述 两 个 作用 ,反映 了 不 同性 质 的 两 种 检验 . 

例 7 一 3 设 c,a,x 为 实数 ,c 天 0,z 为 未 知 数 ,讨论 方程 


log(c+d)x= -1. OD 
在 什么 情况 下 有 解 ? 有 解 时 求 出 它 的 解 . 
[1984 年 数学 高 考 理 科 题 ] 


讲解 “本题 满分 14 分 .由 有 
(«+4) =z, (x >0) 
x 


即 z (ert)=1, 
T 
亦 即 cr +d=1, 
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有 并 (c 天 0). 


所 以 , 当 c 关 0 [Ee >0 时 ,方程 有 解 
了 
人 一 c » 

当年 的 许多 考生 做 到 这 里 以 为 能 得 满分 ,其 实 只 能 得 8 分 ,还 要 
扣 掉 6 分 . 主要 原因 是 没有 检验 . 通过 检验 还 可 以 发 现 了 = 上 是 增 
根 ,正确 的 答案 应 补充 两 点 . 

(D)c>0,d<Lczxl-d 或 c<0,d>1c 关 1- 时 ， 


Ty l=-d 


Cc 
(2) 代 入 原 方程 检验 . 
例 7 一 4 如 图 7-1, 直 线 / 


的 方程 为 z= -~ 驴 , 其 中 p>0; 


2_l-4d 
- 


本 加 的 中 心 为 D (2+ 杀 ,0), 集 
点 在 x 轴 上 ,长 半 轴 长 为 2, 短 半 
轴 长 为 1, 它 的 一 个 顶点 为 
A [如 ,0), 问 p 在 哪个 范围 内 取 
值 时 ,椭圆 上 有 4 个 不 同 的 点 , 它 
们 中 每 一 个 点 到 点 A 的 距离 等 于 该 点 到 直线 1 的 距离 . 
[1988 年 数学 高 考 理科 题 ] 
讲解 ”本 题 满分 12 分 .假定 椭圆 上 有 符合 题 意 的 4 个 点 , 则 这 
4 个 点 的 坐标 应 满足 方程 组 
[> 一 2 十 本 ] 
4 +y =1, 他 
y = 2pz. 人) 
消去 ,得 方程 


图 7-1 
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2 
Tt(Ip-4)r+t +2p=0 二 
的 判别 式 大 于 零 
A=(7p-4)? 4( 台 +2p) 
=16(3p: -4p+1) 
>0, 
解 得 p>1 或 p< 访 ， @ 
由 已 知 ,椭圆 上 点 的 横 坐 标 都 大 于 零 ,所 以 方程 图 的 两 个 根 都 应 
是 正 数 ,于 是 得 


即 六 < 入， © 
由 @.@@ 及 已 知 得 0<p< 直 ， 四 


求解 到 此 , 式 @ 的 充分 性 尚未 检验 ,只 能 得 10 分 ,要 扣 掉 2 分 . 

这 两 个 例子 的 检验 ,都 是 解 题 过 程 中 的 必 不 可 少 的 步 又. 

3. 题解 的 检验 也 是 丰富 解 题 经 验 , 提 高 解 题 能 力 ,增强 数学 素质 
的 - -个 有 效 途 径 . 

解 题 的 后 期 肯定 比 解 题 开始 时 ,对 问题 有 更 深刻 的 认识 ,检验 将 
充实 我 们 的 解 题 知识 ,并 加 强 我 们 对 解决 的 信任 ,还 将 形成 良好 的 解 
题 习惯 .本 书 各 章 在 分 析 解 题 过 程 时 ,已 经 多 次 论述 过 . 


7 一 2 一 2 检验 的 方法 


1. 复 查核 对 

就 是 从 头 到 尾 重新 审查 ;各 步 推理 .运算 是 否 正确 .依据 是 否 可 
靠 ? 各 种 变形 是 否 合乎 数学 标准 ? 解 题 步骤 是 否 完善 ? 书写 是 否 有 
笔 误 ? 文字 ,符号 使 用 是 否 恰当 ? 特别 要 留神 字母 的 下 标 ,括号 前 的 
负 号 ,a 与 a 的 区 别 ,绝对 值 符号 与 数字 1 的 不 同 ,避免 忙中 出 错 . 

这 种 检验 方法 人 们 用 得 最 多 , 主要 危险 是 循 老路 走 , 缺 乏 后 发 
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力 , 易 受 思维 定 势 的 影响 而 重 足 覆 辐 ,不 易 发 现 问题 . 

在 临场 考试 中 ,为 了 节省 时 间 , 有 时 候 可 以 只 检查 容易 出 错 的 最 
薄弱 的 环节 ,如 曲线 方程 互 化 是 否 等 价 ” 用 不 等 式 求 极 值 等 导 是 否 
成 立 ? 作 变 量 代 换 .进行 数 式 变形 时 存在 域 有 无 变化 ” 这 可 以 避免 
全 过 程 的 简单 重复 , 收 事半功倍 之 效 . 

2. 代 入 检验 

就 是 将 解 得 的 值 代入 原 题 ,以 检验 是 否 符 合 原意 ?是 否 有 实际 
意义 ? 如 求解 分 式 方程 .无理 方程 .对 数 方程 .指数 方程 三角 方程 或 
相应 的 不 等 式 时 ,这 一 步 是 必 不 可 少 的 . 

例 7 一 5 一 个 容器 盛 满 了 纯 酒精 , 先 倒 出 8 升 ,然后 加 满 水 ,再 
倒 出 5 升 ,然后 再 加 满 水 ,这 时 容器 内 酒精 和 水 之 比 为 9:11, 求 容器 
的 容积 . . 

解 设 容器 的 容积 为 x 升 , 依 题 意 列 出 方程 


(x _8)_ 5x-8) 
之 一 
-11+9， 中 
即 llzx” ~260x + 800=0, 也 
亦 即 (x ~20)(11lzr -40)=0, 
解 得 zi=20，z= 铂 


检验 zi,z? 均 满足 方程 中 ,但 由 原意 应 有 z 之 8, 故 只 能 取 > 
=20 升 . 

代 和 人 检验 能 证 实 结论 的 充分 性 ,对 于 排除 增 根 很 有 效 ,但 对 于 寻 
找 减 根 就 无 能 为 力 了 . 

3. 多 解 对 照 

就 是 用 多 种 方法 求解 同一 问题 .比如 ,用 加 法 原理 来 求解 的 排列 
组 合 题 ,再 改 用 乘法 或 减法 来 做 .如 果 多 种 方法 所 得 的 结论 都 一 样 ， 
那么 ,这 个 结论 就 比较 可 靠 ; 如 果 所 得 到 的 结果 不 一 样 , 那 就 说 明 其 
中 必 有 一 错 , 甚 至 多 个 全 错 (特殊 情况 下 是 题目 错 了 , 见 例 7- 42). 
有 时 候 通过 不 同 途 径 得 出 的 结果 恰好 是 问题 在 不 同情 况 下 的 结论 ， 
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这 个 检验 就 能 帮助 我 们 全 面 地 、 分 情况 地 考虑 问题 ,避免 "以 偏 概 全 ” 
(如 例 7 一 6). 

这 是 -种 必要 性 的 检验 ,能 有 效 发 现 错误 ,但 还 不 是 正确 性 的 
肯定 . 

例 7 一 6 书架 上 有 4 本 不 同 的 数学 书 ,5 本 不 同 的 物理 书 ,3 本 
不 同 的 化 学 书 ,全 部 竖 起 排 成 一 行 ,如 果 要 求 各 类 书本 身 互 不 相 邻 ， 
一 共有 和 多少 种 不 同 的 排 法 ?( 习 题 三 第 6 题 ,P.141) 

解法 1 先 排 化 学 书 有 户 种 排 法 ,再 在 其 间 4 个 空 档 中 各 插入 
1 本 数学 书 ,有 P4 种 排 法 ;最 后 在 这 7 本 书 之 间 的 8 个 空 档 处 任 选 5 
个 插入 物理 书 , 有 Ps 种 插 法 .由 乘法 原理 共 得 

P3P4P8 = 967680( 种 ) . 口 

解法 2 先 排 数学 书 有 P4 种 排 法 ,再 在 其 间 5 个 空 档 中 各 插入 
1 本 物理 书 ,有 户 种 排 法 ;最 后 在 这 9 本 书 之 间 的 10 个 空 档 处 任 选 
3 个 插入 化 学 书 ,有 P3 种 排 法 .由 乘法 原理 共 得 

PiPiP}=2073600( 种 ). 口 

这 两 种 解法 的 结果 不 一 样 ,至 少 有 一 个 是 错误 的 . 事实 上 ,解法 
1 中 化 学 书 不 会 排头 ,解法 2 中 数学 书 不 会 排头 ,两 种 解法 都 有 
遗漏 . 

解法 3 用 @ 〇 表示 化 学 书 , x 表示 数学 书 ,用 全 表 示 物 理 书 , 先 
排 3 本 化 学 书 ,然后 插入 4 本 数学 书 , 将 出 现 3 大 类 型 11 小 类 型 ,对 
每 一 类 型 再 插入 5 本 物理 书 ,有 

第 -大 类 型 ,化 学 书 被 数学 书 分 为 1+1+1 的 形式 ,这 有 4 个 小 
类 型 . 

(1) OxxxOxO 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 2P3PiP3P$=691200 种 . 

(2) Ox xXOxxO 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 P3P4P3P4$= 345600 种 . 

(3) XOxOxxO 
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再 插入 $ 本 物理 书 时 ,有 P3P3P4P;P4 = 3628800 种 . 

(4) XOxOxOx 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 P3P1Ps = 967680 种 . 

第 一 大 类 型 . 化 学 碎 被 数学 书 分 为 2+1 的 形式 ,这 有 4 个 小 
类 型 . 

(5) OOxxxxO 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 2P3P4P3P1+ = 138240 种 . 

(6) OOxOxxx 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 8P3P4P5P; = 1382400 种 . 

(7) Ox xXOOx x 

再 插入 $ 本 物理 书 时 ,有 4P3P4P3P; = 691200 种 . 

(8) XOOx xOx 

再 插入 $ 本 物理 书 时 ,有 P4P3P3P3P4= 2073600 种 . 

第 三 大 类 型 ”化 学 书 未 被 数学 书 分 开 , 这 有 3 个 小 类 型 . 

(9) GOGOGX XXX 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 2P3P4P3 = 34560 种 . 

(10) XOOOxxx 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 2P3PiP;P1=138240 种 . 

(11) x xOOOx x 

再 插入 5 本 物理 书 时 ,有 P3P4P3P1=69120 种 . 

合计 得 10160640 种 . 口 

这 种 分 类 的 方法 不 便于 推广 ,下 面 的 递 推 公式 可 以 处 理 一 般 
情况 了: 

f(5,4,3) = f(4,3,3) + f(4,4,2) + f(5,3,2) + 2f(4,3,2). 

4. 逆 向 运算 

即将 运算 程序 颠倒 过 来 再 演算 一 次 . 比如 当初 用 加 ( 减 ) 法 运算 
的 结果 , 现 改 为 用 减 (加 ) 法 来 检验 ; 当初 用 乘 ( 除 ) 法 运算 的 结果 , 现 


人 惠州 人 . 自 不 相 邻 排 列 的 计数 问题 . 中 学 数学 月 刊 ,1997,6,P.20. 


490 数学 解 题 学 引 论 


改 为 除 ( 乘 ) 法 来 检验 . 一 道 因 式 分 解 题 , 可 将 结果 相 乘 加 以 还 原 . 
例 7 一 7 计算 
69 - 7wv 15 + (3— 6V5)7 


3— (V3 — 3V5)i 
讲解 学 生计 算出 4 种 答案 : 
A.2— (V3—4v5)i, B.2+(V3-4V5) 
C.2-(V3+4VS)i D.2+(V3+4VS)i 


一 种 检验 方法 是 重新 计算 一 遍 , 设 原 式 为 过 + 冯 , 则 
[3~- (WH3—-3Vv5)i](r+wyi) 
=69-7V15+(3-6V5)i, 
有 方程 组 
fy 
(3Y5—Y3)r +3y=Y3 -6V5; 
69-7v15 v3-3Y5 
V3—6Y5 3 


3 2735| 
3Y5—V3 3 
_114-12vV15 
57-6V15 
=2,， 
从 而 y = 荆 [W3-6V5)-2(3V5-y5)] 


=V3- 4Y5. 
这 表明 B 是 对 的 . 
另 一 种 检验 是 遂 向 运算 ,将 A,B,C,D 分 别 与 3 一 (Y3 ~Y5)i 作 
乘法 ,也 可 得 B 是 对 的 . 
多 解 对 照 .逆向 运算 可 以 避免 “复查 核对 ”中常 犯 的 重复 性 错误 . 
S. 观 测 估 值 


解 出 工 二 
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就 是 利用 积累 起 来 的 经 验 ,去 判断 合理 性 的 方法 .例如 , 求 出 人 
步行 速度 为 60 千 米 /小 时 , 求 出 圆锥 内 切 球 半径 比 圆锥 的 底 半 径 还 
大 , 求 出 双 曲 线 的 离心 率 大 于 1, 解 对 称 方程 组 得 到 的 解 不 对 称 等 ， 
只 要 稍 加 观察 或 粗略 估计 就 可 发 现 结果 违背 了 日 常生 活 和 数学 的 -- 
般 常 识 ， 

例 7-8 人 4BC 中 ,已 知 acosA + bcosB = ccosC, 试 判定 三 角 
形 的 形状 . 

解 ”把 余弦 定理 代 人 ,有 


pbp2+ c2— a2 a2++ c2 pb? a2 十 pb? _ C2 
a 2 ta a 由 
即 (a — 6b*)?*=e4, © 
开 方 a — 6b*= 0c?. © 


这 是 一 个 以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 . 口 ] 

检验 ”已 知 条 件 中 (a,A) 与 (5,B) 是 对 称 的 ,因而 上 述 结论 或 
者 是 不 完整 的 ,或 者 是 错误 的 ,事实 上 ,由 @ 有 

a*—b?=+c?. 

正确 结论 是 ,以 a 为 斜 边 的 直角 三 角形 ,或 以 4& 为 斜 边 的 直角 
三 角形 . 

观察 估 值 要 充分 利用 题目 的 数字 特征 、 结 构 特征 ,并 熟悉 心算 
技巧 . . 

例 7-9 确定 2% 是 几 位 数 . 

讲解 ”由 lg2:%=100x0.3010=30.10, 本 应 得 出 31 位 数 ,但 对 
数 的 概念 不 清 误 得 出 30 位 数 .这 时 , 作 一 个 估计 

2100 一 (210)10 一 (1024)10 > (103)10 一 1030 

而 10 是 31 位 数 , 故 得 出 30 位 数 肯定 错 了 . 

6. 量 纲 检查 

量 岗 是 指 某 种 事物 或 动作 的 单位 ,数学 习题 中 如 果 涉 及 的 事物 
或 动作 的 单位 不 对 ,就 表明 其 中 存在 着 某 种 错误 . 如 将 三 角形 面积 公 
式 记 为 S=V (pa)(p ~656)(p 一 c), 肯 定 就 不 对 了 ,因为 计算 出 来 
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的 单位 不 是 平方 , 若 a,b 表示 线段 的 长 ,而 计算 过 程 中 出 现 oz + 
之 类 的 式 子 ,那么 计算 就 可 能 已 经 出 错 了 ,因为 单位 不 同 的 量 不 能 相 
加 (除非 乘 了 一 个 单位 长 度 , 在 表达 式 中 省 略 了 ). 

7. 特 例 检验 

就 是 对 解 题 的 结果 , 取 特 殊 值 .特殊 图 形 .特殊 位 置 或 特殊 结构 
来 检验 是 否 错 误 . 因为 要 说 明 一 个 判断 为 假 ,只 要 指出 这 个 判断 成 立 
的 某 个 必要 条 件 不 具备 即 可 .比如 ,关于 一 般 三 角形 的 结论 ,我 们 可 
以 用 正三 角形 或 直角 三 角形 来 检验 ;关于 字母 的 结论 ,我们 可 以 用 取 
具体 值 来 检验 . 


3 4—2m 
例 7 一 10 已 知 了 <0<r, sing = ;C080 = ts 
求 tan 人 
0 sng _m-3 
解 tan2 1+teo80 9—m’ 由 
TOA 
又 4 I <D) 
故 到 一 31 
9 一 7 
解 得 6 m9. © 


所 以 得 tan 9 = 0 3 日 6 二 六 去 9. 口 
检验 取 m= 7 代入 检验 ,得 


sing= 本 ， cosO = ~， 


有 sin?9+cos0= 信 关 1, 蔬 盾 ， 
这 个 检验 使 我 们 发 现 , 所 求 出 的 结果 是 不 充分 的 ,重新 审题 可 以 
找到 一 个 隐 含 条 件 . 


:2 20D 7 二 3 2 4-2m 2 
sin?0 + co09= (加 3) 上 (全 全 ) = 


解 得 ”p11=0,m2= 二 8. 由 @ 知 ,只 有 取 m=8, 代 入 中 可 得 正确 的 结 


第 七 章 数学 习题 493 


论 为 tan $ =5. 癌 
例 7 一 11 已 知 a 为 实数 ,对 于 一 切实 数 rz, 函数 f(x)= x? 一 
4ax +2a +6 的 值 域 为 [0, + ceo), 求 a 的 取 值 . 
解 ” 依 题 意 得 A 委 0 , 解 得 - 1 委 c 委 1. 口 
检验 取 a=0 代 入 ,得 
f(r)= x +626, 
与 值 域 为 [0, + co ) 了 矛盾 . 
可 见 ,答案 不 正确 ,事实 上 ,A=0 时 ,a= 土 1, 确 有 
f(r)=(zr+2) 
的 值 域 为 (0, + %). 正 确 答案 应 是 a 取 1 或 -1. 口 
8. 条件 检验 
就 是 检查 题 日 中 所 有 的 条 件 是 否 用 到 , 解 题 过 程 的 各 个 环节 中 
对 条 件 的 使 用 有 没有 走样 .如 果 题 设 中 的 某 一 前 提 未 被 用 上 ( 例 7- 
28) ,或 用 得 不 准确 , 那 解答 就 有 可 能 是 错误 的 或 不 完整 的 (特殊 情况 
下 才 会 条 件 过 剩 , 见 $7-4). 尤 其 是 题目 中 的 隐 含 条 件 ,特别 要 注意 
有 无 忽视 .比如 习题 五 中 的 第 9 题 (P. 338) 中 ,两 种 证 法 都 没有 用 到 
“wa ,bc 是 三 角形 的 边 长 "这 一 重要 条 件 , 相 当 于 a ,b,c 为 任意 正 数 
不 等 式 都 成 立 ,但 取 a=7,6b=1,c=5 时 ， 
a’b(a—b)+bc(b -ce)+ ca(c—-a) 
=49x6+5x(-4)+25x7x(-2) 
=—76<0. 
这 一 反例 说 明 ,两 种 证 明 都 是 错误 的 ,[ 证 明 1] 所 引用 的 原理 需要 溢 
清 , 两 个 不 等 式 
a2b(a ~ b)+bc(b -ce)+ca(c -a)>0, 
与 bra(b -a)+cb(c -6b)+ac(a -ce)>0; 
对 每 一 组 (a ,5 ,c) 同 真 同 假 需 要 证 明 ; 而 [证 明 2]“ 不 妨 设 ae 之 8 之 
c 已 改变 了 题 意 , 原 不 等 式 对 于 字母 a ,b,c 仅仅 是 轮转 对 称 , 而 不 
是 全 对 称 的 . 
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9. 数 形 结合 
对 于 用 代数 方法 求解 的 问题 ,可 以 用 图 形 来 进行 检验 ;反之 , 几 
何 问 题 也 可 以 用 代数 方法 来 检验 . 这样 能 更 全 面 地 分 析 问 题 和 纠正 
错误 . 
例 7 一 12 已 知 关于 z 的 方程 |(x -1)(z -3)|=mzr 有 4 个 
不 同 的 实数 解 ,求实 数 mm 的 范围 . 
解 (HH) 当 1 委 z 委 3 时 , 原 方程 可 化 为 
2 一 4z+T3= 一 7 并 ， 
即 z+(m—4)r+3=0. QD 
方程 中 应 有 两 个 不 相等 的 实数 根 在 区 间 (1,3) 内 ,有 
A=(m -4)* -12>0, 
人 
得 Mi<4-2VYV3. 二 
(2) 当 xz<1 或 x>3 时 , 原 方程 为 
22 一 4 二 3= mz, 
即 z2 一 (+4)z+3=10. @ 
方程 由 应 有 两 个 不 相等 的 实数 根 在 区 间 (- oo,1)U(3, +oo) 
内 ,有 


A= (m+4)*-12=m?+8n1 +4>0, 人) 
得 1 < -4-2V3 或 刀 > -4+2V3. © 
由 @、@@ 合 并 得 


了 
?一 |(z 一 1)(Cz 一 3)1 


-4+2V3<m <4-2V3. 

检验 ”在 同一 坐标 系 中 夯 
出 

y=|(z-1)(z—3)| 

与 y= mz 
的 图 像 ( 如 图 7-2), 要 使 两 图 图 7-2 
像 有 4 个 交点 ,直线 y= mz 应 在 x 轴 与 切线 7 之 间 ,必须 m >>0, 故 
答案 是 错误 的 . 
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事实 上 , 式 @ .@ 都 是 必要 而 不 充分 条 件 ,这 个 解法 存在 明显 的 
逻辑 缺陷 .这 也 就 是 下 面 说 的 逻辑 检验 . 

10. 逻辑 检验 

解答 数学 题 实质 上 是 -一 系列 推理 论证 的 过 程 ,只 有 各 步 推理 都 
有 充分 的 依据 ,论证 都 遵守 相应 的 逻辑 规则 , 解 题 才能 正确 ,逻辑 检 
验 就 是 从 检查 解 题 的 推理 论证 人 手 ,全 面 考察 推理 是 否 真实 ,论证 是 
否 有 效 .例如 ,用 反 证 法 证 题 时 , 反 设 是 否 正确 ? 用 道 推 法 分 析 解 题 
思路 时 ,是否 步 步 可 逆 ? 解 方 程 或 不 等 式 时 是 否 每 一 步 都 同 解 ” 逻 
辑 上 的 不 完善 是 大 批 解 题 失误 的 共同 根源 (参见 $7- 3 中 逻辑 性 错 
误 ). 

例 7 一 13 要 使 地 球 上 任何 地 点 的 人 都 能 看 到 全 球 各 地 的 电视 
节目 ,只 要 有 3 颗 与 地 球 等 距离 的 同步 卫星 P,Q,R 作 转 播 电视 山 
星 , 求 卫星 与 地 面 的 距离 . 

[《 数 学 题解 辞典 (立体 几何 )》 第 632 
题 ] 

解 3 颗 卫 星 所 组 成 的 三 角形 即 球 
大 圆 的 外 切 正三 角形 ,所 求 与 地 面 的 距 
离 即 为 正三 角形 顶点 至 球 心 的 距离 与 
球 半 径 之 差 .如 图 7-3, 过 P,Q,R 三 
点 的 平面 应 过 球 心 D , 则 入 PQR 为 圆 O 
的 外 切 正三 角形 . 故 PQ ,PR ,RQ 与 圆 
O 的 切 点 A,B,C 是 大 贺 的 三 等 分 点 ， 图 7-3 


则 S 妹 冠 4DB 一 S 球 人 BC 二 S 球 十 4C = Sw. 
设 地 球 半径 R=6370 千 米 ,卫星 到 地 面 距离 PD =h .因为 
Simiaaps =2xR* ED, 


所 以 寺 '4xR2= 2xR .ED， 


得 ED= 雪 R, 
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所 以 OE = 长， 
OP=OD+ PD=R+h, 
而 OP.OE = R’, 
有 (R+ 记 ) ,全 = Ra， 
得 h=2R. 


故 卫 星 与 地 球 表 面 高 度 为 地 球 直径 长 , 即 距 地 面 12740 干 米 . 口 
检验 由 图 7-3 知 ,Rt 和 4OP 中 ,OP=2O4 ,从 而 有 
h=R. 
这 与 =2R 是 子 盾 的 .所 以 解法 肯定 有 错误 , 进 … 步 的 研究 可 以 发 
现 ,3 颗 卫 昨 不 能 覆盖 整个 地 球 D@, 题 目 是 错 题 ( 数 学 习题 的 科学 性 
见 §$7-4). 


7 一 3 解 题 错误 的 分 析 


虽然 我 们 谁 都 不 愿意 在 解 题 中 出 现 错误 ,而 解 题 错误 依然 要 出 
现在 我 们 每 个 人 身上 .学 生 当然 是 比较 普遍 的 ,对 于 教师 乃至 专家 也 
不 能 幸免 . 

检验 可 以 帮助 我 们 找到 错误 ,但 是 找 出 错误 还 不 是 目的 ,至 少 不 
是 最 后 目的 ,重要 在 于 纠正 错误 .“ 纠 错 " 是 解 题 教学 的 一 项 重要 内 
容 , 纠 错 能 力 是 解 题 能 力 的 一 个 重要 构成 . 通过 纠 错 可 以 发 展 思 维 的 
正确 性 .严密 性 .完整 性 和 批判 性 等 . 

为 了 能 够 “对 症 下 药 ” 地 纠 错 ,分 析 错 误 的 表现 形式 及 生成 原因 
是 必要 的 ,有 一 种 过 于 简单 化 的 分 析 , 认 为 一 切 错误 都 是 知识 性 的 ， 


D” 欧 其 焕 . 关 于 用 三 颗 地 球 同步 卫星 能 否 为 全 球 转播 电视 节目 的 一 - 道 数 
学 题 .数学 通报 ,1995 年 第 3 期 ,P.32. 

四 《21 世纪 中 国 数学 教育 展望 》P.287 ,北京 师范 大 学 出 版 社 ,1995 年 12 
月 第 1 版 . 
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因为 种 种 错误 都 要 最 终 反 映 到 知识 上 来 .其 实 , 当 一 个 人 的 认 知 结构 
不 能 同化 他 所 接触 的 题目 时 ,就 会 发 生 解 题 错误 ,所 以 , 解 题 错误 的 
成 因 ,除了 知识 结构 不 完善 之 外 ,还 应 考虑 到 认 知 结构 ,有 个 中 学 高 
级 教师 为 小 学 生 写 辅导 材料 时 ,有 5 道 题 重复 着 类 似 的 错误 : 


一 、 
[ed 
— 


一 、 
(CD 
Se 


(1) 序 + 二 + 去 + -二 

7 二 条 

(<(3 二) + 去 x( 圳 - 直 ) 

-x+3 -+ + 看 - 孝 ) 

-2*(1-) 

2 21 

-了 © 

= 共 . 口 

10+ 略 +B + 8 

=3X (2 于 )+ 当 xX( 寺 -~ 音 )+…+ 雪 x( 态 - 吉 ) 
-3X(2- 计 + 也 ~- 言 1…t 药 - 均 ) 
-x (这 -区 ) 

-3 X32 @ 
= 亨 . 口 

并 + 方 1 165+…+16 廊 
下 

二 中 
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1 1 1 
(5) 102Xx97 1 XD tIXD 


1 1 1 
-2x71! 7 


1 1 
7 x( 坪 -7 
l/l_ 1 
一 (3 加 
1 x100 
= X10 © 
00 
如 果 是 小 学 生 ,我 们 可 以 认为 这 是 分 数 减法 上 的 知识 性 错误 ;如 
果 是 只 发 生 在 一 道 题 上 ,我 们 也 可 以 认为 是 书写 上 的 偶然 笔 误 .但 对 
一 个 具有 高 级 职称 的 中 学 教师 来 说 , 决 不 会 小 学 的 知识 都 未 过 关 ,更 
大 的 可 能 是 心算 中 的 记忆 差错 或 瞬时 遗忘 .这 应 当 属 于 心理 性 错误 . 
稍 加 提醒 ,立即 就 能 改正 过 来 . 
经 对 大 量 材料 的 整理 分 析 并 参考 专家 的 意见 中 ,我 们 将 解 题 错 


1,.1 1 ) 
+ 区 97* 97 102 


QD 见 参考 文献 [11] 戴 再 平 . 数学 习题 理论 ,第 六 章 . 
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与 8$S1-4 解 题 基 本 功 几乎 是 对 应 的 . 

1. 知识 性 错误 

这 主要 指 由 于 数学 知识 上 的 缺陷 所 造成 的 错误 . 如 误解 题 意 ( 例 
7 一 14) ,概念 不 清 、 记 错 法 则 用 错 定理 ( 例 7- 15, 例 7- 16, 例 7- 
17) ,不 顾 范围 使 用 方法 ( 例 7-20, 例 7-25) 等 . 

2. 逻辑 性 错误 

这 主要 指 违反 人 逻辑 规则 所 产生 的 推理 上 与 论证 上 的 错误 ,如 虚 
假 论 据 ( 例 7- 18、 例 7-27) ,不 能 推出 ( 例 7-17, 例 7- 19) , 偷 换 概 
念 ( 例 7- 20) ,循环 论证 ( 例 6-60、 例 7-21) 等 ,常常 表现 为 4 种 命 
题 的 混淆 , 充 要 条 件 的 错乱 ( 例 7- 22, 例 7-23, 例 7-24), 反 证 法 
反 设 不 真 等 . 

由 于 数学 知识 与 逻辑 规则 常常 是 相依 共存 的 ,从 广义 上 说 ,我 们 
也 不 能 把 逻辑 知识 排除 在 数学 知识 之 外 ,所 以 ,逻辑 性 错误 与 知识 性 
错误 经 常 是 同时 存在 的 ,从 哪个 角度 进行 分 析 取 决 于 对 象 特征 或 教 
学 需要 .在 例 2- 1 中 使 用 数学 归纳 法 的 错误 ,$5-2-6 中 解 题 方 
法 使 用 不 当 的 例子 (及 相应 习题 3 中 的 习题 ), §6 一 2 一 8 中 数 形 转 
换 不 等 价 例子 等 ,都 是 从 方法 的 角度 谈 解 题 错 误 ,也 就 是 更 注重 分 析 
错误 的 知识 因素 ,其 实 ,当中 的 很 多 错 例 都 有 明显 的 逻辑 因素 和 隐蔽 
的 心理 因素 .应 该 说 ,逻辑 性 错误 与 知识 性 错误 是 互相 影响 的 . 

但 是 ,知识 性 错误 与 逻辑 性 错误 又 是 有 区 别 的 .知识 性 错误 主要 
指 涉及 的 命题 是 否 符合 事实 (如 定义 法则、 定理 等 ) ,核心 是 命题 的 
真 假 人 性 ,逻辑 性 错误 主要 指 进行 的 推理 论证 是 否 符合 逻辑 规则 ,核心 
是 推理 论证 的 有 效 性 . 当然 ,数学 命题 的 事实 真 假 性 与 推理 论证 的 逻 
辑 有 效 性 是 水 乳 交融 的 ,然而 ,数学 毕竟 不 是 逻辑 ,我 们 依然 应 该 也 
完全 可 以 在 知识 盲点 的 基本 位 置 和 主要 趋势 上 区 分 知识 性 错误 与 逻 


辑 性 错误 .如 证 明 :“a*=a! != 全 =1. "主要 还 是 逻辑 性 错误 
3. 策 略 性 错误 


500 数学 解 题 学 引 论 


这 主要 指 由 于 解 题 方向 上 的 偏差 ,造成 思路 受阻 或 解 题 长 度 过 
大 ,特别 是 对 于 考试 来 说 ,如 果 解 题 思路 过 于 曲折 存在 多 余 的 思维 
回路 ,即使 做 对 了 也 因 费 时 费事 而 有 策略 性 错误 ( 例 7- 29, 例 
7— 30). 

4. 心 理性 错误 

这 主要 指 解 题 主体 虽然 具备 了 解决 问题 的 必要 知识 与 技能 ,但 
由 于 某 些 心理 原因 而 产生 的 解 题 错误 .如 顺序 心理 ( 例 7- 16, 例 7- 
26) ,滞留 心理 ( 例 7- 31) ,潜在 假设 ( 例 7-28), 以 及 看 错 题 . 抄 错 
题 书写 丢 三 落 四 等 . 考试 中 的 黎 乱 急躁、 紧张 焦虑 .粗心 大 意 等 非 智 
力 因 素 表现 欠 佳 而 造成 的 过 失 性 错误 ( 例 1-15, 例 1-16), 也 多 属 


于 心理 性 错误 . 一 个 大 学 生 ， 心算 十 + 各 + 学 时 出 现 错误 ， 主要 不 是 


知识 问题 而 是 短 时 记忆 容量 不 足 ， 使 中 间 结 果 的 存储 与 再 现 失真 
这 也 是 心理 性 错误 , 只 要 稍 有 笔算 辅助 ,或 有 意识 发 展 短 时 记忆 能 
力 , 即 可 纠正 . 

例 7 一 14 把 一 个 边 长 为 1 的 正方 形 分 割 成 面积 相等 的 4 部 
分 ,使 得 其 中 的 一 部 分 内 存在 3 个 点 ,以 这 3 个 点 为 顶点 可 以 组 成 一 
全 边 长 大 于 1 的 等 边 三 角形 ,满足 上 述 性 质 的 分 割 适合 ( ”). 

A. 是 不 存在 的 

B. 恰 有 一 种 

C. 有 有 限 多 种 ,但 不 是 一 种 

D. 有 无 穷 多 种 


解 边 长 大 于 1 的 等 边 三 角形 的 面积 大 于 如 ,4 个 部 分 面积 相 


等 ,其 总 面积 大 于 避 x4=V3>1, 超 过 了 正方 形 的 面积 .应 


评析 从 解答 的 书写 看 ， 方向 明确 ,推理 严谨 , 选 A 应 大 

击 .但 真正 的 答案 却 为 D, 原 因 在 于 题 意 理解 错 了 . 
目 只 要 求 三 角形 的 “顶点 "属于 同一 部 分 ,并 不 要 求 三 角形 的 
“全 体 " 属 于 同一 部 分 ,甚至 还 不 要 求 每 一 部 分 都 是 连通 的 ,这 样 的 分 
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割 自由 度 非常 大 . 如 图 7 一 4, 先 在 单 
位 正方 形 ABCD 内 作 一 个 正 
人 PAB ,然后 分 别 以 A,B 为 顶点 作 2 > 和 4 


s | 及 

加 | 
/_ 

凡 | :| 


1 
一 个 边 长 为 二 的 正方 形 ,再 居中 作 一 
个 包括 点 己 的 边 长 为 籽 的 正方 形 ， 
这 3 个 阴影 正方 形 组 成 的 一 部 分 ,看 一/ | 
积 恰 为 十; 以 正方 形 的 中 心 0 为 旋 “区 | | 绝 
转 中 心 , 将 阴影 正方 形 旋转 180" 得 3 
个 记号 为 S 的 正方 形 组 成 分 割 的 第 图 7-4 
二 部 分 .剩余 部 分 亦 保持 中 心 对 称 的 特征 ,过 O 任 作 一 直线 / 即 可 
平分 其 面积 .由 / 的 任意 性 知 ,这 样 的 分 割 有 无 穷 多 种 . 
选 A 的 错误 主要 是 知识 性 的 ,也 可 能 有 心理 上 的 粗心 大 意 . 
例 7 一 15 直线 AB 平行 于 平面 a, 经 过 AB 的 一 组 平面 与 平面 
a 相交 ,求证 交 线 互相 平行 . 
证 明 ” 设 交 线 为 al， 
42,…,an,…, 则 由 线 面 平行 
的 性 质 有 
ai1l AB, 
a2/ AB, 


NN 


pS 2 
Na 


心 | 一 


再 由 平行 线 的 传递 性 ,得 
a1/ a2f ** Nan NL 
评析 过 AB 的 平面 不 是 可 列 集 ,“ 设 交 线 al ,a2,…,as，… 本 
身 未 区 分 两 类 不 同性 质 的 无 穷 集合 ,或 者 是 单个 概念 并 未 实质 理解 ， 
或 者 是 邻近 概念 辨别 不 清 , 主 要 属于 知识 性 错误 .与 习题 1 第 11 题 
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错误 性 质 相同 . 
例 7 一 16 化 简 V lg5--lg25+1. 
解 。” 原 式 =v lg5-2lg5+1 
=V (lg5—1)* ， 
=lg5—1.0 
评析 ”错误 在 最 后 一 步 ,有 两 种 可 能 : 
(1) 算 术 根 的 概念 不 清楚 ,由 顺序 心理 的 驱使 ,得 出 lg5 一 1. 
(2) 虽 然 知道 算术 根 , 但 对 数 知识 不 过 关 , 以 为 ljg5>1. 
于 


例 7 一 17 已 知 zEC 且 z= 一 ,a (0,+ co), 求 复 平面 内 


[二 
复数 z 所 对 应 | 
求 模 | =| = 
入 二 二 | 中 
这 是 以 原点 为 圆心 ， ,半径 为 -元 的 同心 加 口 


评析 x 所 对 应 的 点 是 随 a 的 变化 而 变化 的 动 点 ,a 是 取 自 
(0, + co) 的 变量 , 式 中 表示 了 模 随 a 变化 的 函数 表达 式 , 它 不 是 常 
数 ,所 以 DD 不 是 圆 ,事实 上 


__1 _ 3a ; 
1+9a2 T+9a2 ， 


有 (a >0). 


消去 a ,得 轨迹 为 半圆 (如 图 7 一 6): 
2 
(去 + y= 证 (xr>0, y<0). 
原 解 法 中 的 错误 ,主要 是 误 认 为 a 为 常数 了 ,对 字母 表示 数 的 
任意 性 认识 不 深 . 属 知识 性 错误 ,而 对 中 式 下 结论 为 圆 ,在 逻辑 上 叫 
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做 不 能 推出 . 

例 7 一 18 已 知 /3,W5 是 无 理 数 ,求证 /3+Y5 也 是 无 理 数 . 

证 明 ”因为 无 理 数 之 和 为 无 理 数 ,所 以 由 V3,Y5 为 无 理 数 即 得 
Y3 +YV5 为 无 理 数 . 口 

评析 “无 理 数 之 和 为 无 理 数 ”是 一 个 假 命 题 (如 两 个 互 为 相反 
数 的 无 理 数 之 和 为 0, 就 不 是 无 理 数 ), 从 这 个 虚假 前 提出 发 ,虽然 一 
段 论 推理 是 完整 的 ,结论 也 是 正确 的 ,但 违反 了 “论据 应 当真 实 " 的 逻 
辑 规则 , 犯 有 “虚假 论据 ”的 逻辑 错误 . 

所 以 ,这 个 例子 既 犯 有 明显 的 知识 性 错误 ,又 犯 有 典型 的 逻辑 性 
错误 ,两 相 比 较 , 知 识 性 错误 是 主要 盲点 ,这 个 例子 还 有 助 于 纠正 - 
种 误解 :从 假 命 题 出 发 ,经 过 正确 的 推理 必然 得 出 假 命题 . 

例 7 一 19 对 a 宇 3, 求 证 Va-1+Va-2>Va+vVa-3. 

证 明 由 Va-l+Va-2>2y a —3a+2, 

Va +Va-3>2Vai-3a. 
但 Val-3a+2>Y a 3a, 
故 得 Va-itVa-2>Yat+Va-3.0 

评析 式 D、@.@ 都 是 正确 的 ,但 推出 名 是 无 效 的 ,当中 使 用 了 
杜撰 的 假 命题 “大 于 较 大 的 数 者 也 较 大 ” ,表现 为 “不 能 推出 ”. 

此 题 的 一 个 几何 意义 是 双 曲 线 yy-xz =1 上 的 两 点 
4A(vae-l,vyva),B(va-3,va=-2) 的 斜率 小 于 1. 

例 7--20 已 知 laj 委 1,10| 委 1, 求 证 

ab +V (1-a)(l- 6)<<1. 
证 明 由 |a| 志 1,151 志 1, 可 设 
sina = a, cosa = bb. 
于 是 有 ab + V (1 az bi) 
=sinacosa +t V (1 — sin2a)(1 ~ co a) 


SESOO 


= 二 sin2a + 二 | sin2a | 
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| sin2a | 
<1. 口 

评析 原 题 中 a ,5 是 两 个 独立 的 量 ,但 所 作 的 变换 增加 了 一 -个 
条 件 a? + 5?=1, 作 为 知识 性 错误 是 换 元 不 等 价 , 作 为 逻辑 性 错误 是 
“ 偷 换 概念 ”. 

例 7 一 21 已 知人 ABC 中 ,AD 为 人 A 的 平分 线 , BD > DC , 求 
证 AB>AC. 

证 明 如 图 7-7, 在 4AB 上 取 点 
,使 AE = AC, 连 结 DE. 由 AD 平 分 
人 A 得 全 AED 人 ACD, 从 而 AED 
= 了 C. 但 由 外 角 定 理 知人 AED > 一 日 ， 
所 以 LC> 人 LB, 从 而 AB>AC. 口 E 

评析 证 明 中 取 AE = AC, 已 经 承 
认 了 2 机 C 

AB>AE= AC. 图 7-7 

这 相当 于 从 AB > AC 出 发 ,证 明 AB > AC, 等 于 什么 也 没有 证 . 犯 
了 "循环 论证 ”的 逻辑 错误 .在 过 去 的 高 考 中 ,有 的 考生 用 余弦 定理 证 
色 股 定理 (1980 年 ) .用 对 数 换 底 公式 证 对 数 换 底 公式 (1979 年 ) 都 是 
典型 的 “循环 论证 ”. 

例 7 一 22 已 知 关于 z 的 二 次 方程 

Xz:-2mr+m*~1=0 

在 (3,6) 内 只 有 一 个 实 根 ,求实 数 mx 的 取 值 范围 . 

解 记 f(z)=z -2mr+m’-1, 
则 f(z)=0 在 (3,6) 内 只 有 一 个 实 根 的 充 要 条 件 为 


f(3)f(6)<0. OD 
即 (m2:—6m+8)(m’-12m+35)<0, 
(m—-2)(m-4)(m-5)(m—-7)<0, 
解 得 2 之 m4 或 5<<m<7. 癌 四 


评析 取 m=4 时 ,有 
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r*—8r+15=0, 
得 两 实 根 为 3,$, 恰 有 一 个 在 (3,6) 上 . 
又 取 m=5 时 ,有 
xz 一 10z+24=0， 
得 两 实 根 为 4,6, 恰 有 一 个 在 (3,6) 上 ， 
可 见 答案 @@ 式 减 根 了 ,原因 在 于 式 @ 为 充分 而 不 必要 条 件 .事实 
上 ,方程 两 根 为 z= 二 m 一 1,.x2= m+1, 其 中 只 有 一 个 属于 (3,6) 的 
充 要 条 件 为 


TI 和 3<r <6, 
或 3< ri<6Er2. 
得 m -1<3<m+1<6, 
或 3<m-1i<6<m+1. 
解 得 2< m4 或 5&m<7. 


例 7 一 23 车 方程 z*+ pr +g=0 的 两 根 是 直角 公 ABC 的 两 个 
锐角 的 正弦 , 试 求 p 与 g 之 间 的 关系 . 
解 设 人 人 A, 人 B 为 锐角 , 则 


pb -4g 之 0， OD 
sinA+sinB= -pp, OO 
sinAsinB = g,， 人 ) 
cosA = sinB. 人) 
由 加 平方, 并 将 图 . 弗 代 人 ,得 
p*=1+2g, © 
把 中 代入 名 ,得 
gs 六 
故 得 最 后 结果 为 


p*=1+2g 且 g< 广 : 口 
评析 ”这 个 解法 忽视 了 隐 含 条 件 sinA >0,sinB >0, 且 在 消去 
角 参 数 的 过 程 中 扩大 了 p,g 的 取 值 范围 .由 
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-p=sinA +cosA =V2sin(A+ 雪 )， 


g =sinAcosA = 六 sin2A ， 


知 -Ji<p< -1，0<qs 二 . 
所 以 ,正确 结论 应 是 
p*=1+2g, 
-/2<p< -1, 
1 
0< gq<7. 
例 7 一 24 已 知 4 个 数 成 等 比 数列 ,其 积 为 16, 中 间 两 数 之 和 为 
5, 求 其 公 比 . 


解 设 4 个 数 为 : rg 29 oq 中 
a4= 16， ©@ 
依 题 意 得 1 加 
由 @ 得 a = +2, 代 人 ,得 
了 +4= 土 辽 ， 
1 1 
平方 r+ 


解 得 g?=4 或 才 . 即 等 比 数列 的 公 比 为 4 或 二 . 口 


评析 设 4 个 数 为 四 式 本 身 限 定 了 公 比 为 g* >0, 这 就 排除 了 
公 比 为 负数 的 情况 ,因此 是 充分 而 不 必要 的 , 若 设 4 个 数 为 
dQ, Aad, ag’, ag;. 
a4g6=16， 
| 
则 依 题 意 有 ag(1 49)=5. 


对 @@ 式 开 方 ,对 人 @@ 式 平方 得 


SS 
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人 +4， ® 
a’g’(1+2g + gq)=25., @ 
消去 a ,分 别 得 
4g* -17g+4=0, 四 
4d2+33d+4=0. @ 
分 别 解 得 gi=4, q2= 十 ， gq34= 345Y4 0 
例 7 一 25 解 三 角 方程 
V1+sinr ~V1- sinr=2c0sx. 
解 平方 ,得 
2-2V1-sinzz=4cosz， 
有 (2cosz- 1)(cosr +1)=0, 
或 (2cosz +1)(cosz -1)=0; 
得 z=2mx 土 3， 7mEGZ. 口 ] 
评析 这 个 结果 既 有 减 根 
= (2+1)x+ 卫 ， 1EGZ， 
又 在 平方 时 增 根 
z=2nr- 了 ， 7 GZ. 
事实 上 ,用 
VTIf+snz+wVi-sinz>0 QD 


乘 原 方程 的 两 边 ,得 
sinx=cosr(vV1t+sinr +v 1— sinr). 


可 见 ,sinz 与 cosz 同 号 , 即 x 在 第 一 、 三 象限 , 当 对 原 方程 平方 时 ， 


有 
2cos2z+ lcost| -1=0, 
分 解 (2|cosxr| —1)(|cosr| +1)=0. 


508 数学 解 题 学 引 论 


但 | cosz | + 1 天 0， 
只 有 2|cosr|—1=0. 
当 xz 在 第 一 象限 时 ,有 
cl, 
得 T=2nnt3, n€zZ. © 
当 rz 在 第 三 象限 时 ,有 
COSX = -二 ， 
xz=(2m+UDr+ 了 3，nEZ， 四 


合并 多 .得 


7 一 mx+ 了， n€zZ. 


验 根 有 
左边 = 1+sin{ nx+ 村 | -ViL-snf(na+ 瑟 】 


NE 
一 (一 1)” 
=2oos( mr+ 和 要 
= 右边 . 
可 见 ,求解 无 误 . 

例 7 一 26 某 工程 车 从 仓库 取出 电线 杆 到 500 米 以 外 的 公路 一 
侧 栽 立 ,每 隔 50 米 在 路 边 栽 立 电线 杆 一 根 ,每 次 至 多 只 能 运 电线 杆 
3 根 . 要 完成 栽 立 电线 杆 20 根 的 任务 ,最 后 返回 仓库 ,此 工程 车 所 行 
驶 的 路 程 最 少 为 多 少 米 ? 

解 为 了 使 行驶 的 路 程 最少 , 汽 车 应 尽 可 能 满载 ,6 趟 满载 后 ， 
剩 下 2 根 , 共 7 趟 即 可 完成 .其 中 第 1 趟 运 3 根 共 走 1200 米 ,第 2 趟 
比 第 1 趟 多 走 300 米 ,逐次 组 成 一 个 公差 为 d = 300 ,而 aj = 1200 的 


第 七 章 ”数学 习题 509 


等 差 数 列 . 走 完 第 6 趟 后 ,第 7 趟 运 2 根 , 共 走 了 
S| = 1200+300x5+100x2= 2900( 米 ). 


n[2ai + 2 -1)dz] + S， 


总 路 程 为 S= 
_ 6(2 xX 1 + 5 x 300) + 2900 


= 14600( 米 ). 口 
评析 这 种 解法 受 “ 顺 序 心理 "的 支配 ,默认 “就 近 装 满 "行驶 的 
路 程 最 少 , 既 有 心理 性 错误 ,又 有 知识 性 错误 ,主要 还 是 心理 性 错误 . 
请 看 换 一 种 解法 . 
第 一 趟 运 2 根 ,行程 为 550x2=1100 米 , 第 2 越 运 3 根 多 走 300 
米 , 逐 次 组 成 一 个 公差 为 d=300, 而 ai = 1100 的 等 差 数 列 ,其 7 项 
和 为 S)= L2H00+6X300) = 14000( 米 )， 
可 见 , 先 运 2 根 ,总 路 程 较 少 . 
那么 ,有 没有 比 这 总 路 程 更 少 的 运 法 呢 ? 显然 ,装载 少 于 1 根 的 
运 法 是 不 足 取 的 . 现 设 第 n 趟 运 2 根 (1 魏 ” 委 7) ,其 余 都 运 3 根 .其 
行驶 总 路 程 为 
S=S1-S’, 
其 中 S; 为 7 趟 全 载 3 根 的 路 程 ,有 
S)= 7(2*1200 + 6%300) = 14700( 米 ) 


而 S 为 上 述 计算 中 多 计算 了 的 路 程 . 因为 运 2 根 时 ,每 趟 比 运 3 根 
少 走 了 100 米 , 从 第 n 赵 起 共有 (8 一 x) 赵 , 故 
S = 100 x (8— nx) = 800— 100n, 

得 S = 13900 + 100n，(1 志 7 二 7). 

这 是 n 的 一 次 函数 , 当 n=1 时 ,总 路 程 最 短 为 14000 米 . 

例 7 一 27 已 知 AABC 与 人 A1B1Ci 的 对 应 顶点 连 线 AA1， 
BB1,CC! 相交 于 一 点 O ,而 它们 的 对 应 边 延 长 线 分 别 相交 于 P,Q， 
R( 如 图 7-8), 求 证 P,Q ,R 三 点 共 线 . 
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证 明 ”首先 视 ABC 与 
A1iB1Cl 为 空间 两 个 不 重合 的 
平面 ,因为 AA| 与 BB; 相交 0 
于 O 〇 ,所 以 AB 与 A1B1 为 共 
面 直线 , 其 交点 已 既 在 平面 
ABC 上 ,又 在 平面 A1BICi 


上 ,P 为 两 平面 的 交点 . 同 理 4 
Q,R 也 是 两 平面 的 交点 ,但 “ALT 加， 
空间 两 平面 相交 于 一 条 直线 ， “ 


故 P,Q,R 在 交 线 上 . 图 7-8 


现 将 平面 A1B1Ci 绕 其 交 线 旋转 使 与 平面 ABC 重合 , 便 得 出 
原 命 题 成 立 . 

评析 空间 情况 的 证 明 ,关键 是 两 相交 平面 只 有 惟一 的 交 线 , 当 
两 平面 重合 时 , 交 线 便 不 惟一 了 .所 以 ,从 空间 向 平面 过 渡 的 理论 依 
据 是 不 可 靠 的 .如 果 这 种 证 法 成 立 ,那么 下 面 两 个 命题 也 应 该 同 为 真 
命题 . 

命题 1 设 不 共 面 的 两 个 四 边 形 ,它们 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 
它们 的 对 应 边 交点 必 共 线 . 

命题 2 设 共 面 的 两 个 四 边 形 , 它 们 对 应 顶点 的 连 线 共 点 , 则 它 
们 的 对 应 边 交点 必 共 线 . 

但 命题 1 为 真 命题 ,而 命题 2 为 假 命题 . 

例 7 一 28 设 函 数 f(z) 在 [0,1] 上 有 定义 ,f(0) = f(1), 如 果 对 
于 任意 不 同 的 XT1,X2€[0,1] 都 有 | f(x,) -f(x1) | < | zz XI | , 求 


证 1A(za) - Kzi)1< 广 . 
证 明 ”由 已 知 条 件 有 


中 梁 绍 鸿 . 几 个 证 明 失 检 的 例题 . 初等 数学 研究 ,P. 232 ,北京 师范 大 学 出 
版 社 ,1990 年 6 月 第 1 版 . 
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| f(x2) — f(x1) |<| TX — Xx! | 


I zy -01= 72?， 人 
1 f(x2) -ziI<Iza 一 1 

一 | Zi 一 2 | 

<lIl-zl=l-r © 


相 加 即 得 . 
评析 首先 注意 到 ,条 件 /(0) = f(1) 在 证 明 中 没有 用 到 ,其 有 
效 性 值得 怀疑 .由 具体 分 析 证 明 中 的 两 次 放大 看 到 ,第 一 次 放大 时 ， 
将 zi 缩小 为 0, 附 加 了 一 个 条 件 
|x2 -Xi 人 SOXE272. (9 
第 二 次 放大 时 ,将 zl 放大 为 1, 附 加 了 一 个 条 件 
| zi ll -x2O272 El + x1. 
@@ 这 两 个 附加 条 件 都 是 “潜在 假设 ” ,实质 上 只 证 明了 @ .四 同时 满足 时 
TI 寺 27x2 人 1 + xl, 
原 不 等 式 成 立 ,其 余 的 情况 还 没有 证 . 
例 7 一 29 解 方程 
3 一 3=80. 
[1995 年 数学 高 考 文科 题 ] 
解 设 y=37, 原 方程 可 化 为 
9y*—80y—9=0, 


代入 求 根 公式 。 y12= S0724 
当 37 =80+Y6724 时 ,得 


1 80+v 6724 
1 log3 18 ; 


当 37=80 一 W824 时 ,得 


1 80 一 v 6724 
2 一 1J083 18 .0 
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评析 ”这 个 解法 由 于 使 用 求 根 公式 而 导致 大 数 运算 ,由 于 数字 
大 而 不 会 开 方 V6724 = 82. 从 而 朴 忽 了 80 - /6724<0. 所 以 ,解法 
的 第 -- 个 问题 是 x; 不 仅 为 “ 增 根 ” ,而且 没有 意义 ( 零 和 负数 设 有 对 
数 ); 第 二 个 问题 是 zx; 还 未 计算 出 最 后 结果 xi = 2. 

使 用 求 根 公式 解 二 次 方程 不 能 算 知 识 上 有 什么 错误 (尔后 有 知 
识 性 错误 ) ,但 车 用 十 字 相 乘法 (办 法 不 惟 一 ) ,将 方程 变 为 

(9y+1)(y-9)=0. 

便 可 避免 大 数 运 算 和 相应 的 错误 . 所 以 ,本 题 中 的 问题 主要 表现 为 策 
略 性 错误 . 

例 7 一 30 sin1S"sin75“ 的 值 是 


解 ” 原 式 =、/ 1 0 sin(45° + 30°) 


= 2 3 (sin45’ cos30" + cos45" sin30" ) 


_V2-3W6+Y3) 
. . 


评析 这 个 解法 ,每 一 步 运 算 都 没有 知识 性 错误 ,但 从 整体 上 
看 ,有 解 题 方向 调控 上 的 策略 性 错误 . 在 考试 中 ,这 类 错误 经 常 出 现 
并 影响 得 分 .事实 上 


原 式 = sintS"eos19 = sin30" -~ 二 . 口 
例 7-31 在 复数 范围 内 解 方程 |zx|+z=1+31， 
解 ” 原 方程 即 
lzi=(1+3i1)-z, 
平方 z= (+3i) -2(1+3i)r + 
得 zl 


评析 误 认 |zx1*=xz*, 反 映 了 认识 还 停留 在 实数 的 水 平 上 .在 
心理 上 是 滞留 性 错误 . 


例 7-32 画 出 方程 V x* 一 1(y* 一 1) =0 所 表示 的 曲线 . 
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解 ”有 两 种 不 同 的 解答 ,如 图 7-9(1) 或 图 7-9(2). 


图 7-9 
河南 《中 学 生 学 习 报 ) 第 547 期 认为 ,本 题 的 正确 答案 为 图 7-9 
(2) .因为 线段 AB 内 点 的 坐标 为 (m ,1)(-1<m <1), 代 和 人 方程 得 
Vm-1:0=vVv1i-m:.i:0=0 (人 
成 立 . 因此 ,方程 所 表示 的 曲线 应 加 上 线段 AB. 同 理 ,也 应 加 上 线段 
CD. 
评析 “这 个 解法 认为 ,对 -1<m <1 时, 式 是 成 立 的 .如 果 将 
这 个 式 子 拆 成 3 个 式 子 : 
(DV mi -1=V1- mi; 
(2 mm’ -1°:0=v1- mi'0; 
(3)v m*—1°:0=0. 
那么 ,对 于 现行 中 学 教材 ,这 3 个 式 子 全 都 是 错 的 . 
首先 ,记号 V4 , 当 a 宕 0 时 ,表示 a 的 算术 平方 根 ,而 a<0 时 ， 
该 记号 没有 意义 .初中 时 是 这 样 说 的 ,到 高 中 学 了 复数 之 后 ,负数 可 
以 开平 方 , 一 1 的 平方 根 为 土 i, 但 高 中 课本 从 未 把 虚数 单位 i 定义 为 
V -1=i, 
更 没有 Vv -2=V2i, 
V -3=V3i, 
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V -1T=V1I 一 72 (-1<m<1). 

其 次 ,数学 上 研究 的 运算 是 对 有 定义 的 对 象 进 行 的 , 当 | 关 |<1 
时 ,v xm2-1 没 有 定义 ,因而 也 就 不 能 参加 运算 ;虽然 V1- m2z .0 有 
定义 并 且 V 1- mi0=0, 但 它 与 V mm: -10 毫 无 关系 ,让 一 个 没 
有 定义 的 东西 去 与 0 相 乘 ,并且 让 它 等 于 一 个 有 意义 的 式 子 , 既 有 知 
识 性 错误 ,又 有 逻辑 性 错误 . 

最 后 指出 ,任何 数 乘 以 零 都 等 于 零 ” ,说 的 是 有 定义 的 数 ,不 应 
误解 为 :任何 东西 (不 管 有 意义 还 是 没有 意义 ) 乘 上 零 都 等 于 0. 所 以 


当 | 产 |<1 时 ,v mm? 一 1*0 没有 意义 ,不 能 得 出 其 值 为 0. 没有 谁 会 


认为 x=0 是 tanz'ootz=0 或 xz 二 =0 的 解 . 所 以 ,此 题 的 正确 答 


案 应 是 图 7-9(1). 
关于 解 题 的 错误 ,下 一 节 还 要 从 习题 科学 性 的 角度 进行 分 析 . 


7 一 4 数学 习题 的 科学 性 


这 里 考虑 的 是 常规 数学 习题 ( 非 开 放 性 ) ,重点 是 综合 题 . 

如 果 我 们 把 每 一 道 数学 综合 题 都 看 做 一 定数 学 系统 的 子 系统 ， 
那么 ,题目 的 条 件 与 所 在 系统 的 公理 组 成 的 体系 应 具有 充分 性 一 一 
足以 推导 出 题目 的 结论 ;独立 性 一 一 每 一 个 条 件 都 不 是 多 余 的 ; 相 容 
性 一 一 条 件 与 条 件 之 间 条 件 与 结论 之 间 不 存在 矛盾 ,这 是 一 道 题目 
满足 科学 性 的 逻辑 基础 . 

此 外 ,数学 习题 是 数学 教学 的 一 部 分 , 它 应 该 服务 于 数学 教学 ， 
与 教学 要 求 相 一 致 ,与 教学 目的 相 协 调 . 当然 ,数学 习题 的 叙述 还 应 
该 是 清楚 的 、 无 歧义 的 . 这 些 构成 了 一 道 题目 满足 科学 性 的 教学 

存在 逻辑 矛盾 的 题目 是 错 题 , 不 符合 教学 要 求 的 题目 是 病 题 . 错 
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题 将 绝对 无 解 , 病 题 也 会 产生 暂时 或 相对 无 解 . 因此 , 错 题 . 病 题 与 无 
解 题 是 有 联系 的 ,但 又 有 本 质 的 区 别 , 错 题 . 病 题 是 指 题目 有 科学 性 
的 错误 ,而 无 解 题 则 是 符合 科学 性 的 .目前 ,对 错 题 , 病 题 .无 解 题 ,还 
没有 确切 的 定义 .特别 是 在 重大 考试 中 ,命题 者 ,阅卷 人 与 考生 ,往往 
看 法 很 不 一 样 . 为 免 歧 义 ,本 书 约定 ， 无 解 " 只 有 3 种 情况 : 

(1) 解 方程 (组 ) 、 解 不 等 式 ( 组 ) 时 ,允许 解 集 为 空 集 . 

(2) 作 图 题 .轨迹 题 在 讨论 部 分 ,允许 出 现 无 解 的 情况 . 

(3) 参 数 讨论 题 ,作为 一 种 情况 允许 出 现 空 集 、 无 解 . 不 存在 . 没 
有 意义 等 词 . 

我 们 认为 , 除 这 3 种 情况 外 ,不 要 轻易 以 “无 解 题 "作为 通 词 ,而 
放弃 对 题目 科学 性 的 追究 . 在 $6~3 等 处 我 们 已 经 见 过 习题 科学 性 
的 讨论 .下 面 再 看 两 个 例子 . 


例 7 一 33 求 方程 x ~2rcos 3 +1=0 的 实数 解 . 
解 设 zo 是 方程 的 实数 解 , 有 


nro 
Z02 一 2zocos ~ 十 i1=0, 


2 


2 
配方 oo Br -1= (x0 -00s SF!) >0 0 
但 cos -1<0， 
故 得 oof Fo=1. 
得 zx0=2k,(kEZ). 


代入 @ ,得 有 = 土 二 ,这 与 AEZ 矛盾. 

故 原 方程 没有 实数 解 . 口 ] 

这 是 无 解 题 . 

例 7 一 34 一 个 正三 棱 台 的 下 底 和 上 底 的 周 长 分 别 为 30cm 和 
12cm, 而 侧面 积 等 于 两 底面 积 之 差 , 求 斜 高 . 
[1987 年 数学 高 考 理科 题 ] 
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解 由 正三 棱 台 知 ,上 底 三 角形 边 长 为 gc = 4cm, 下 底 三 角形 边 
长 为 5 = 10cm ,其 侧面 积 为 


依 题 意 ,有 。 43h"3= 守 如 一 剖 和， 


得 斜 高 h=B(6 -a)=/3(em).O 

评析 ” 当 侧 面积 等 于 两 底面 积 之 差 时 , 棱 台 的 高 等 于 0, 这样 的 
楼 台 不 存在 . 有 人 认为 这 是 错 题 ,有 人 认为 这 是 病 题 , 有 人 认为 既 无 
错 也 无 病 ,是 无 解 题 .在 考试 中 ,这 样 的 题目 是 无 效 的 ,最 后 ,每 人 按 
满分 计算 . 

我 们 认为 ,从 中 学 的 实际 出 发 应 算 错 题 . 


7 一 4 一 1 逻辑 性 要 求 


这 里 主要 提出 4 条 要 求 , 即 条 件 的 充分 性 .条件 的 相 容 性 ,条件 
与 结论 的 相 容 性 和 条 件 的 独立 性 . 其 中 前 3 条 是 绝对 的 ,第 4 条 是 相 
对 的 . 

1. 条件 的 充分 性 

解数 学 题 实质 上 是 从 条 件 出 发 到 结论 的 一 系列 推理 ,前 -- 步 推 
理 的 结果 又 成 为 后 一 步 推 理 的 条 件 . 这 里 面 的 每 一 步 推 理 都 要 满足 
充足 理由 律 , 这 就 要 求 题目 的 条 件 对 于 推出 结论 是 充分 的 . 否则 , 题 
目 本 身 是 个 假 命题 . 

从 教学 的 角度 看 ,我 们 不 能 让 学 生 去 证 明 -… 个 假 命题 ,也 不 能 让 
学 生 去 解答 一 个 无 解 的 计算 题 .例外 的 情况 只 有 本 节 开 头 关 于 “无 
解 "的 3 个 “约定 ”. 

有 些 条 件 不 充分 的 题目 ,之 所 以 能 够 存在 ,是 由 于 解 题 时 有 心理 
上 的 “潜在 假设 ”, 或 逻辑 上 的 “以 偏 概 全 ”. 

例 7 一 35 两 条 斜 线段 PA , PB 和 平面 c 所 成 的 角 相等 的 充 要 
条 件 是 PA = PB. 
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[《 立 体 几 何 ) 课 本 P.30, 人 民 教 育 出 版 社 1981 年 12 月 第 1 版 ] 

讲解 ”这 个 命题 的 “证 明 ” ,默认 了 点 PP 在 平面 外 , 当 点 已 在 平 
面 上 时 ,命题 不 成 立 . 

例 7 一 36 已 知 实数 列 a0,al,a2,…, 满 足 a;. 1+a;;1=2a;(i 
=1,2,…), 求 证 对 于 任何 nn,P(x)=aoC%(1 一 xr)"+ajClix(1- 
TT)" 1+azC22xzr2(1 or) talC” lr I(1—-xr) 
+ anCxz" 是 一 次 多 项 式 ， 

[1986 年 全 国 高 中 联赛 试题 ] 
证 明 ”由 已 知 得 ia, | 为 等 差 数列 ,有 


P(x)= DaCtrt (1 — x)"* 
-0 
个 


= 2 [aot h(ar— ao)]Cert(1 一 并 


上 k=0 


= ao2) Cexe (1 rx)" + (ai 一 a0) > 7ACere(1 一 I)” k 
k= 人 0 k=1 


= aolz+(1 -x)l"+(al— ao) Dy nCe (1 — rx)"* 
k=1 


!| 


n-l | 
ao+ (al 一 ao)nr > Cizi(l 一 Tr) "Di 
1:=6 


ao+ (at ~ ao)nr[x + (1 — xz)"! 
ao + (al — ao) nz. 
得 证 P(xz) 为 一 次 多 项 式 .[] 
评析 由 P(z)=ao+(al 一 a0)nz 知 ,需要 ai- ao 天 0 才能 保 
证 P(x ) 为 一 次 多 项 式 ,条 件 对 于 推出 结论 是 不 充分 的 . 


例 7 一 37 已 知 zi + =2cosbi (=1,2,…,), 求 证 


— 0s(01+0;+-…+0,). 
TI1TI Tn 


TI1T2 "Tat 


证 明 由 已 知 得 
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Xe — 2xicosG +1 =0 OO 
解 得 Xk 二 cos 和 + ising,. 
从 而 
1X2 I 
= (cosOi + isin0l)(cosg + isinG,):*(cosO, + isind, ) 
=cos(O1 + O02 + +0,)+isin(O0l + 0 + + 60,), 
1 
EE 
相 加 即 得 .了 
评析 ”由 方程 中 应 解 得 两 个 值 
Xk = cosOr + isinO. 
一 般 情况 下 ,乘积 x1x，…x 最 多 可 有 2" 个 不 同 的 值 . 仅 当 x = 
coso + isinb (上 二 1,2,…,n) 时 ,才能 得 出 结论 ,因此 ,条 件 对 于 推 
出 结论 是 不 充分 的 . 
2. 条 件 的 相 容 性 
就 是 条 件 本 身 不 能 互相 矛盾 .首先 不 能 与 本 系统 的 公理 .定理 等 
相 矛 盾 ,其 次 是 题目 的 多 个 条 件 之 间 不 能 互相 乞 盾 . 


例 7 一 38 已 知 sine= 写 ,oos(a+ 有)= 革 , 旦 ,都 是 锐角 ， 
求 cos8. 
[ 原 高 中 《数学 》 课 本 第 一 册 P.164 复习 题 三 第 6 题 , 人 民 教 育 出 版 
社 ,1979 年 第 1 版 ] 


解 由 0<a， B<3 , 知 


= cos(O1 + 0,+:… +0,)— isin(0, + 6, + + 0,). 


14， 


0<a+p<r， 
驻 cos(a + 1) = 也 >0; 
所 以 sin(a + B) = VI cata tpB) -2 


14°” 
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且 cose =V 1 simia = 26, 
得 cosB= cos[(a + B)-al 


= cos(a + B)cosa + sin(a + B)sina 


11 . 246 , 5Y3 .5 
14 7 14 7 


_ 22V6 + 25Y3 
= . 口 


评析 由 已 知 条 件 知 


0<a<at+p<x, 
得 236 = oosa >o0s(a + 及 = 也 ， 
即 4Y6>11， 
或 96>>121, 矛盾 . 


这 说 明 题目 条 件 之 间 是 矛盾 的 .事实 上 ,a = arcsin 45°35' ,0 


+ B= arccos 守 ~38"12 ,与 a,B 都 是 锐角 矛盾. 
例 7 一 39 设 a,65,c 为 3 个 互 不 相等 且 均 不 为 零 的 实数 ,同时 
满足 
aa+1988a — 1989= 0， 
23+19885 — 1989=0， 
c3+1988c — 1989=0. 


上 
解 ” 由 已 知 得 a ,5b,c 是 方程 


xz3+1988z —1989=0 中 
的 全 体 根 ,有 

ab + bc + ca = 1988, 

abc = 1989. 


从 而 
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1 ,1,1_ btcatab_ 1988 
a b ec abc 1989° 


评析 由 中 得 
(z—-1)(zx:+x+1989)=0. 人 口 
可 见 , 方 程 只 有 惟一 的 实 根 + =1, 与 a,b,c 互 不 相等 矛盾 ,也 与 a， 
b,c 均 为 实数 矛盾 ,因而 已 知 条 件 之 间 是 不 相 容 的 . 
例 7 一 40 在 不 等 边 人 ABC 中 , 若 


口 


acosA + bcosB + ccosC =0, Q@ 
asinA + bsinB + csinC=0. 人 
求证 sin(B-C)_sin(C-A)_sinA-8B) 
人 a b C 


证 明 由 外 知 cosC 冯 0, 否 则 人 C=90', 且 


acosA + becosB =0, 
有 arr +64=0. 


C 

得 wb =0 与 a,b,c 为 直角 三 角形 的 直角 边 矛 盾 . 
将 由、 四 变 为 

cosA cosB 

cosC + O° cosC 

.SinA sinB 


sinC +6: sinC 


Sa 和 于 
art+byt+c=0 地 
上 .又 过 P,Q 的 直线 方程 为 
| - 训 )-(-- 癌 | 癌 - 癌 ) 


cosC 八 cosC sinC cosC 八 cosC sinC 
即 xsin(B—-C)+ysin(C—-A)+sin(A ~ B)=0. @ 
由 于 两 点 决定 惟一 的 直线 ,故人 .@@ 重 合 , 得 对 应 系数 成 比例 . 
St 一) sintC—A) sin(A-B) 0 
a c 


a* +c=0, 


a +c=0. 


第 七 章 数学 习题 521 


评析 在 入 4BC 中 ,有 
sinA >0, sinB>0, sinC>0. 
故 asinA + bsinB + csinC >0， 
这 与 @ 式 矛盾 . 另 由 外 两 边 乘 以 2R 可 得 
az+b2+c2=0， 
也 与 a,6b,c 为 三 角形 的 三 边 矛 盾 . 
例 7 一 41 设 z,y,z 是 3 个 实数 , 且 有 


A.1 B.V5 C D.V5 
[1991 年 南昌 初中 数学 竞赛 题 ] 
解 由 工 + 工 + 二 
Ty WY 27 
1T/1 1 1Y 1 1 1 
;| (++ 二) (t+) 
-1/2 
=75 (2 1) 
_3 
= 己 . 
知 应 选 C. 口 


评析 ”上述 运算 实际 上 是 在 复数 范围 内 进行 的 ,因为 对 于 实数 


ZX,y,z, 有 
1L 1,1Y 1 1 ,1 
4= (二 + 了 + 二 ) <3( 训 + 训 + 训 j=3 


矛盾 . 
例 7 一 42 已 知 奇 函数 F(z) 的 最 小 正 周 期 为 2, 且 f(1)= 


1991 , 则 f(3)= _ 


522 数学 解 题 学 引 论 


解法 1 由 周期 为 2 知 
f(3) = f(2+1)= f(1) = 1991. 口 

解法 2 由 奇 函 数 且 周 期 为 2 知 

f(3)= f(2x2-D)=f(-1)=-/f(1)=-1991.0D 

解法 3 由 奇 函 数 及 周期 为 2 得 
f(3) = f(2+1)= f/f(1)=-/(-1), 
f(3) = f(2x2-1)= f(-1), 

相 加 得 ”f(3)=0. 口 

评析 ”3 种 解法 的 结果 是 互相 矛盾 的 ,原因 在 于 已 知 条 件 互 相 
矛盾 . 

若 承认 奇 函数 且 周 期 为 2, 则 有 

f(-1)=~/f(1), 
f(-1)=f(-1+2)=/f(1). 
得 /(1)=0, 这 与 AFL)=1991 了 矛盾 . 

例 7 一 43 ”从 平面 外 一 点 DD 向 平面 引 垂 线段 DA 及 斜 线 DB， 
DC,H DA=a,LBDC=120°, 了 ADB= ADC=45 ,那么 点 万 到 
BC 的 距离 为 多 少 ? 

解 ” 如 图 7 一 10, 在 
RtAABD 与 RtAACD 中 ， 

由 人 人 ADB = 人 ADC = 45° 


得 
BD= CD =V2a. 
在 等 大 和 ABCD 中 ,到 
BC 的 中 点 上 ,连结 DE , 则 
DE | BC， 图 7-10 


D 


且 DE 平分 BDC. 在 Rt 人 BDE 中 ,和 BDE = 二 人 BDC=60", 有 
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评析 由 和 BDC > 人 ADB + 人 ADC 知 与 三 面 角 的 性 质 矛 盾 ， 
这 样 的 空间 图 形 不 存在 . 
3. 条 件 与 结论 的 相 容 性 
就 是 说 , 同一 题目 中 条 件 与 结论 不 能 互相 矛盾 . 例 6 - 85 
(P.438) , 例 6-86, 例 6-87, 例 6-88, 例 6-89 中 条 件 与 选项 设计 
就 不 相 容 . 
值得 指出 的 是 ,这 种 矛盾 的 原因 常常 在 于 条 件 之 间 互 相 矛 盾 . 
例 7 一 44 设 0 和 yp 都 是 锐角 , 且 
2 1 ,1 
cosp cos(p+0) cos(p— 0) 
求证 cosg=V5icos 人 
证 明 由 已 知 得 
2 _costp 二 0)+cosCo+D) 


cosp cos{(p+0)cos(p—0) 
_ _4cospcos0 
cos2p + cos20 
2cosgcos0 
cos’p +cos0—1 
2 _1-cos20 _ 9 
有 cos p= Tceg = 1+c0s0=2008 7. 


但 0,9 均 为 锐角 , 故 开 方 可 得 
cosp =/3oos $. 口 


评析 由 0<0< 也 知 ,0< 驴 < 下 ,有 
0 ug _V2 


c827cs4 2 
得 cosp=Vias 了 2 >Y3° =1. 
这 说 明 条 件 与 结论 是 矛盾 的 (根源 在 于 条 件 矛 盾 ). 
例 7 一 45 设 zl,z; 是 方程 妇 2 sin 了 +cos5=0 的 两 个 根 ， 
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2 


求证 arctanzl + arctanx2 二 3. 
解 ” 由 韦 达 定理 有 


,Xx 
Xi1+ x2=sin >0, 


5 


X17T2=008 $§ >0; 


可 推出 7X1>0,7x>0, 


有 tan(arctanzil + arctanx2) 


但 xz1>0,z2>0 时 


0< arctanzl + arctanz2<T， 


故 得 arctanrl + arctanr2 = 冬 . 口 
评析 已 知 方程 的 判别 式 
. 27 Tn 
A= sin 5 4cos < 
OT AT 
<sin 5 4cos 5 
<eos 5 一 4cos 了 
<0， 


所 以 ,zi,z2 为 共 轿 虚数 ,结论 把 它们 作为 实数 来 求 反 三 角 函 数 
值 ,这 两 者 是 矛盾 的 . 
4. 条 件 的 独立 性 
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这 要 求 题目 的 条 件 间 既 不 重复 也 不 多 余 , 各 条 件 之 间 没 有 因果 

有 时 候 ,为 了 降低 题目 的 难度 ,有 意识 增加 一 些 过 剩 的 条 件 ,这 
是 另 一 个 问题 . 

独立 性 的 要 求 反 上 映 了 数学 的 严谨 性 与 简单 美 . 

题目 有 过 剩 的 不 独立 的 条 件 ,反映 了 命题 时 的 思考 不 周 ;解法 
中 有 多 余 的 思维 回路 ,不 仅 造成 题目 腾 肿 ,还 会 使 解 题 者 误 入 歧途 . 

有 时 ,多 余 的 条 件 还 会 破坏 条 件 的 相 容 性 . 比如 例 7- 42 中 的 
f(1) = 1991 就 是 一 个 多 余 的 条 件 ,并 且 由 于 赋值 不 当 而 造成 矛盾 . 

例 7 一 46 ”一 个 等 腰 梯 形 的 下 底 长 18cm, 高 4V3cm, 腰 长 为 
8cm, 腰 与 下 底 成 60" 角 , 求 它 的 面积 . 
[ 原 《几何 课本 第 -一 册 P.214 练习 题 3. 人 民 教 育 出 版 社 ,1989 年 12 
月 第 2 版 ] 

讲解 ”此 题 中 的 高 4V3 , 腰 长 8, 腰 与 下 底 长 成 60' 角 ,可 以 去 掉 
一 个 而 不 影响 求解 . 易 得 面积 为 64V3cm?. 

例 7 一 47 和 ABC 中 ,A:B:C=1:2:6, 求 证 
[《 数 学 通报 》1960 年 第 3 期 “问题 解答 ”] 

证 明 由 A:B:C=1:2:6, 得 A=20 ,B=40',C=120". 由 正 
弦 定 理 得 


a__at+b 
b atbte. 


a _ sin20 1 
b sin40” ”2cos20 
所 以 at+b sin20” + sin40” 
a+bp+c sn20 +sin40 + sin120° 
2sin30"cos10” 
~ sin20” + 2sin80" cos40° 
cos10° 


一 sin20” + 2c0s10° cos40° 


加 1 
~ 2sin10” + 2cos40” 
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评析 这 个 证 明 用 完了 所 有 的 条 件 , 看 不 出 有 多 余 的 地 方 .从 结 
论 人 手 找 充 要 条 件 可 以 挑 出 多 余 的 条 件 来 . 


esin2B - sin2A = sinAsinC 

sin(B + A)sin(B - A) = sinAsin(B + A) 

Osin(B - A) = sinA 

SB-A=A 

SB = 2A. 
可 见 ,A:B=1:2 就 足够 了 ,比例 式 的 成 立 与 C 的 具体 取 值 无 关 
A:B:C=1:2:6 中 有 和 多余 条 件 . 


例 7 一 48 已 知 数列 [a,| 的 第 一 项 cl= 己 ,第 二 项 aa= jg, 并 
目 数列 oa 一 全 ,as 一 加，…,an+1 一 如,… 是 公 比 为 方 的 等 比 数列 ， 
而 数列 g(a 全) ,g(a 一 学),…,g(ar1 -这 )，… 是 公差 为 -1 


的 等 差 数 列 , 求 数列 a, | 的 通 项 公式 . 
[1983 年 数学 高 考 副题 ] 


解 因为 


是 公 比 为 亏 的 等 比 数列 ,所 以 通 项 公式 为 


Ca 
Cn+ti 一 10 
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) 


) . (n 宕 1) O 


2 
是 公差 为 -1 的 等 差 数 列 ,所 以 通 项 公式 


为 
g(a -2)= g(a -SG)+ Cn -DD 
= le(iW- 记 X33)- (x-D) 
= lg 出 -ntl 
一 一 ?一 1 
由 此 得 
oo = 全 +( 直 > @ 


联 立 四书 消 去 a, +1, 得 


5 1 n+l 1 nil 
“=2((z) -(i) ]o 
评析 ”由 名 或 @ 均 可 求 出 a, 的 通 项 公式 并 且 相 同 ,因而 “等 比 
数列 "“ 等 差 数 列 " 中 有 一 个 是 多 余 条 件 . 比如 由 中 有 


(ras) — 2" las-1)=1, 


言 (2” la 1) 一 刘 (2" ?4-2)= 志 ， 
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i202) -a 1(241) = 
相 加 en 
-3Sf1 1L 
= 半 (1 元 5 
和 Ss/_ 1 1 . 
得 a =3 (7 0). 


近年 来 ,大 兴 选 择 题 , 有 一 个 情况 值得 注意 , 当 把 一 个 解答 题 改 
编 为 选择 题 时 ,4 个 选择 支 所 提供 的 已 知 信息 ,会 使 得 题 干 的 一 些 条 
件 成 为 多 余 , 如 例 6- 104, 例 6- 110 等 . 

例 7--49 在 ABC 中 ,4B=2V2， A 
AC=Y2,BC=2, 设 PP 为 BC 上任 一 点 ， 
则 ( ”). 

A. PA*<PB':PC 

B. PA*= PB. PC 

C. PA?> PB:PC 图 7-11 

D. PA? 与 PB. PC 的 大 小 关系 不 能 确定 
[1990 年 全 国 初 中 数学 联赛 题 ] 

解 设 PC=x, 记 AC=6b, 由 

AC<AB+ BC， 
知 5<2/2+2<4/2， 
即 b’—32<0. 
由 余弦 定理 ,有 


+2 2 - p27—4 
40 | 


cosC = 
故 P42- PB: pe 
=(x2+6:—2brcosC)— xr(2— zx) 


2 
=2z2 一 分 x+ 六 
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2\2 2 2 
于 多 
>0. 
可 见 C 真 .由 于 求解 中 没有 用 到 “5 =Y2” 的 条 件 , 故 “AC =V2” 
是 多 余 的 . 口 
例 7 一 50 如 图 7-12 中 ,AB/ EF/ CD. 已 知 AB=20,CD= 
80,BC=100. 那 么 ,EF 的 值 是 ( 。” ). 
A.10 B.12 CC.16 D.18 
[1991 年 全 国 初中 数学 联赛 题 ] 
解 由 AB/EF//CD 
可 得 


相 加 ”全 + 二 -2c=1， 


即 和 + 引 -1. c 
解 得 EF=16. 选 C. 图 7-12 

可 见 “BC = 100” 是 多 余 的 . 口 

例 7 一 51 在 锐角 人 ABC 中 , AB = c,AC=1, 人 A = 60"， 
和 人 ABC 的 外 接 圆 半 径 民 委 1, 则 ( ). 


A. 方 <c<2 B.0< cs 志 
C.c>2 D.c=2 


[1991 年 全 国 初中 数学 联赛 ] 

解 取 一 个 满足 条 件 的 等 边 三 角形 , 则 c = 1 是 一 个 可 取 值 ,这 
就 否定 了 B,C,D. 故 选 A. 口 

评析 在 这 个 解法 里 ,条 件 “R<<1” 自 动 包括 在 AC =1, 4 = 
60 的 要 求 中 ,其 实 它 确实 是 不 独立 的 .在 锐角 全 ABC 中 , 当 人 人 A = 
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60" 时 ,30"< 一 B<90' .从 而 
二 < sinB < 1OR < 2RsinB < 2R. 
但 AC=1, 故 有 R<1<2R， 


得 3<R<L. 


7 一 4 一 2 教学 性 要 求 


从 教学 的 角度 考虑 科学 性 ,主要 有 两 条 : 题 意 的 可 知性 与 要 求 的 
适度 性 . 

1. 题 意 的 可 知性 

就 是 说 ,题目 的 叙述 经 过 分 析 是 能 够 弄 清 楚 \ 搞 明白 的 .其 基本 
要 求 为 : 

(1) 出 现 的 数学 概念 是 已 知 的 ; 

(2) 出 现 的 数学 符号 是 标准 的 ; 

(3) 使 用 的 数学 术语 是 规范 的 ; 

(4) 表 达 的 意思 是 无 歧义 的 . 

例 7 一 52 求 (-1+z)2 展 开 式 中 第 15 项 的 数值 . 

[1982 年 数学 高 考 理科 题 ] 

讲解 ”二 项 式 a +5。 与 复数 a + bi 各 有 确切 的 定义 .a + bi 是 一 
个 数 ,这 个 数 的 nn 次 等 还 是 一 个 复数 4 + Bi, 应 不 存在 第 几 项 的 问 
题 .把 C 执 (一 1)6i14= 一 38760 称 为 (一 1+ i)” 的 第 15 项 ,实质 是 一 
种 “潜在 的 假设 "或 未 规范 的 名 词 . 

例 7-53 抛物线 的 方程 是 y=2z, 有 一 个 半径 为 1 的 圆 , 圆 
心 在 z 轴 上 运动 . 问 这 个 圆 运动 到 什么 位 置 时 , 圆 与 抛物 线 在 交点 
处 的 切线 互相 垂直 . 

[1980 年 数学 高 考 理科 题 ] 

讲解 ”当年 的 考生 有 两 种 理解 ,其 一 是 在 一 个 交点 上 圆 的 切线 
与 抛物 线 的 切线 互相 垂直 ,这 与 命题 的 本 意 相 同 .其 二 是 两 个 交点 上 
抛物 线 的 切线 互相 垂直 (当年 黑龙 江 省 抽样 ,有 15% 的 人 理解 为 第 
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二 种 情况 ). 若 出 题 时 明确 指定 “一 个 交点 上 ”就 不 会 有 歧义 了 . 

例 7 一 54 设 甲 数 为 zx, 乙 数 为 y, 用 代数 式 表 示 : 甲 数 的 2 倍 与 
乙 数 的 和 乘 以 甲 数 的 2 倍 与 乙 数 的 差 . 
[原初 中 《代数 ?第 一 册 P.78 练习 第 4(2) 题 ] 

讲解 ”有 两 种 理解 : 

(1) (2x + y)(27r ~ y); 

(2) (2rt + y)*2r —y. 

例 7 一 55 (1) -7 加 上 -2 的 绝对 值 等 于 多 少 ? 

(2) 命题 “年 形 的 对 角 线 相等 "的 逆 命 题 为 “. 

讲解 ” 均 有 两 种 理解 : 

(1) 1(-7)+(-2)1=9; -7+1-2|1= -5. 

(2) 假 命题 ;对 角 线 相等 的 四 边 形 为 矩形 . 

例 7 一 56 设 S=|1,2,…,n|,A 为 至 少 含有 两 项 的 公差 为 正 
的 等 差 数 列 ,其 项 都 在 S 中 , 且 添 加 S 的 其 他 元 素 于 A 后 均 不 能 构 
成 与 A 有 相同 公差 的 等 差 数 列 , 求 这 种 A 的 个 数 . (这 里 只 有 两 项 的 
数列 也 看 做 等 差 数 列 ) 
[1991 年 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] 

讲解 ”把 只 有 两 项 的 数列 也 看 做 等 差 数 列 , 与 现行 课本 不 一 致 ， 
因此 ,必须 在 题目 中 作出 说 明 , 这 体现 了 题 意 的 可 知性 . 

但 “添加 S 的 其 他 元 素 于 A 后 ”有 两 种 认识 ,其 一 是 添加 的 元 素 
在 A 中 无 位 置 约束 ,因而 可 以 是 新 数列 的 首 项 或 末 项 ;其 二 是 添加 
的 元 素 在 A 中 有 位 置 约 束 , 只 能 为 末 项 .出 题 的 原意 是 前 者 ,但 后 者 
也 有 道理 ,这 就 没有 达到 “ 题 意 可 知性 ”的 要 求 . 

例 7-57 设 1a,1 是 由 正 数组 成 的 等 比 数列 , S, 是 其 前 ”项 和 


pn gSn +lgSn+ 
( 工 ) 证 明 上 <lgS,1; 


([) 是 否 存 在 常数 c 使 得 
lg(S, — c) + (Su —c) = lg(S,11 — ce) 个 
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成 立 .并 证 明 你 的 结论 . 
[1995 年 数学 高 考 理科 题 ] 

讲解 ”本题 第 ( 工 ) 问 已 在 例 1- 12, 例 4-33 中 研究 过 ,对 于 第 
( 工 ) 问 存在 两 种 认识 ， 

(1) 是 否 存在 常数 c ,使 得 对 一 切 EN+ ,都 有 等 式 中 成 立 . 

(2) 是 否 存 在 常数 c ,使 得 对 某 一 n EN, ,有 等 式 四 成 立 . 

原意 是 第 (2) 种 理解 ,但 确 有 考生 产生 第 (1) 种 理解 ,给 出 证 法 
如 下 中 

这 样 的 c>0 不 存在 .车 存 在 c >0, 使 等 式 成 立 ,不 妨 取 ?= 1， 
则 等 式 更 应 成 立 .这 时 必 有 

本 ~ c)(S3 -ce) = (S,- ce), 
Si-c>0. 
[ls; —c)—-ajl(S,—c)+a3] = (Ss, -ec), 
LS -ec>0 
ac=-cdo<0， 
展开 并 化 简 ,和 | 
ar—-c>0. 

这 一 矛盾 ,说明 这 样 的 c>0 不 存在 . 口 

2. 要 求 的 适度 性 

就 是 说 ,要 与 教学 的 要 求 相 一 致 , 要 与 学 生 的 水 平 相 协调 . 


例 7 一 58 求 函数 ,= -37 的 最 大 值 或 最 小 值 . 
解 由 


即 


QD 见 湖北 《 中 学 数学 ?1995 年 第 9 期 第 3 页 . 
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= -4 
知 , 当 工 = -性 时 ,函数 有 
最 大 值 -2. 口 
评析 上 述 题 目 是 错误 的 ,解法 也 
是 错误 的 .事实 上 , 函数 在 其 定义 域内 
没有 最 值 ,只 有 极 大 值 (如 图 7- 13) ,学 
习 微 积分 之 前 ,中 学 生 很 难 弄 清 这 两 个 
概念 的 联系 与 区 别 . 有 的 资料 甚至 让 初 图 7 13 
和 和 
例 7 一 59 已 知 让 + 二 = -二 求证 + 四 = -1. 
证 明 由 已 知 得 
(a+6):=ab, ， (人 
即 a2+pb2= 一 ab. 
两 边 除 以 ab ,得 


全 + 二 = -1 口 
评析 ”表面 上 看 初中 生 能 够 完成 上 述 运算 ,但 由 人 中 式 可 得 
0=a*+b*+ab = (e+ 2) + 3 02 
在 实数 范围 内 a =5=0, 与 已 知 条 件 矛 盾 . 所 以 ,此 题 只 能 在 复数 范 
围 内 考虑 , 而 这 超出 了 初中 的 范围 ,要 求 是 不 恰当 的 . 例 7-41 去 掉 
zy,z 为 实数 的 条 件 , 对 高 中 生 可 以 求解 ,对 初中 生 依 然 是 不 恰 

当 的 . 
例 7 一 60 解 方程 组 
ltT= my= nz, 


art+byt+cz=d. 


—4 - 


一 一 三 一 一 一 一 


1 
1 
| 
1 
1 
1 
! 
1 
1 
| 
1 
I 
I 
1 
1 
1 
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[ 原 高 中 《数学 第 三 册 P.42, 人 民 教 育 出 版 社 ,1974 年 4 月 第 1 版 ] 
讲解 ”本题 有 7 个 字母 系数 ,讨论 时 要 分 4 个 层次 ,情况 复杂 ， 
对 于 高 中 学 生 过 于 繁 难 , 后 来 就 被 删 去 了 . 


7-5 数学 习题 的 编 拟 


编 拟 数学 习题 是 教师 进行 创造 性 教学 活动 的 基本 功 , 编 拟 数学 
题 应 做 到 : 

1. 目 的 明确 ， 

就 是 说 ,应 该 由 题目 的 使 用 目的 和 题目 的 使 用 对 象 来 决定 题目 
的 形式 .综合 程度 和 知识 覆盖 面 . 

2. 内容 科 学 

主要 指 符合 上 述 6 条 科学 性 标准 . 

3. 形 式 优美 

如 简练 的 叙述 ,对 称 的 结构 ,规则 的 排列 ,深刻 的 写意 .精巧 的 数 
据 等 . 

4. 解 法 合理 

就 是 说 ,求解 活动 的 展开 和 连接 ,线索 清楚 舒展 自然 ;能 避免 推 
理 模 式 超过 中 学 教学 的 范围 ;能 避免 数据 或 条 件 在 非 实 质 的 技 节 上 
作 过 多 的 纠缠 ;能 避免 知识 点 的 简单 重复 等 . 

编 拟 数学 题 需要 深厚 的 知识 功底 , 良好 的 思维 素质 和 熟练 的 编 
题 技 巧 . 有 时 候 , 创 造 一 个 问题 比 解决 一 个 问题 更 为 困难 .事实 上 ,会 
解 题 的 不 一 定 会 出 题 ,而 会 出 题 的 大 多 都 很 会 解 题 . 

下 面 介绍 几 个 常用 的 编 题 方法 :演绎 法 、 倒 推 法 .基本 量 法 .模拟 


7 一 5 一 1 演绎 法 


这 是 一 种 从 一 般 真 命题 或 一 组 条 件 出 发 ,通过 逻辑 推理 编制 数 
学 习题 的 方法 . 
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6 之 4ac." 据 此 ,可 任 取 zx= x6, 从 而 编 拟 出 一 类 条 件 不 等 式 题 . 
已 知 aro2 + brot+c=0，, 
求证 6 之 4ac. 
61 一 1 已 知 a+b+c=0, 求 证 6b 之 4ac. 
61 一 2 已 知 a=b+c, 求 证 b+4ac 宕 0. 
61 一 3 已 知 a+2b+3c=0, 求 证 65? 写 3ac. 
证 明 车 a=0 时 显然 成 立 .着 a 关 0, 则 由 已 知 得 


ar*+2br+3c=0, 


并 二 |. 
从 而 A= (26) -4.a.(3c) 过 0， 
即 b 宇 3ac . 口 


61 一 4 已 知 Sc=2a+36， 
求证 (at+6b -2c)(a -36+2c)>0. 
证 明 若 5=c, 则 a=6=c ,结论 显然 成 立 ; 若 5 关 c, 则 
(b-c)r t+(a-b)r+(b-ec)= 0, 
T=2. 
从 而 0 委 A= (a-6) -4(b- ec) 
= (a+p-2c)(a-38+2c). 口 
评析 ”也 可 以 作 方 程 zzt(a-p)z+(6-ce)i2=0 有 实 根 x=2 
(6 一 c) 来 证 明 . 
61 一 5 已 知 sin9 + eosg= 二 ,求证 cos20 + sing 之 0. 
证 明 显然 sin6 关 0. 由 已 知 有 
(rea 
x=1. 
从 而 A=eos2g-4x(- 才 jsing 
=oos2g tsinb 
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例 4 一 24(P.185) 就 是 根据 同样 的 思路 编 拟 出 来 的 . 


之 0. 口 


例 7 一 62 若 方 根 与 被 开 方 数 只 有 小 数 点 位 置 上 的 不 同 ,那么 


村 =10"z. 


OD 


据 此 ,可 编 拟 一 类 避免 给 出 两 次 数据 (对 数 与 反对 数 ) 的 对 数 计算 题 . 


首先 ,由 中 有 


已 知 lg3.162= 六 , 求 少 0.03162 
解 由 lgvy00316 = 本 x2.5=1.5， 


得 


被 开 方 数 与 方 根 正 好 差 一 位 小 数 点 (x = 1). 同 理 可 编 出 
已 知 lg4. 642 = 4 , 求 0.04642. 


已 知 ig5.623= 当 , 求 》0.05623， 


62 一 2 


62 一 3 


62 一 7 


V0.03162 =0.3162. 


已 知 lg6.310= 二 , 求 Y0.0631 
5 


已 知 ig6.813= 避 , 求 0.06813. 
已 知 lg7.197= 人, 求 y0.07197. 
已 知 lg7.499= 去 , 求 0.07499. 


还 可 以 取 n=2,3,… 等 编 出 更 多 的 题 . 
7-5-2 倒 推 法 
这 是 一 种 先 给 出 题目 预期 结果 ,由 此 结果 倒 推出 所 需 的 条 件 的 


© 
© 
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一 种 编制 数学 习题 的 方法 . 


例 7 一 63” 根 式 V A+VB +VA-VB 计 算 题 的 编 拟 .分 为 
3 步 ; 
(1) 提 前 取 定 根 式 的 实数 值 为 zx= a . 
(2) 用 一 个 无 实 根 的 二 次 三 项 式 去 乘 x -a ,得 三 次 方程 
(z-a)(zz+par+c)=0，(b2<4c). 
(3) 展 开 并 用 卡 当 法 解 三 次 方程 ,得 一 个 实 根 


z-VA+VE+VA-V. 
则 必 有 VA+VB+VA-VB=a. 
63 一 1 预先 取 根 式 的 值 为 1, 用 一 个 无 实 根 的 二 次 三 项 式 去 
乘 ,比如 


(rx-1)(x*+x+2)=0, 
展开 z3+ 过 -2=10. 
代 人 卡 当 公式 ,得 实 根 
7 215 1/ 2/3 
zr 3 也. 
于 是 得 到 一 道 题 : 求 值 (或 化 简 或 计算 ) 
3 3 
2 /7 2 /7 
Vi 2 了 1 33 
并 预知 结论 为 1. [1956 年 北京 中 学 生 数 学 竞赛 题 ] 


63 一 2 预先 取 根 式 值 为 2, 作 乘积 构造 方程 
(xr-2)(x*+2x+7)=0, 


即 z+3x—-14=0. 
解 出 实 根 rz=vV5s+7-V5 万 -7. 
可 得 一 道 题 : 求 证 


VsJ+7-V5 记 -7=2. 
63—3 对 a > 言 , 作 方程 
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(rz-1)(x*+x+2a)=0. OD 
得 题目 :求证 对 a> 言 ,有 


3 3 
a+l /8a-l V/ a+l /8a-1 
Vat 3 3 十 /| 人 3 3 二 二. 


证 明 1 设 左边 的 第 一 项 为 ,第 二 项 为 v, 晶 y=u+w, 则 
=(& 二 也)3 
=u3+v +3u(ut+v) 
=2a+(1~2a)y, 
即 (y-1)(y +y+2a)=0. © 


但 a > 二 时 ,y2+y+2a 天 0, 故 y=1. 口 
这 里 与 @ 是 一 样 的 ,求解 的 实质 循 编 拟 的 反方 向 化 归 为 方程 . 


证 明 2 设 1=, /Sel 3 1 >0, 则 


_ 327 +1 el- 1? +3 
8 8 
左边 = 3 5 st /3t5+T zt3 
8 8 


+1 1- 


= + 7 
=1. 口 
这 种 解法 已 经 看 不 见 编 拟 的 痕迹 . 
63 一 4 对 a >1, 作 方程 
(tr-2)(x*+2x+a)=0, 
得 题目 :化 简 


a+8 < 98 a-l 
e+ 本 a- 3 ~ 
并 预知 结论 为 2 

63 一 5 对 |al >2, 作 方程 


(rz-a)(xr*+art+a’~-3)=0, 
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得 题目 :化 简 
-32+ (0Dy 4 a3 (0 -LY a*—4 
2 2 “ 


并 预知 结果 为 a . 
例 7 一 64 根 式 方程 /ar +b+Vcr+d = 上 的 编 拟 ,分 为 4 步 : 
(1) 任 写 出 一 个 数字 x =2 为 方程 的 根 . 
(2) 写 一 个 包括 2 的 数字 人 恒等式 .如 
2+4=6， 
即 V4+vV16=6. 
(3) 把 16 写成 关于 x =2 的 代数 式 
16=cr+d,( 如 16=5x+6) 


从 而 4=art+b, (4=6-—x) 
(4) 得 方程 
Vartbt+i+vcrtd=6, 
如 V6-zxzt+tvV5r+6=6. 


值得 注意 的 是 ,由 编 拟 过 程 知 x =2 必定 为 方程 的 根 ,但 不 能 保 
证 为 惟一 根 . 

例 7 一 65 编制 一 道 + =2,y= -1 的 方程 . 

(1) 编 方程 组 

对 z=2,y= -1 两 边 分 别 乘 以 一 些 数值 并 相 加 ,可 得 方程 组 
ar+py=2a 一 5， 
cri+dy=2c-—d. 
当 a ,b,c,d 取 具 体 数字 时 有 


2T+y—3=0,， 

> 0 
r+2y=0. 
4z+4y-0=0， 

> @ 
3y+3=0. 
Sy+4zr—3=0, 
i 9 


3z -6=0. 
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(2) 编 不 定 方程 有 定 解 
将 中 .加 .名 中 有 各 式 平方 ,然后 分 别 相 加 ,有 
(2r +y—3)+(xr+2y)’=0, 
(Sr+4y-6)+(3y+3)*=0, 
(Sy+4r -3)}+(3xr-6)=0. 
展开 后 均 为 
Sr +8zryt+5y: -12r~6y+9=0. 
这 个 方程 的 解 为 zx=2,y= 一 1, 可 仿 例 5 一 2(P.273) 用 配方 法 
或 判别 式 法 来 求解 . 


7 一 5 一 3 基本 量 法 


在 一 个 问题 系统 中 ,存在 着 n 个 量 ,使 其 余 所 有 量 都 可 以 用 这 
n 个 量 来 表示 ,而 这 n 个 量 中 的 任何 一 个 都 不 能 用 其 他 一 1 个 量 
来 表示 ,我 们 就 称 这 n 个 量 为 基本 量 . 

通过 给 出 基本 量 来 编制 数学 习题 的 方法 叫做 基本 量 法 . 

例如 ,三 角形 系统 的 基本 量 为 3 个 ,要 编 拟 一 道 解 三 角形 的 问 
题 ,必须 且 只 须 给 出 3 个 独立 的 条 件 . 

又 如 ,等 差 ( 比 ) 数 列 的 基本 量 是 3 个 ,因而 从 aj,n,a,,d(g)， 
S, 中 任 取 3 个 为 已 知 , 便 可 编 出 Cs3 类 不 同 的 数列 题 .为 了 得 出 难 
度 更 大 的 综合 题 ,可 以 从 条 件 或 结论 上 增加 层次 . 

再 如 ,二 次 函数 y=ar?+ bx +c 的 基本 量 是 3 个 ,给 出 3 个 独 
立 的 条 件 便 可 确定 解析 式 .可 供 选择 的 条 件 常 有 点 (zi,0),(zz,0)， 
(0,c),(1,at+b+c),( 一 1,a 一 b+c), 最 高 ( 低 ) 点 ,对 称 轴 方 程 、 极 
值 图像 与 x 轴 交 点 的 性 质 等 . 

例 7 一 66 解 三 角形 习题 的 编 拟 ,分 5 步 完 成 . 

(1) 考 虑 解 三 角形 问题 系统 的 元 素 :a,b,c,A,B,C,h( 高 ),t 
( 角 平 分 线 ), m (中 线 ), R( 外 接 圆 半径 ), (内 切 圆 半径 ), s ( 半 周 
长 ), 全 (面积 ). 

(2) 确 定 问 题 系统 的 基本 量 , 给 出 基本 量 的 预期 数值 . 比如 取 a 
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=5,6=12,c=13. 
(3) 设 计 条 件 . 由 基本 量 可 以 计算 出 其 他 元 素 .如 C= 了 ,4 = 


arcsin 襄 ,B = arcsin 139,R=6.5,r=2,s=15, 人 =30,tanA = 亨 ， 


tanB 一 二 等 .由 所 有 这 些 量 取出 独立 的 3 个 便 可 以 编 拟 不 同 层次 的 
题目 . 

(4) 编 题 

66 一 1 已 知人 4BC 中 ,a =5,65 =12,c =13, 求 三 角形 的 3 
个 角 . 


66 一 2 已 知人 ABC 中 ,C= 邓 ,a =5,6=12, 求 c 边 及 sinA， 
cosA ,tanA ,cotA. 

66 一 3 已 知人 ABC 中 ,C=90',AB=13, 面 积 为 30, 求 三 角 
形 内 切 圆 半径 . 

66 一 4 已 知人 ABC 中 ,了 C= 90" ,外 接 圆 半 径 为 6.5, 三 角形 
面积 为 30 , 试 求 斜 边 c 上 的 高 . 

66 一 5 已 知人 ABC 中 ,一 C=90" ,外 接 圆 半 径 与 内 切 圆 半径 的 
比 为 13:4, 试 求 两 个 锐角 的 正切 值 . 

66 一 6 已 知人 4BC 中 ,一 C = 90" ,面积 A =30, 内 切 圆 半径 > 
=2. 求 三 角形 的 3 边 长 ， 

(5) 检 验 条 件 , 给 出 解答 . 


7-5-4 模拟 法 


根据 已 知 题目 的 数量 特征 .结构 特征 ,图形 特征 或 求解 思路 , 进 
行 模仿 编 拟 . 为 了 得 到 更 有 创新 性 的 题目 ,这 种 模拟 不 仅 需 要 “类 
比 ”, 而 且 还 常常 作 推广 . 

例 7 一 67 利用 切 点 的 惟一 性 编 拟 习题 . 

(1) 有 一 道 已 知 的 题目 ( 见 例 4 一 35): 


542 数学 解 题 学 引 论 


车 a V1-02t+bV1l~a?=1, 则 a?+62=1. 
由 这 道 题目 的 启发 ( 例 4 一 35 证 明 5), 我 们 可 以 这 样 编 拟 : 任 取 
二 次 曲线 F(z,y)=0 上 的 两 点 
Ala,f(a)), F(a,f(a))=0; 
Bl(g(b),6), 下 (g(6),5)=0. 
过 B 作曲 线 的 切线 ,再 把 A 的 坐标 代入 , 便 可 得 关于 a ,6 的 一 个 
等 式 
G(la,b)=0. OD 
而 这 个 等 式 表 明 ,曲线 上 有 两 点 在 同一 切线 上 ,但 二 次 曲线 与 切 
线 的 交点 是 惟一 的 , 故 4,B 重合 , 即 


a=g(b), 
f(a)=%; 
得 Fla,b)=F(a, f(a))=0. © 
即 由 中 可 推出 @ ,由 此 得 题目 : 
若 G(a,5) = 10, 则 Fe,p) = 0. © 


(2) 取 二 次 曲线 为 单位 圆 ,4A(e,V1-az),B(VI- 刀 ,-b), 有 

67 一 1 若 aV1- 刀 -6VI-o=1, 则 oa2+82=1. 

(3) 在 单位 圆 上 取 A( ~a,V1-a7),B(V1-, 5), 有 

67-2 车 a V1-B+t+bV1-a?= 一 1, 则 a?+6?=1. 

(4) 取 4(a,VR2-a?),B(VRz-b2,5), 有 

67 一 3 若 a VR?-B2+bVR-al=R?, 则 a?+6b?=R?. 

(5) 取 等 轴 双 曲线 zz - 史 =1 上 两 点 A(a,Vaz-1l)， 
B(V1+b2,5), 有 

67 一 4 车 a V1t+B-bVa?-1=1, 则 a?-6?=1. 

(6) 取 李 国友 + 与 = 1 上 两 点 A (a,2Vm7-a2)， 
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B (加 Vi 一 避 ,6), 有 
67-5 车 a vn-b+bvVm -al=mn (m>0,n>0), 


例 7 一 68 一 道 国际 竞赛 题 的 由 来 . 

(1)1985 年 全 国 “ 五 四 ”青年 智力 竞赛 由 首都 师范 大 学 周 春 荔 老 
师 提 供 了 一 道 贷 有 趣味 的 题目 ; 

68 一 1 原 题 地 面 上 有 A,B,C 三 点 .一 只 青蛙 位 于 地 面 上 距 
C 为 0.27 米 的 P 点 处 ,青蛙 第 一 步 人 PP 跳 到 关于 A 点 的 对 称 点 
Pi, 第 二 步 从 Pi 跳 到 关于 B 点 的 对 称 点 Ps, 第 三 步 从 P; 跳 到 关于 
C 点 的 对 称 点 P3, 第 四 步 从 Ps 跳 到 关于 A 点 的 对 称 点 Pa,…. 按 这 
种 方式 一 直 跳 下 去 , 若 青蛙 在 第 1985 步 跳 到 了 Pjo8s, 问 PP 与 Plo8s 
相距 多 少 厘米 ? (答案 为 54 厘米 , 题 中 霸 和 人 了 1985 年 5 月 4 日 的 数 
字 ) 

(2) 这 个 问题 引起 中 国 科 学 技术 大 学 常 庚 哲 教授 和 齐 东 旭 教 授 
的 兴趣 .1986 年 3 月 ,在 浙江 大 学 “计算 几何 ”学习 讨论 会 上 ,他 们 
“设想 青蛙 有 更 高 一 点 的 智商 ,会 捞 弯 ”, 设 计 出 一 道 类 似 题 ,成 为 
1986 年 全 国 “ 五 四 "青年 智力 竞赛 题 : 

68 一 2 模拟 题 在 同一 平面 上 ,有 点 A 和 点 P, 一 个 人 从 点 P 
开始 ,向 点 A 直线 前 进 ,到 达 A 点 后 ,向 左 转 90' ,继续 直线 前 进 . 走 
同样 长 的 一 段 距 离 到 达 一 点 P;. 这 样 ,我 们 说 这 个 人 完成 了 一 次 关 
于 4 点 的 “ 左 转弯 运动 ” 

设 A,B,C,D 是 平面 上 的 正方 形 的 4 个 顶点 , 另 一 点 已 臣 离 点 
DD 为 10 千 米 , 一 个 人 从 点 已 出 发 , 先 关于 点 A 作 左 转弯 运动 ,到 达 
Pi 点 ,接着 再 对 B 作 一 次 左 转弯 运动 ,到 达 P;, 然 后 关于 C,D,A， 
B-… 连 续 地 作 左 转弯 运动 , 作 过 11111 次 左 转弯 运动 后 ,到 达 点 Q， 
问 Q 距 出 发 点 多 少 千 米 ? 

(3) 事 实 上 ,“ 左 转弯 运动 "不 一 定 要 转 90" ,在 深入 研究 周期 点 
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列 性 质 的 基础 上 ,向 IMO7 提 交 了 一 道 60" 拐 弯 的 题目 ; 

68-3 备 选 题 平面 上 给 出 3 点 4, 昌 ,C, 一 个 人 从 同一 平面 
上 的 一 点 P 出 发 ,直线 行进 到 A ,向 左 转 60" 之 后 继续 直线 前 进 走 过 
一 相同 距离 之 后 ,到达 一 点 Pi ,我们 称 他 关于 A 点 作 了 一 次 左 转弯 
60' 的 运动 ,接着 ,从 Pi 出 发 对 B 作 左 转 60" 的 运动 到 达 P: ,再 从 P， 
出 发 对 C 作 左 转 60 的 运动 到 达 P3. 然 后 依次 对 A,B,C,A,B… 作 
左 转 60 的 运动 ,经 过 1986 步 之 后 ,此 人 发 现 已 回 到 了 原 出 发 点 P. 

求证 全 ABC 必 为 等 边 三 角形 ,而且 A 一 B->C 是 道 时 针 方向 
绕 行 的 . 1 

(4) 经 过 东道 主 的 修改 ,成 为 IMO27 的 第 二 题 ; 

68-4 ”竞赛 题 平面 上 给 定 人 A1AsA; 及 点 Po, 定义 4, = 
A,.3;5 之 4. 点 列 Po, Pi,P:,…, 使 得 Pi ;1 为 绕 中 心 A ,1 频 时 针 旋 
转 120' 时 P; 所 达到 的 位 置 ,k =0,1,2,…. 若 Pi%6 = Po, 证 明 
和信 A1AsA; 为 等 边 三 角形 . 

与 原 题 相 比 ,国际 竞赛 保留 了 “周期 点 列 ”" 的 本 质 ,但 认识 已 大 大 
深化 ,并 且 改 变 了 设 问 的 方向 ,使 问题 更 深刻 也 更 有 趣 . 

例 7 一 69 一 道 高 中 数学 联赛 题 的 由 来 . 

很 多 年 前 ,有 一 道 平面 几何 题 中 ; 

69 一 1 在 等 腰 三 角形 ABC 中 , 作 内 切 半 图, 直径 在 底 边 AC 
上 .向 半圆 引 一 切线 ,与 边 4B 交 于 M 点 ,与 BC 交 于 NN 点 .求证 
AM 和 CN 的 乘积 是 一 常量 ( 例 4 30). 

这 题 证 明 的 本 质 步 又 是 (如 图 7 -14): 

等) 


A4OMcoACNO-=>AM:NC= (全 


抓 住 这 个 本 质 步骤 ,笔者 将 其 再 增加 一 个 层次 , 编 拟 了 1995 年 
高 中 数学 联赛 第 二 试 第 三 题 . 


@ ( 原 苏联 ) 沙 赫 诺 .数学 试题 汇集 ,P.43 第 440 题 , 新 知识 出 版 社 ,1957 
年 8 月 第 10 次 印刷 . 
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图 7- 14 图 7- 15 


69 一 2 ”竞赛 题 如 图 7- 15, 萎 形 ABCD 的 内 切 圆 O 与 各 边 
分 别 切 于 E,F,G, 日 ,在 EF 与 GH 上 分 别 作 QO 的 切线 交 AB 于 
M, 交 BC 于 N, 交 CD 与 P, 交 DA 于 Q. 求 证 MQ/NP. 

证 明 下面 给 出 一 个 射影 几何 证 法 DO， 如 图 7-15, 因 六 边 形 
AMNCPQ 外 切 于 图, 故 由 布 利安 桑 定 理 知 , AC, MP , NQ 共 点 O， 
则 O 又 是 人 AMQ 与 人 CPN 三 对 对 应 顶点 连 线 的 交点 . 故 由 笛 沙 
格 定理 又 得 三 双 对 边 AM,CP; AQ ,CN; MQ , PN 的 交点 共 线 .但 
AM/ CP, AQ/ CN, 所 以 MQVANP . 口 

可 把 题 中 的 圆 推广 为 椭圆 、 双 曲线 . 


7-5-5 改编 法 


就 是 直接 将 概念 定理、 成 题 改 编 为 题目 ,常用 的 方法 有 :仿造 、 
推演 、 转 化 .逆转 .改变 信息 形态 ,改变 条 件 或 结论 等 . 
例 7 一 70 对 二 次 方程 
ar’ +br+c=0 (aA0), 中 
作 配 方 4a2xz2+4abr+4ac=0， 


中 。 李 长 明 . 例 谈 高 等 几何 对 初等 几何 的 指导 作用 , 数学 教学 ,1996 ,4， 
了 .21. 
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有 (2az+6)-(02-4ac)=0， 
b*-4ac=(2ar +b). © 

这 表明 ,二 次 方程 判别 式 就 是 完全 平方 式 (2cz + 5)*, 它 是 配方 
法 的 结果 ($5-2-1,8$5-2-2). 但 是 ,人 们 常常 离开 方程 而 把 判 
别 式 看 成 是 一 个 孤立 的 式 子 , 因 而 对 判别 式 5? -4ac 的 实质 与 功能 
都 缺乏 认识 .为 了 引起 注意 ,我 们 把 上 述 从 外 到 名 的 推导 编 成 选择 
题 ,这 就 是 1992 年 全 国 初中 数学 联赛 第 一 (2) 题 ,后 来 又 为 各 种 考试 
所 采用 : 

70 一 1 若 zo 是 一 元 二 次 方程 cz2+ br+c=0(a 关 0) 的 根 , 则 
判别 式 A= &? 一 4ac 与 平方 式 M = (2aro+65)? 的 关系 是 ( 。 ). 

A.A>M B.A=M 

C.A<M D. 不 能 确定 

注意 到 上 述 从 @ 到 人 @O 的 推导 在 复数 范围 内 也 是 成 立 的 ,因而 可 
以 继续 对 高 中 编 出 同样 的 题目 : 

70 一 2 若 zo 是 实 系 数 一 元 二 次 方程 ar? + br + c=0(a 尖 0) 
的 一 个 虚 根 , 则 判别 式 A= 452 一 4ac 与 平方 式 M = (2aro +5) 的 关 
系 是 ( ). 

A.A>M B.A=M 

C.A<M D. 不 能 比较 大 小 

70 一 3 车 zo 是 复 系数 一 元 二 次 方程 ar? + bx + c=0(a 关 0) 
的 一 个 虚 根 , 记 A= 妨 -4ac,M= (2aro+ 5), 则 A 一 M 的 值 与 0 
关系 为 ( ” ). 

A. 大 于 0 B. 等 于 0 

C. 小 于 0 D. 不 能 确定 

例 7-71 已 经 见 过 一 道 题目 :已 知 ab =1,a 关 65, 求证 


1 1 
itrat1i+s™ 1 


对 其 增加 一 个 层次 , 隐 去 ab =1, 有 
71 一 1 已 知 a 关 64, 是 方程 z*-4zx+1=0 的 两 个 根 ,不 解 方 程 


em 
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1 1 _ 
求 -7+ 万 + 的 值 ( 例 4-9). 
再 隐 去 方程 的 外 形 , 改 用 同形 等 式 , 有 
71 一 2 已 知 a 关 5, 且 
az+ka+1=0， 
br*+kb+1=0. 
1 1 
ita 1+6° 
对 这 个 题目 用 配对 解法 . 设 
1 1 a b 
TI+tat1ltb’ > T+a!1+6. 
则 XxX+y=2, 
_1-a ,1-56 
zy=1rfa 1+6 
-l-a,a-b 
1+a ab+b 


_l-a,a~-l 


求 值 


(‘ab=1) 


这 就 得 到 两 个 代数 式 x,y 的 值 是 相等 的 . 据 此 ,笔者 将 其 编 成 
1995 年 全 国 初 中 数学 联赛 第 一 (1) 题 : 
1 a 


-1i 1 = 
71-3 实数 ab 满足 ogg=1, 记 M=T+zt+T+DN=T+D 


+ 区 , 则 M,N 的 关系 为 ( 。 ). 

A.M>N B.M=N 

C.M<N D. 不 确定 

上 述 M= N 的 关系 实质 上 与 a,b 是 否 为 实数 无 关 , 因 而 可 以 改 
编 为 复数 题 


71 一 4 对 复数 天 +l,|z|=1, 记 


__l 1 
ZL 1+>z 1+z’ 
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则 zl 与 > 的 关系 为 ( ) . 
A. 不 能 比较 大 小 B. z1> z2 
C, zi1 = Z2 D.zl< x> 
回 到 实数 范围 内 , 作 字 母 个 数 推广 ,有 
71-5 已 知 abc=1,abt+at+1 关 0, 记 
1 1 1 


M= oralt mirotrit mrerdl’ 
a b C 

N= prarltorori eateri 
ab ec CQ 


三 = 二 Tai Wibil et， 
试 比较 M,N,P 的 大 小 . 
这 也 是 例 2 一 5 的 逆向 问题 (习题 四 第 14 题 ). 
a b 
71-6 M= prari biorit 元 赴 51, 求证 Ms1， 
71-7 a,b,c 为 正 数 ,abc =1, 则 


ab 二 bc CQ 
a3™+? 十 b3n+2 +ab b3"+2 te 3n+2 + pe C3n+2 十 Q3n+2 二 ca 人 


71 一 8 1 且 abc + ab+a+1 关 0, 求 值 
ad_ 


a rp rar 1 radreni db trad tadtl 


71-9 已 知 claz…an 
…+aliaz+al+1 天 0, 求 证 


二 LIQ243 "an-3+. 


=1 ,上 且 aiaz2a3…an-1+Qald243…Gn 


第 七 章 数学 习题 549 


al 


十 
aid2a3 an -1+ala2a3 dn-2+°"*+aia2t+artl 


42 十 。…. 十 


CQ203QC4 Cn 十 2203G4 Cr -1 十 …… 十 C2C3 二 U2 +1 
Qi 


十 …: 十 
QQitE "aA" Qi -2+ QQi+tl AA“adi-3t "+t anitl 十 Qi 十 


二 
取消 条 件 alaz…av = 1, 代 数 式 的 值 还 会 等 于 1 吗 ? 会 恒 小 于 
1 吗 ? 
例 7 一 72 初中 《代数 ) 课 本 有 一 道 分 母 有 理化 的 题目 : 
a-b (Va ~ Vb)(Va +VD) 
Fr - 万 二 万 = Va -vb. 
将 a,b 取 成 它 的 相反 数 (增加 一 个 隐 含 条 件 ); 然 后 对 分 母 平方 
之 后 再 开平 方 (增加 一 个 算术 根 的 层次 ) ,有 
(-a)-( -0) bp-a b—a 
Tat/ bo VTary To) VM aTb 
由 此 可 以 得 到 一 道 隐 含 a<0,5b<0 的 题目 


72-1 车 一 -4 有 意义 , 则 可 化 简 为 ( 。 ). 
V2V ab-a-b 

A.Va+Vb B.v -atvV-b 

CV-b-vV -a D.v -a-vV -6b 

由 于 V 2/ -a-b=V - (Va-V6)=0 与 分 母 不 为 零 巴 盾 ， 
故 只 有 

VW -a-b=V(V atV -6b) =v -atvV-b. 

对 于 高 中 ,可 以 将 a,b 表示 为 三 角 函 数 .有 


72 一 2 已 知 三 角 式 sinO 二 cos 有 意义 , 则 可 化 简 
VV Dsin20 ~ sinO — cosO 


=1. 


为 ( ”). 
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A.V -ceosg-Vv -sing B.v -sing -v 一 cosb 


C.v cosg 一 vsing D.v sin0 + w cosb 


将 相 除 的 形式 改写 成 斜率 ,有 

72 一 3 把 直线 1 沿 y 轴 平 移 sing - cos6 天 0 个 单位 ,再 沿 x 轴 
平移 V vasing -sin0 一 cos0 >0 个 单位 ,所 得 到 的 直线 与 原 直线 重 
合 , 则 原 直线 的 斜率 为 ( “). 


A. 不 存在 B.v -cos0 —V 一 sing 
C.v -sing -ww -cosb D.wcosb + wsing 


例 7 一 73 取 一 个 等 差 数 列 
an— Qn-1=1, (n=1,2,.…) 
有 an=Q0+ nn. 
作 变 换 ov 六 5 ,并 记 思 = ,有 
1 1 


二 一 +n 
2 9 
fn x 


取 f= 
当 7=1 时 , 取 
_ 区 到 
A 
并 记 f(z)=f[f(x)). 


f(x)= flf-1(7)]. 


便 可 得 到 这 样 的 题目 . 
一 区 V se ose 
知人 (z)= 记 二 ' 求 Cr) 

并 预知 其 答案 为 六 (z)= 一 兰 


V 工 +7 
例 7 一 74 熟知 不 等 式 
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1 .1,1 
1:213 31 tt) itl 
将 其 增加 一 个 层次 
1 1 .ol 1 . 1 
1 + (7 一 1 ，7 
可 得 
1 求 于 1 工 > 上 
74 一 1 求证 EE + i<2 7 


肯 增 加 一 个 层次 ,又 可 得 (参见 例 6 一 78) 

74 一 2 对 任意 的 正 整数 alya2，…，ar; 求 证 
Ll _1 
a an ai 


7 一 5 一 6 模型 法 


就 是 将 实际 问题 经 过 分 析 ,综合 概括 .抽象 之 后 ,进行 数学 化 处 
理 编 成 数学 习题 , 常用 的 模型 可 考虑 :自然 模型 ,社会 模型 ,经 济 模 
型 ,物理 模型 ,生活 模型 ,几何 模型 等 . 

例 7-75 在 自由 竞争 的 市 场 经 济 中 ,商品 的 价格 ( 记 为 y) 是 
由 消费 者 根据 商品 的 数量 ( 记 为 x ) 决 定 的 ,两 者 的 函数 关系 可 用 - 
条 曲线 来 表示 ,这 条 曲线 称 为 需求 曲线 , 记 为 y= f(x). 由 于 商品 的 
数量 越 多 , 则 成 交 的 价格 就 越 低 ,因而 它 是 一 条 下 降 的 曲线 ,如 图 
7 一 16. 

男 一 方面 ,市 场 上 商品 的 数量 x 又 是 由 生产 者 根据 商品 的 价格 
y 决定 的 ,它们 的 函数 关系 也 可 以 用 一 条 曲线 表示 ,这 条 曲线 称 为 供 
应 曲线 , 记 为 y= g(x). 由 十 商品 价格 越 高 ,利润 越 大 ,生产 商品 的 
数量 就 越 多 ,因此 ,供应 曲线 是 一 条 上 升 曲线 ,如 图 7- 17. 

供应 曲线 与 需求 曲线 的 交点 M( 如 图 7- 18) , 称 为 供需 平衡 点 . 
在 M 点 商品 的 供应 价格 等 于 需求 价格 ,供应 数量 等 于 社会 的 需求 
数量 ,这 时 ,市 场 经 济 处 于 平衡 状态 .但 在 实际 情况 中 ,商品 的 价格 和 
数量 是 由 市 场 调节 的 ,它们 受到 各 种 因素 的 影响 ,必然 会 偏离 平衡 
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需求 曲线 


图 7- 16 图 7-17 图 7- 18 


点 , 当 市 场 出 现 供需 不 平衡 时 ,就 需要 通过 调节 商品 价格 或 商品 数量 
的 手段 使 之 趋 于 平衡 . 
在 社会 主义 市 场 经 济 的 条 件 下 ,实施 政府 补贴 是 保障 国计民生 
的 一 个 调控 手段 .根据 这 一 经 济 模型 ,1995 年 数学 高 考 设 计 了 -- 道 
应 用 题 : 
某 地 为 促进 淡水 鱼 养殖 业 的 发 展 ,将 价格 控制 在 适当 范围 内 , 决 
定 对 淡水 鱼 养殖 业 提 供 政 府 补 贴 . 设 淡水 鱼 的 市 场 价格 为 x 元 /和 干 
克 , 政 府 补贴 为 元 /千克 .根据 市 场 调查 , 当 8 夺 z+ 夺 14 时 ,淡水 鱼 
的 市 场 日 供应 量 P 千克 与 市 场 日 需求 量 Q 千克 近似 地 满足 关系 
已 =1000(z + 一 8) (zx 宇 8, t 宇 0), 
Q=500vV40-(r-8) (8<zr<14). 
当 P=Q 时 的 市 场 价格 称 为 市 场 平衡 价格 . 
(1) 将 市 场 平衡 价格 表示 为 政府 补贴 函数 ,并 求 出 函数 的 定 
义 域 . 
(2) 为 使 市 场 平衡 价格 不 高 于 每 千克 10 元 ,政府 补贴 至 少 为 每 
千克 多 少 元 ? 
例 7 一 76 据 王 观 杰 教 授 回忆 ,他 从 电视 里 看 到 打 台 球 节目 ,人 台 
球 经 过 球 桌 边缘 的 几 次 反射 后 击 中 预定 目标 ,由 此 获得 灵感 ,将 生活 
游戏 模型 编 拟 为 1981 年 全 国 高 中 数学 联赛 试题 : 
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一 张 台 球 桌 形状 是 正六 边 形 
ABCDEF .一 个 球 从 AB 的 中 点 P 击 出 ， 
击 中 BC 边 上 的 某 点 @, 并 且 依 次 碰 击 
CD ,DE ,EF ,FA 各 边 , 最 后 击 中 AB 边 
上 某 一 点 . 设 人 BPQ = 69, 求 9 的 取 值 范 
围 . 


习 题 七 


检验 第 1~27 题 中 的 解答 ,车 有 错误 请 分 析 其 性 质 . 

1. 有 5 个 人 从 左 到 右 排 成 一 排 ,其 中 甲 站 在 首位 或 乙 站 在 末 位 
的 排 法 有 多 少 种 ? 

解 ” 甲 站 在 首位 乙 不 站 在 末 位 的 排 法 有 CiP3 种 , 乙 站 在 末 位 
而 甲 不 在 首位 的 排 法 有 CiP3 种 , 故 本 题 的 答案 为 CYP3 + CYP3= 
36 种 . 

2. 个 ABC 中 ,D 为 BC 的 中 点 , 求 
证 AD< 良 (AB+AC). 

证 明 如 图 7-20, 在 全 ABC 内 ,以 
DD 为 顶点 分 别 作 人 BDE = 一 B 交 AB 于 
EE, 作 了 CDF = LC 交 AC 于 F, 则 EB 
= ED,FC= FD, 在 全 AED 中 ， 


有 AB= AE + ED> AD. 图 7-20 
间 理 AC= AF + FD> AD. 
相 加 即 得 所 求 . 


3. 已 知 a>0, b>0, c >0, 求证 


bc + ca +ab’、, pe 
atbtce 二 4 


证 明 由 a>0,5>0, c>0, 有 
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六 ce2 + ec2a2 十 a2b! >3y Q4b4c4 ， 


a +6b+c23 ya, 


两 式 相 除 , 得 
bc + ea? + a2b? 
atpbte 


之 abc. 


4. 巨 知 在 和 人 ABC 中 ,cotB =1 LeoasC= 号 =10. 求 其 他 两 边 及 
三 角形 的 面积 . 
解 由 cotB=1;0< 昌 <180" ,得 一 日 =45， 
又 由 cosC= 蜗 >0, 铅 0 < 一 C<950", 故 有 
sinC=VT-cos2C = $5. 
应 用 正弦 定理 ,得 
2 
bsinC 10. 55 


sinB ” V2 
2 


=4v 10. 


代 人 余弦 定理 

1 一 CC2 -2accosB, 
得 100=o2+ 160-2o.4v 而 . 安 ， 
即 a ~8V5a +60=0, 
解 得 a1=6Y5, us=2Y5. 
相应 的 面积 为 

S， = aacsin8 =60， 


S:= 二 aacsinB=20， 
5. 如 图 7-21, 已 知 忆 是 入 ABC 的 边 AC 上 的 一 点 ,AD:DC = 
2:1, 人 C=45 ,一 4 和 =60", 求 证 AB 是 ABCD 的 外 接 圆 的 切线 . 
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证 明 因为 <ACB =45 ,所 以 
BD = 90 ,又 Qh4DB = 60 ,所 以 
二 BDC=120 ,BEC=240". 得 
AAA = 人 BDC- 一 DBA A 


17 >, 17~ je 
=7 BEC-3BD=75 /> 
从 而 一 ABD =180"-7S$ -60” 28 pf NN C 
=43 = 一 C. 
因此 , 一 ABD 是 弦 切 角 , 即 AB 
为 BCD 外 接 圆 的 切线 ， 
6. 设 a 为 实数 , 试 解 关 于 z 的 四 图 7-21 
次 不 等 式 
Zz4-2az2?+a2+2a 一 3>0. 
解法 1 以 a 为 主 元 ,得 到 关于 a 的 二 次 不 等 式 
a2+2(1- rz)a+(zr4-3)>0. 
恒 成 立 . 故 判别 式 小 于 零 
A=[2(1— xzx2)] -4(zx1 -3)=8(2— x*)<0. 
解 得 z< -V2 或 了 >V2. 
解法 2 原 式 即 
(x —a) >3-2a. 


(1) 当 3-22<0, 即 a> 了 时 ,x 可 取 一 切实 数 . 


(2) 当 3-24 =0 即 a= 学 时 ,x 二 , 即 z 可 取 二 二 之 外 的 


切实 数 ， 
(3) 当 3-2a >0 即 a< 了 时 ,有 


z2>a+w3=-2a， OD 
或 <a-vV3-2a. 四 


对 中 有 
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1) 当 a= 一 3 时 ,x 为 非 零 实数 ; 
2) 当 a< -3 时 ,z 为 全 体 实数 ; 


3) 当 -3<a< 辽 时 ， 


zz>Ya+v3-2a 或 zx<-YVa+v3-2a. 
对 @ 有 
1) 当 a 委 1 时 ,无 解 ; 


2) 当 1<a< 纯 时 ， 


Va-vV3-2a4<7r<Va-vV3-2a. 
7. 求 实数 mm ,使 方程 
r+(m+2i)r+(2+mi)=0 
至 少 有 一 实 根 . 
解 由 判别 式 非 负 , 有 
A= (m+2i)2—4(2+ mi)= m’— 12>0, 
可 解 得 之 2Y3 或 m 委 -2V3. 
8. 若 方程 z*+(m -2)rz+(S$-m)=0 的 两 实 根 都 比 2 大 , 求 
实数 m 的 范围 . 
解 mm 的 取 值 由 
XI1+ Xx2>4, 
a 
A 二 0 
确定 . 即 2—m>4, 
sn 
(m —2)*-4(5—m)= m’— 16>0. 
解 得 m 坟 一 4. 
9. 求 函数 y=arccot V 2x -x 的 值 域 . 
解 ” 因 为 v 2x 一 xz: 宕 0， 
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所 以 0< arecot 27 -ri<3. 
即 值 域 为 [ 0, 到) 
10. 解 方程 | ] 王 | = 二 


1+zxi 1+z 


解 由 |zl=a 人 rz=a 或 z= 一 a, 知 原 方程 为 


1- 工 -1- 工 一 二 -1 


1+ li+x 
- l-x_ 1l-x 
或 1+ 1trr™ 2 1. 
合并 得 zx 天 一 1 


11. 某 仓库 存 有 电线 杆 60 根 ,要 把 它们 埋 在 线路 上 ,第 一 根 离 仓 
库 300 米 , 以 后 每 隔 100 米 埋 1 根 , 现 在 仓库 有 一 辆 汽车 每 次 可 装运 
电线 杆 7 根 , 用 这 辆 汽车 将 全 部 电线 杆 运送 到 目的 地 ,然后 返回 仓 


库 , 问 最 少 要 行驶 多 少 干 米 路 程 ? 


解 为 了 使 行驶 的 路 程 最 少 ,汽车 必须 满载 ,8 趟 满载 后 ,第 9 
趟 运 剩 下 的 4 根 ,前 8 趟 往返 路 程 构成 以 2 千 米 为 首 项 ,公差 为 1.4 


千 米 的 等 差 数 列 , 由 此 得 
2+(2+1.4x7) 
2 


S x8+(2+1.4x7+0.8) 


= 67.8( 千 米 ). 
12. 求 (sec49 一 1)(csc40 一 1) 的 最 小 值 . 
解 (sec40 — 1)(csc46 — 1) 
= (secz0+1)(sec2g -1)(csc20 + 1)(csc0 — 1) 
=(sec0 + 1)(csc 0 + 1) 
守 2 | secg 1. 2 | esch | 
4 


| singcosb | 


8 
| sin20 | 


之 8. 
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当 0= 嫩 + 亚 时 ,有 最 小 值 8. 

13. 设 a 是 大 于 1 的 整数 ,而 所 有 小 于 等 于 Va 的 素数 都 不 能 整 
除 a , 则 a 是 素数 . 

证 明 设 a 是 合 数 a= bc,b,c 是 大 于 1 的 整数 ,因此 5,c 均 可 
整除 4 ,所 以 5>Va,c>Va, 从 而 bc >a, 这 与 bc = a 相 逆 盾 , 所 以 
a 是 素数 . 
结论 zx-2<zr+l 对 吗 ? 

解 不 对 ,图 为 福士] 可 能 大 于 0 也 可 能 小 于 0, 当 +1<0, 应 
有 xr-2>xr+1l. 

15. 当 mx 是 什么 数值 时 ,方程 xz? 一 (mm 一 1)x-(m 一 2)=0 有 
两 个 互 为 相反 数 的 实 根 . 

解 ” 当 一 次 项 系数 为 零 , 一 (mm 一 1)=0, 即 m=1 时 ,方程 有 两 
个 互 为 相反 数 的 实 根 . 

16. 已 知 sinz+eosz=1 1330<z<z)， 求 cos2x 的 值 . 

解 ” 由 已 知 平方 ,得 


11sin2x=1-3 


2 9 
二 sin27 = - 字 
又 由 0<r<x, 
有 0<2r<2xr, 
得 cos2x = +V 1 sinx = + 了 
17. 当 m 为 何 值 时 ,方程 组 
人 
17r+my=17 
无 解 . 


解 方程 组 无 解 ,其 系数 行列 式 为 0， 


第 七 章 数学 习题 559 


| 
D= =0， 
17 m 

有 m?=17，, 

得 m= 三 圭 V 17. 


18. 将 正方 体 截 去 一 个 角 , 求 证 截面 三 角形 一 定 是 锐角 三 角形 . 
(图 7-22(1)) 


多 7 22 


证 明 如 图 7-22(2), 截 面 为 ABC, 过 C 作 AB 边 上 的 高 
CDP , 则 在 Rt 和 ADC 与 Rt 和 人 BDC 中 ,人 A 与 了 B 均 为 锐角 . 

同 理 , 可 证 人 A ,人 C 也 是 锐角 ,故人 ABC 为 锐角 三 角形 . 

19. 圆锥 底面 半径 OA = 10 厘米 ， r 
母线 VA =30 厘米 .由 A 点 绕 侧面 一 
周 的 最 短路 程 是 多 少 ? 

解 如 图 7-23, 过 A 点 作 AB 上 上 2 


AV, 垂 足 为 B, 可 算得 AB = 4042， 
所 求 的 最 短路 程 就 是 以 AB 为 直径 的 


图 周 长 ,得 4042 (厘米 ) 几 7 


560 数学 解 题 学 引 论 


20. 设 f(x)= 一 寺 5,/(2)=1, 且 方程 f(x) -x=0 有 惟 - 解 
求 /(>) 的 表达 式 . 


解 由 /(2)=1, 有 

2a+6b=2. (1) 
又 由 f(x) 一 +=0 有 惟 … 解 知 ,方程 

azr?+(b 一 1)x=0 有 惟 -- 解 ,得 6=1. © 
由 D.@ 可 得 a= 广 ,从 而 

Hz) -5 
21 已 知 f(x) =142434 二 (nnEN,), 求 lim- 人 2); 

nr*o[ f(n)] 
的 值 . 


222 n+1)(2n+1) 
解 Faz2)=1+22+32 十 … 十 72 一 6 ， 


2 ， + 12 
LO P= 
2 
得 IT 全 二 革 = 
22. 求 证 log,(n+1)>log,+1i(n +2). 
证 明 用 反 证 法 , 若 不 然 , 则 
log, (nm + 1)<log,+1(n +2). 
取 n=3,4,5,6,7,8, 得 
log34< logs5 <logs6< loge7 < log78< logs9 < log%10， 
从 而 logo16= log34 < logo10, 
有 16<9. 
这 一 矛盾 说 明 原 不 等 式 成 立 . 


23 .计算 V2 一 号 .9 5 
解 原 式 =V(2 万 72.V9+415 


0. 
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= (2 -他 )2(09+415) 


=V (0-4V5)(9+4/5) 
= 六 
= 1 
24. 若 210+28+2" 为 完全 平方 数 , 求 自 然 数 ”的 值 . 
解 设 25=z, 则 20=z?,28=8zr, 于 是 原 式 为 
Z2+8z+22， 
由 这 个 二 次 三 项 式 为 完全 平方 式 知 判别 式 为 0， 
8:-4x1x2”=0, 


得 n=4. 
25. 已 知 A,B,C 是 个 ABC 的 三 个 内 角 , 县 sinA + sinB + sinC 
1 1 1 _ pp 一 在 形 

sinA + sinB + sinC 1. 求 证 全 ABC 为 直角 三 角形 . 
证 明 由 已 知 可 得 


sinAsinB + sinBsinC + sinCsinA = &， 
sinAsinBsinC = k. 
于 是 ,以 sinA ,sinB ,sinC 为 根 的 三 次 方程 为 
XT- x +hkr-k=0. 
显然 z=1 是 这 个 方程 的 一 个 根 , 故 sinA ,sinB ,sinC 中 必 有 一 个 为 
1, 从 而 ,A ,B,C 中 必 有 一 个 是 直角 .得 证 入 ABC 为 直角 三 角形 . 
26. 求 实数 & 的 集合 ,使 方程 


本 + sinB+ sinC = 1,， 


|z*—-2|=3zx+k 
恰 有 3 个 相 异 的 实数 解 . 
解 在 直角 坐标 系 上 作出 两 曲线 
C: y=|zx’-2|, OD 
i: y=3zx+k © 


的 图 像 , 原 方程 有 3 个 相 异 实数 根 时 ,存在 两 种 情况 : 
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(1) 直 线 与 曲线 在 |x| 志 v2 内 相 切 .如 图 7 一 24 中 1， 
联 立 中 .加 消去 y, 得 
z+3r+(k—-2)=0. 
由 判别 式 为 0, 得 
9 -4(k -2)=0, 
解 出 k= 总 ， 


(2) 直 线 过 点 ( -v2,0), 如 图 
7-24 中 />， 


把 (-V2,0) 代 入 @@ ,得 图 7-24 
0= -3V2+， 
解 出 &s=3Y2. 


综 上 得 ,k 的 集合 为 | 2 ,3V5| 
27. 设 数列 的 前 a 项 和 为 S, ,车 对 于 所 有 的 自然 数 ,都 有 S， 


= 证明 14,1 是 等 差 数列 .( 例 6-9) 
证 明 ”引进 参数 列 16, 1 ,使 
an = art+ (nm-1)(as—-a)+b,, 中 
然后 求 和 ,并 应 用 等 差 数 列 的 求 和 公式 ,有 
Da = lert en) + > ww， ©@ 


再 把 已 知 代入 ,得 b=0,&kEN, .推出 名 =0, 代 入 @D 可 得 ian| 是 
等 差 数列 . 

分 析 第 28 一 57 题 中 的 习题 科学 性 错误 . 

28. 已 知人 ABC, AD 是 高 , 且 AD? = BD:CD. 求 证 BAC 
= 90°. 
[原初 中 《几何 》 课 本 第 二 册 P.67 第 17 题 ] 

证 明 ”如 图 7-25, 由 AD?= BD.CD， 
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有 2AD* =2BD:CD, 
两 边 加 上 BD? + CD?, 得 A 
(BD? + AD2) + (AD’? + CD2) 
=(BD + DC)’, 
即 4B2 + AC? = BC2. 8 ce 
得 人 ABC 为 直角 三 角形 , BAC ” 
= 90°. 图 7-25 


29. 设 a,B,7Y 是 满足 a +B+yY<x 的 正 实数 ,证 明 用 长 为 sina， 
sin8,siny 的 线段 可 以 构成 一 个 三 角形 , 且 它 的 面积 不 大 于 车 (sin2c 
+sin28+Ssin27y ). 

[ITMO2s 候 选 题 ] 

证 明 作 一 个 顶点 处 面 角 分 别 为 2 ,28,2y, 侧 棱 为 的 四 面 
体 ,这 个 四 面体 底面 是 一 个 三 角形 , 边 长 怡 为 sina ,sinp,sin7. 可 证 
得 第 一 个 结论 成 立 . 

再 由 底面 积 小 于 3 个 侧面 积 之 和 可 得 第 二 个 结论 成 立 . 

30. 锐 角 公 ABC 与 锐角 全 DBC 的 周 长 和 面积 分 别 相 等 , BC 为 
公共 边 , AB 之 长 是 AB, AC, DB,DC 中 的 最 大 者 , 且 AB 与 4C， 
DB , DC 均 不 相等 , 则 (  ). 

A.LA>ZLD B.ALA<LZD 

C.AA=LD D. 一 A 与 人 D 的 大 小 不 能 确定 

解 设 4B=a,4C=6,DB=c,DC=d, 则 由 题 设 得 

a+p=c+d a>b, a>c, a>d. 


有 a—-d=c-b=t>0. 
a-c=d~-b>0, 
得 a=d+t, c=6b+t, 
从 而 cd-ab=(bt+t)d~-(d+t)b=(d -6)t>0, 
所 以 cd >ab. 


但 由 面积 相等 有 
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六 absinA = 二 cdsinD ， 


所 以 sinA > sinD. 
又 因为 ~“A ,一 D 均 为 锐角 ,所 以 A> 人 D. 选 A. 
31. 若 长 方 体 的 对 角 线 长 为 8, 其 长 . 宽 、 高 之 和 为 14, 则 其 全 面 
解 由 ac+p+c=14， 
a +b*+c? =64. 


得 S=2(ab+ bc+ca) 
=(a+b+c)— (a+b*+e’) 
= 132. 


32. 设 a,B,7Y 为 锐角 三 角形 的 3 个 内 角 , 且 设 
sin2za + sin p+ sin y=2, 
m= tana+ tanf + tany. 
试 求 m 的 取 值 范围 
解 由 sinze+sin28+sin2y=2， 
推 得 cosza + cos28+ cos y=1. 
从 而 ,可 作 一 长 方 体 , 其 3 条 共 点 棱 与 体 对 角 线 的 夹 角 分 别 为 a, 8B， 
7. 车 记 长 方 体 的 长 . 宽 、 高 为 a,b,c. 由 


at+B+y=x, 

有 tana + tanf + tany = tanatanBtany. 
得 m= tana tanB' tany 

_Va+tb .Vate Vote 

C a 
Za /2ae IE 
C b a 
=2V2. 


所 以 ,m 的 取 值 范围 为 [2V2, + co). 
33. 已 知人 ABC 的 周 长 为 18cm, 其 内 切 圆 的 半径 为 3cm， 
求 SAapc. 
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解 Saagc = 让 (a+ hte)r= 直 x18x3=27(em?). 
34. 在 人 ABC 中 ,A=60°, 边 AB,AC 分 别 为 方程 
x-1lr+24=0 人 
的 两 根 , 且 边 BC=6, 求 BC 边 上 的 高 . 
解法 1 如 图 7-26, 设 BC 边 上 的 高 为 AD, 由 AB,AC 分 别 为 
方程 的 两 根 , 有 
AB: AC'= 24, 


SAABC = 3AB . ACsin60” = 6/3. 


又 SAABC 三 二 BC "AD = 3AD. 


2 
故 得 BC 上 的 高 AD = 3/3. 。 
解法 2 不 妨 设 4B > AC， D 
从 而 B<C. 由 方程 四 可 解 出 图 7_26 
AB=8, AC=3. 
»_AB’+BC’-AC’*_ 91 
从 而 cs 73ABBC ~ 96° 
进而 sinB=V 1- cosB= 2 
得 AD= AB'sinB= 0. 
2 2 
35. 椭 圆 15 + 35 1 的 焦点 为 Fi, .PP 为 椭圆 上 一 点 ,已 知 


二 PPF =90 ,求人 FiPF， 的 面积 等 于 多 少 ? 
解 ” 据 已 知 方程 可 得 a =5, 6=4, c=3. 
又 由 椭圆 的 定义 及 直角 三 角形 可 得 


|PF| + |PF,|=2a=10, OD 
|PF1|?+ |PF,|*= (2c)*=36. 四 
Q@D? - @@ 可 得 


2|PF| | PPF:| =64. 
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从 而 全 FPF, 的 面积 为 
$= |PF1|* IPF,|=16. 


36. 一 桶 煤油 用 掉 一 半 , 剩 下 的 油 连 桶 重 40 千克 ,用 掉 拖 后 则 连 


桶 重 25 千克 , 问 这 桶 油 净重 多 少 千 克 ? 
解 设 这 桶 油 净重 x 千克 ,那么 


六 -并 二 40 一 
7 3 40—25,， 


解 得 r=90. 

即 这 桶 油 净重 90 千克 . 

37. 设 a,b,c 皆 为 素数 , 且 a+p+c=94,ap+ec+ca=1l84， 
那么 乘积 cpkc= _ _. 
[1994 ~ 1995 学 年 度 5 城市 初中 数学 联合 竞赛 试题 ] 

解 ” 因为 a+6b+c 是 偶数 , 且 a ,b,c 均 为 素数 ,所 以 a,b,c 中 
必 有 一 数 为 2, 不 妨 设 a =2, 则 

b+c=94-2=%, 


从 而 a(b+c)=2x92=184. 
又 ab+bct+ca=a(bt+c)+be=1184, 
有 bc=1184~-a(b+c)=1000, 
所 以 abc = 2000. 
a 一 vb 一 C - 
38. 已 知 b+c~a cta~b atb-e 2， 
pr (atb)(b+c)(ct+a)_27 
求证 abc 8° 
证 明 由 已 知 得 
b+te 1= 和 +a 1 at+b 1 1 
a b C 
分 别 有 。+5= 学 ， 
a 2 
cta. 3 
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atb_3 
C 2 
相 乘 即 得 . 
39. 已 知 sin9= 如 ,0s9= 人 (a>0,6>0,c>0, 且 0<9< 至 )， 
XX =(c+t6) =(c-6)"? 
求证 (ay lg(c -6b):le(c+6). 
证 明 由 已 知 得 
a2=c2-b2=(c-po)(c+6). OD 
且 alga=(c—-b)lg(c +5), 四 
alga= (c+b)lg(c ~ 656). 全 
人 x 的 得 
a’(lga) = (cb’)lg(c—b)'le(c +6) 
把 代入 ,得 


(lga)*=lg(c ~b)lg(c +56). 
40. 已 知 平行 四 边 形 一 对 邻 边 为 wa,5(>a), 对 角 线 的 交角 为 


2 2 
9(0<9< 圣 ), 求 证 四 边 形 的 面积 为 2 7 tang 
证 明 如 图 7-27, 设 AC -= 27， 
BD=2y, 由 余弦 定理 有 D | 
ay —2xycos0， A 
b= .7x2+y +2rycos0. 4 St 
相 减 b*— a?=4zxycos0, 2 
有 一 人 图 7-27 
有 27y 二 DRSO 
代入 面积 公式 
a2 
S= 27ysing = 0 RS 人 “sin0 
2_ 2 
=2 7 tang 


41. 已 知 zx,y 为 锐角 ,而 且 
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or 十 2sin2y =1， 


3 
3 sin2x -2sin2y=0. 
求证 zx+2y= 3 . 
证 明 由 已 知 得 
了 simx “Sinr = cos2 y， 中 
了 sinx COST = Sin2y. 地) 


交叉 相 乘 并 移 项 ,得 


了 sinzveos(z +2y)=0. 


但 记 sinz 取 0, 故 
cos(x +2y)=0, 


又 0<x+2y< 亚 ， 


得 Z+2y= 了 . 

42. 在 实数 范围 内 ,方程 cz2zz+prz+cz=0 的 两 根 分 别 是 ax? 
+ar+c=0 两 根 的 平方 ,求证 和 是 a,c 的 比例 中 项 . 

解 ” 设 第 二 个 方程 的 两 根 为 ,8, 则 第 一 个 方程 的 两 根 为 w?， 
及 .由 韦 达 定理 ,第 二 个 方程 有 


ao+p= -全 ， 

a8= 二 
且 对 第 一 个 方程 有 

_b_ 2 

a + 有 


=(a+B) -2a8 
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(2 -2 


站 


_ 8" -2ac 
a? 
得 b= ac 
43. 已 知 a>0,5>0,4ab 一 4a*+9b?, 求 证 lg 401 
_lga+lg6 
2 
[ 原 苏联 高 考题 ] 
证 明 由 已 知 可 得 
2 
(所 于 一 
两 边 取 对 数 , 有 
2lg 2 =lga +lge, 
2a+3b _lgat+lg6 


44. 一 个 圆 经 过 A(4,2),B( 一 1,3) 两 点 ,在 两 个 坐标 轴 上 的 4 
个 截 距 之 和 是 14 , 求 这 个 圆 的 方程 . 
解 ” 设 所 求 的 圆 的 方程 是 
r+y+Drt+Ey+F=0. 
由 题 设 条 件 ,得 
4D+2E+F+20=0, 
-D+3E+F+10=0, 
-D-E=14. 
联 立方 程 组 可 解 出 
D= -4, E= -10, F=16. 
代 人 外 得 所 求 的 圆 为 
T+y -4r-10y+16=0. 
45. 如 图 7- 28, 正 方形 ABCD 中 ,个 AEF 是 正方 形 内 接 三 角 
形 , 人 EAF =45 ,AB=8,EF=6, 求 人 EFC 的 面积 . 


©OOO ©O 
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[1994 年 希望 杯 初 二 数学 竞赛 题 ] 
解 将 Rt 和 AAABF 绕 点 A 逆 时 针 旋 转 
90" ,得 Rt 会 ADG , 则 
LFAG =/AFAD+ /DAG 
=/AFAD+ /BAE 
=90 — LEAF 
=45° 
= /EAF. 
又 FA=GA, AF= AF. 
故 得 人 FAFQAGAF. 
SAEAF = SAGAF 


= 二.FG.AD=24， 


钢 7 了 -28 


得 SAEFC = SABCD 一 SAEAF 一 SABAFE ~ SADAF 
= Sapcp 一 2SAFAF 
=8’—2x24 
=16. 
46. 设 f(x) 为 偶 函 数 ,g (x) 为 奇 函数 ,有 是 f(x)= -g(x+c) 
(c>0), 则 f(z) 是 最 小 正 周期 为 ___ 的 周期 函数 . 
[1991 年 四 川 省 高 中 数学 竞赛 题 ] 
解 由 f(x)= -g(x+c) 
-~g[-c—-(—-2c—z)] 
=glc+(-2c—-zx)] 


上 


=—f(-2c~z) 
=—f(2c+x), 
知 f(x+4c)= -f(r+2c)= f(x). 
故 f(x ) 的 最 小 正 周期 为 4c. 


47. 一 水 池 有 A ,B 两 个 进 水 龙头 和 一 个 出 水 龙头 C, 如 果 同 时 
打开 A,C,2 小 时 可 注 满 水 池 ; 同 时 打开 B,C,3 小 时 可 注 满 水 池 ; 
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当 水 池 满 水 时 , 先 单独 打开 C,2 小 时 ,再 把 A,B 也 同时 打开 ,1 小 
时 后 水 池 又 可 注 满 ,那么 单独 打开 A， 小 时 可 注 满 水 池 . 
[1988 年 5 城市 初中 数学 联合 竞赛 试题 ] 

解 设 A 水 管 r+ 小 时 可 将 空 池 注 满 ,B 水 管 y 小 时 可 将 空 池 注 
满 ,C 水 管 z 小 时 可 将 满 池 水 放空 , 依 题 意 有 方程 组 


1_1_l1 
rr zx 2° 
1 1_l1 
y zx 3 
1 ,131 
rT Yy ZX 
3 6 6 
解 得 工 = 本 ,一 了 ，z 5 


所 以 ,单独 打开 A 水 管 寺 小 时 可 将 水 池 注 满 

48. 甲 从 A 地 出 发 到 B 地 , 乙 从 8 地 出 发 到 A 地 . 甲 先行 2 千 
米 , 则 又 经 2 小 时 后 在 AB 的 中 点 处 与 乙 相 遇 ; 若 同时 出 发 , 则 相遇 
后 甲 青 走 2 方 小 时 到 达 B 地 , 乙 再 走 1 弛 小 时 到 达 A 地 . 间 甲 , 乙 两 
人 的 速度 各 是 多 少 ? 
[1984 年 江苏 省 南通 市 郊 县 高 中 .中 专 统一 招生 试题 ] 

解法 1 设 甲 的 速度 为 x 千 米 /小 时 , 乙 的 速度 为 y 千 米 / 小 时 ， 
依 题 意 有 


1 3 
2 FT+t1 y=4y. 


| +2=2y, 

解 得 T=24, y=25. 
解法 2 设 x,y 含义 同上 ,有 

2xr +2=2y, 
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解 得 X=4, y=5. 
49. 已 知人 ABC 中 ,A:B:C=2:3:4, AB:BC=3:2,AC=5. 求 
和 人 ABC 的 周 长 . 
[ 某 省 1985 年 成 人 高 考 文科 试题 ] 
解法 1 设 A,B,C 分 别 为 2t,3z,4zx, 则 
2z+3z+4z=180"， 
z=20", 
所 以 A=40", B=60', C=80". 
由 已 知 又 设 AB =3y，BC =2y. 根 据 余 弦 定 理 , 有 
25=9y* +4y’: -2.3y .2yvcos60 
解 得 y-37. 
_15Y7 
7 
人 AABC 周 长 =AB+ BC+CA-23Y7+s 
解法 2 ”如 前 法 求 出 4A=40",B=60",C=80 ,再 作 一 C 的 平分 
线 CD( 如 图 7 一 29), 则 有 


所 以 AB 


, BC=1007. 


AD _AC 图 7- 29 
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= 羡 (BD+ 4D)， 

4 _ 4 ~ 8 

得 DB 44D=4CD= 3 

又 AB= AD+ DB =6, 
BC=$AB=4. 

得 和 人 ABC 周 长 =4+6+5= 15. 


50. 在 人 ABC 中 ,车 A:B:C=1:2:6, 求 证 b=a(a+c). 

51. 在 圆 O 内 , 弦 CD 平行 于 芒 EF ,有 是 与 直径 AB 交 成 45" 角 ， 
车 CD 与 EF 分 别 交 直径 4B 于 已 和 Q, 且 圆 O 的 半径 为 1, 求证 : 
PC:QE + PD:QF<2. 
[1981 全 国 高 中 数学 联赛 题 ] c 

52. 如 图 7-30,G 是 入 ABC 内 一 
点 ,直线 AG, BG, CG 分 人 ABC 为 6 A 
个 小 三 角形 ,其 中 4 个 小 三 角形 的 面积 。 /> 
已 在 图 中 标 出 , 求人 ABC 的 面积 4 rN 
[1985 年 美国 第 三 届 邀 请 赛 试题 ] 图 7- 30 

53. 求 方程 10x + 51y =0 的 最 小 正 整数 解 
[中 师 数学 课本 《代数 与 初等 函数 ) 第 二 册 , 人 民 教 育 出 版 社 ,1982 年 
5 月 第 1 版 ] 

54. 平 面 ABC 外 一 点 已 到 和 ABC 三 边 的 距离 相等 ,O 是 
人 ABC 的 内 心 .求证 OP 上 平面 ABC. 
[六 年 制 重点 中 学 高 中 《立体 几何 》P.52, 人民 教 育 出 版 社 ,1981 年 
12 月 第 1 版 ] 

1 


55. (Vz + 二) 展开 式 中 前 三 项 的 系数 成 等 差 数列 , 求 展开 


式 中 的 有 理 项 . 
56. 证 明 四 边 形 ABCD 为 梯形 的 充 要 条 件 是 sinAsinC 


= sinBsinD. 


B 
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57. 已 知 V2ab = -26, 其 中 a,b 是 有 理 数 ,那么 V(a -0)2-a 
等 于 (  ). 

A.-3b B24a-b Ca D.-6b 
[1994 年 “祖冲之 杯 ” 初 二 赛 题 ] 

请 按 题 58~62 的 要 求 编 拟 习题 | 

58. 由 三 角 函 数 的 定义 ,从 x,y,r,a 中 任 取 3 个 量 编 题 . 

59. 按照 方程 
100 100_ 5 


编 一 道 应 用 题 . 

60. 编 一 道 二 元 二 次 多 项 式 能 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 因 式 分 
解 题 . 

61. 由 台 >30 编 一 道 不 等 式 证 明 题 . 

62. 在 全 ABC 中 ,有 


1< cosA + cosB tcosC<3. 
由 此 编 一 道 关 于 三 角形 三 边 长 间 的 不 等 式 . 
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附录 。 30 个 初等 数学 问题 


问题 1 设 zx1>0,z;+ zxiti>0, =12， ,nn,X riti= Ti, 
用 初等 方法 证 明 


nl 

3 

六 -> 了 
zi+l Xi+2 2 


当 n=7,9,10,12 时 成 立 . 

问题 20 设 a1>0,an41=a1+2 ,n=1,2,…, 证 明 或 否定 : 当 

>- 扩 时 ,总 有 Qn+1l>an. 
上 


问题 3 人 ABC 中 , AB = AC,D 为 
BC 的 中 点 ,EE 与 玉 分 别 为 AC,AB 边 内 的 
动 点 , 当 人 DEF 的 内 切 圆 半径 取得 最 大 值 < N 
时 ,求证 AE = AF.( 附 图 1) 


问题 4 称 数 列 .8 Y C 
J 附 图 1 
Qn+2= dnt1t an 


中 的 项 为 斐 波 那 契 数 ; 又 称 以 裴 波 那 契 数 为 边 长 且 面 积 也 为 整数 的 
三 角形 为 裴 波 那 契 三 角形 . 问 是 否 存在 裴 波 那 契 三 角形 ? 
问题 5@ 设 P 为 人 ABC 的 费 马 ,证 明 或 否定 
(PA + PB+ PC)Y EBC:CA+ CA:AB+AB:BC. 
问题 6 既 有 外 接 贺 又 有 内 切 圆 的 x 边 形 叫做 双 圆 ” 边 形 . 设 
RR,r 分 别 为 外 接 圆 与 内 切 圆 半径 ,d 为 圆心 距 , 求 使 下 式 成 立 的 最 


小 j: 


Ui 
R” 宇 a” 十 r? sec™ 1 


”数学 通讯 1998 年 第 10 期 发 表 了 顾 克 东 、 黄 军 华 的 文章 ,结论 成 立 . 
他 “数学 通讯 1997 年 第 3 期 发 表 了 周 才 凯 的 文章 ,结论 成 立 . 


局 
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接 公 DEF ,求证 
Paper 之 min{| Paare, PApgDp, Pagr|. 

问题 8 记 正 n 边 形 对 角 线 在 形 内 的 交点 数 为 f(n ) ,请 求 出 
(nn) 的 计数 公式 . 

问题 9 对 于 空间 不 共 面 的 ”个 点 ,至 少 可 以 确定 多 少 条 直线 ? 
至 少 可 以 确定 多 少 条 恰好 通过 两 点 的 直线 ? 

问题 10 已 知 四 面体 某 三 面 角 的 三 个 面 角 值 , 试 确定 它 所 对 的 
三 角形 面 的 形状 . 

问题 11 空间 中 任 给 n 个 不 同 点 , r， 表示 两 点 间 最 大 距离 与 
最 小 距离 之 比 , 求 x, 的 最 小 值 . 

问题 12 设 边 形 (n 之 3) 的 顶点 坐标 为 A;(x;,y,),i=1,2， 
… .其 中 zi1,xs 分 别 为 横 坐 标 r; 集合 中 的 最 小 值 与 最 大 值 . 

区 

通过 求解 方程 组 可 以 求 出 折 

线 A1A,…A4 的 方程 


4 

1 = f(x) = da; i1r-Zz;l, 

i=1 
TI 人 ZXE ZT 


同 理 求 出 折线 A1A,…Ai 的 
方程 


电 = g(x), 


XI 人 XS. 


附 图 2 


再 取 一 条 中 间 折 线 A1B1B,…A;( 附 图 2) 


QD 数学 通讯 1998 年 第 八 期 奕 益 武 给 出 的 公式 为 
SG n 为 奇数 ， 
f(n) = G-Cat+tl n 为 偶数 ; 
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，_ &(z) + f(z) 
- 2 ” 


可 得 多 边 形 A1A，…A, 的 绝对 值 方程 
y — BCL) 3 上 扩 z) &(zZ) £2) -0 


或 [2y— g(x1)- f(r)|+g(r)- f(r)= 0. 

请 考虑 如 何 通过 多 边 形 的 绝对 值 方程 确定 边 长 . 夹 角 , 以 及 多 边 
形 之 间 的 全 等 .相似 ? 

问题 13 ”如 果 把 平面 上 所 有 的 点 都 加 以 染色 ,使 得 没有 任何 单 
位 距离 的 两 点 同色 ,最 少 需 用 几 种 颜色 ? 

问题 14 面积 相等 的 圆 与 正方 形 能 否 剖 分 相等 ? 

问题 15 平面 区 域 $ 的 弦 是 连结 S 的 两 个 边界 点 的 线段 . 设 P 
是 S$S 内 的 一 点 ,如 果 通 过 己 的 一 切 弦 长 都 相等 , 则 P 称 为 S 的 等 纺 
点 , 问 一 个 平面 凸 区 域 能 否 有 两 个 等 纺 点 ? 

问题 16 设 忆 是 平面 凸 ， 边 形 区 域内 -- 点 , 若 从 已 出 发 的 小 
球 经 过 各 边 的 反射 之 后 能 历 遍 多 边 形 区 域 的 每 一 点 , 则 称 已 为 照明 
点 . 问 是 否 每 一 个 多 边区 域 都 有 照明 点 ? 


大 
问题 17 把 集合 S= 12 | (2) 划 分 为 & 个 子 集 


Si1,S,…，,S ,是 否 存在 一 个 集合 S， 
(1 委 记 委 ), 使 得 在 S,,， 上 方程 x 二 
y=>z 有 解 ? 

问题 18 设 PQRS 是 四 边 形 
ABCD 的 内 接 四 边 形 ,Ai,Bi, C1,DI 
分 别 为 SP, PQ, QR , RS 的 中 点 , 则 
AA1,BB1, CC1, DD, 四 线 共 点 的 充 
要 条 件 是 什么 ?( 附 图 3) 附 图 3 

问题 19 对 任何 一 个 自然 数 n 宇 2, 反 复 施 行 如 下 运算 :车 为 
奇数 , 则 乘 以 3 再 加 1; 若 为 偶数 , 则 除 以 2. 求证 必 可 运算 得 出 工 
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”问题 20 证 明 或 反 驶 :任何 自然 数 平方 的 36 倍 , 必 可 等 于 两 对 
这 生 素 数 的 和 . 
问题 21 设 有 个 非 负 实数 aj,a;,…,a, 将 其 从 大 到 小 排列 
得 a 之 ay 之 … 宇 a . 记 


Qt al | 


a = max| ai， 2 9 ; i? 


_ ai + Qj;_l Ci 十 Ci -1 十 十 QI | 
Bi max| a, » 2 9 ; 


对 a;,B; 从 大 到 小 的 排列 记 为 | 
aj 闻 aa 之 … 之 a ， 
Bi 宇 B, 之 … 之 pB, . 

求证 PB; Fa; i=1,2,…,n. 

问题 22 ”2 支 篮球 队 两 两 作 单 循 环 赛 ,每 天 安排 在 个 场地 
上 进行 ,要 求 每 个 球 队 都 要 在 每 个 球场 上 至 少 赛 . - 场 ,至 多 赛 2 场 ， 
问 能 否 作出 安排 ? | 

问题 23 设 pi,p;,…,p, 是 个 互 不 相同 的 奇 素数 , 证 明 
"1 1 , 
二 广 本 ,个 是 自然 数 . 

问题 24 能 和 否 给 出 方程 ?一 2vy1= -1 仅 有 两 个 正 整数 解 (1， 
1),(239,13) 的 一 个 初等 证 明 ? | 


问题 25 是 否 对 充分 大 的 正 整 数 nh ,都 有 整数 x,y,z .7， 
,zx 均 不 大 于 ,使 方程 =x *+ y* <z? 有 解 . 

问题 26 是 否 对 于 每 个 下 整数 >10%, 方 程 和 = + ! 
均 有 正 整 数 解 ? | 

间 题 27 对 >>3, 有 1, 求 方程 x= G3 的 正 整 数 解 . ( 为 本 
知 数 ) | 
站 题 28 xt+1= vy 是 否 仅 有 正 整 数 解 (x,vy) = (4,5)， 
(5,11),(7,71)? 
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问题 29D 在 1000x2 的 长 方形 里 , 岩 入 直径 为 1 的 圆 ,任何 两 
贺 都 不 重 秋 ,也 没有 任何 一 个 圆 的 任何 部 位 超出 长 方形 的 边界 , 问 在 


长 方形 里 最 多 能 装 多 少 个 圆 ? 
问题 30 找 出 一 个 面积 (或 周 长 ) 最 小 的 能 够 覆盖 任何 直径 为 1 
的 点 集 的 凸 图 形 . 
1 
| 
《 


@ 中 学 数学 月 刊 1997 年 第 4 期 张 典 书证 明了 最 多 能 装 2012 个 . 
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